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PROLOGO 


En el presente libro, los problemas y ejercicios de análisis 
matemático se han escogido de acuerdo con el programa máximo 
del curso general de matemáticas superiores que se estudia en los 
centros de enseñanza técnica superior* Contiene más de 3000 
problemas sistematizados en capítulos (I —X) y abarca la totali¬ 
dad de las partes que constituyen el curso de matemáticas superiores 
de los mencionados centros de enseñanza (excepto la geometría 
analítica). Se ha prestado especial atención a las partes que* por 
ser más importantes, requieren una mayor práctica (determinación 
de límites, técnica de diferenciación, construcción de las gráficas 
de las funciones * técnica de integración, aplicación de las inte¬ 
grales definidas, series y resolución de ecuaciones diferenciales). 
Teniendo en cuenta que en algunos centros de enseñanza 
superior se explican capítulos suplementarios al curso de mate¬ 
máticas, los autores han incluido problemas de teoría de los campos, 
del método de Fourier y de cálculos aproximados. La práctica 
pedagógica demuestra que el número de problemas que se ofrecen, 
no sólo es más que suficiente para cubrir las necesidades de los 
estudiantes para reforzar prácticamente el conocimiento de los 
capítulos correspondientes, sino que también da al profesor la 
posibilidad de hacer una selección variada do los problemas dentro 
de los límites de cada capítulo y de elegir los necesarios para 
las tareas de resumen y los trabajos de control, 

Al principio de cada capítulo se da una breve introducción 
teórica y las definiciones y fórmulas mas importantes relativas 
a la parte correspondiente del curso, Al mismo tiempo se ofrecen 
ejemplos de resolución de los problemas típicos más interesantes. 
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Prólogo 


Con ello creemos haber facilitado a los estudiantes el empleo de 
os te manual de problemas al realizar sus trabajos individuales. 

Se dan las soluciones de todos los problemas do cálculo. En 
las soluciones de aquellos problemas fue van marcados con tm 
asterisco (*), o con dos (**), se incluyen breves indicaciones para 
su resolución o resoluciones. Parte de ios problemas se ilustran 
con figuras para hacerlos más comprensibles. 

Este manual de problemas es el resultado de largos anos de 
enseñanza de la disciplina) por parte do los autores, en los centros 
de enseñanza técnica de la Unión Soviética. En él, además de 
problemas y ejercicios originales, se han recogido 
problemas cuyo conocimiento es general. 
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Capítulo I 


INTRODUCCION AL ANALISIS 


§ 1. Concepto de función 


f. Números reales. Los números racionales e ir raciona Los se 
denominan números reales. Por valor absoluto de on numero real a se entien¬ 
de un numero lio negativo \a\, determinado por las condiciones: ]a| = a, 
si a ^ O y (a | —— a , si & G. Pam dos números reales cualesquiera a y ¿ 
so verifica la desigualdad 

] | | a H“| b 1* 


0 

O 


2 o , Definición de la función, Sin cada uno do los valores *) 
que puede tomar una magnitud x-aríable x , perteneciente a un determinado 
conjunto E , corresponde un valor único, finito y determinado de la mag¬ 
nitud y } esta magnitud y recibe el nombre de junción (uniforme) do 
o de variable dependiente determinada on el conjunto E\ x se llama argumento 
o variable independiente. El hecho de que y sea función de x se expresa 
abreviadamente por medio de las notaciones: y=f(x) o y = F{x), etc, O 
Si a cada uno de los valores que pueda tomar x , perteneciente a un 
determinado conjunto E } corresponden uno o varios valores de la magnitud 
variable y, esta magnitud y so llama función multiforme de x, determinada 
en el conjunto E. En lo sucesivo, con la palabra «función» designaremos 
únicamente las funciones u n i f o r m es, siempre que de forma explícita no 
se prevenga lo contrario. 

3°, Campo de existencia ele la función. El conjunto de 
valores de £ f que determinan la función dada, so llama campo de existencia, 
o campo de definición de la función. 

En los casos más elementales, el campo de existencia de las funciones 
representa: o un segmento [a, b], m decir, un conjunto de números reales x t 
que satisfacen a las desiguaJdaties & ó; o un intervalo (o, h)> es decir, 

un conjunto de números reales que satisfacen a las desigualdades a <^x b. 
Pero la estructura del campo de existencia de las funciones puede ser aún 
más compleja (véase, por o]., el problema 21). 


Ejemplo 1* Determinar el campo de existencia de la función 

1 

l/ — 1 

Solución. La función estará definida si 

^- 1 > 0 , 

es decir, si De esta forma, el campo de existencia de la función 

representa un conjunto de dos intervalos; —co<^<—1 y 1 < a? < +co„ 


*) En adelante, todos los valores de las magnitudes que se examinen se 
supondrán reales, siempre que de manera explícita no se indique lo contrario. 
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4®. Punciones inversas. Si la ecuación y = j (s) admite solución 
única respecto a Ja variable x, es decir, si existe una función x=g (y) 
tal, qm y mflg(y)l la función z — g{y), o siguiendo las notaciones usuales 
y = g(^), se llama inversa con relación a y = f(x). Es evidente que g [/ (se)] = 
= x t es decir, que las funciones f (x) y g (s) son recíprocamente inversas. 

En el caso general, la ecuación y = /(¿r) determinará una función mul¬ 
tiforme inversa z — f^{y) tal, que para todas las y f qm sean 

valores de la función f (&)< 

Ejemplo 2. Determinar ía inversa de la función 


= 2~* (i) 

Solución. Resolviendo la ecuación (1) respecto a x, tendremos: 

2r*=í — y 


y 

_ Jg(l-y) ») 

l g 2 


( 2 ) 


Es evidente que el campo do definición de la función (2) será: 
—oo<y<l. 

5°> Funciones compuestas o i m p I í c i t a s, La función y de 
x, dada por uno cadena de igualdades y^f (u) f donde u — (p{^), etc,» se llama 
compuesta o función de función. 

La función dada por una ecuación que no esta resuelta con respecto 
a la variable dependiente, recibe el nombro do implícita, Por ejemplo, 
la ecuación + y¿ = 1 determina a y como función implícita de x, 

6°. Representación gráfica de las f u n c i o n e s. El con¬ 
junto de puntos {x > y) de un plano cuyas coordenadas estén relacionadas 

entro sí por la ecuación y — f(z)v se denomina gráfica do dicha función. 

i* m + Demostrar, que si a y & son números reales 


2* Demostrar las siguientes igualdades: 

a) | o& f s= |»[ ■ (& |; c) 

b) |«p = a a ; d) Y&=\a\. 

3. Resolver las inecuaciones: 


={rh M( » : 


a ) ] x — i i< 3; c)|2*+l|<l; 

b) |«+í|>2; d) |a:— 11 < |*-(-11. 

4. Hallar /(—1), /(O), /(1), /{2), /(3) y /(4), si f(x)=x 3 - 

— 6a: 2 + ll«—b. 

5. Hallar /(O), f ( f /(-x), / (1) . ^, si f{x) = 

— Vi 4- x z . 


*) tg*=log 10 a:, comosiempro, designa el logaritmo decimal del número je. 
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6. Sea /{ar) = arccos(lgx). Hallar / (1) y í (10)- 

7. La función f (x) es lineal. Hallar dicha función, si 

/(-1) = 2 y /(2) = -3. 

8. Hallar la función entera y racional de segundo grado f(x), 

si f (0) = 1, / (1) == O y / (3) = 5, 

9. Se sabe que, /(4)= — 2 y / (5) = 6. Hallar el valor apro¬ 
ximado de /(4, 3), considerando que la función f (x), en el seg¬ 
mento 4<ar<5, es lineal {interpolación lineal de funciones). 

• 10. Escribir una sola fórmula que exprese la función 


f{x) = 


O, si £<0, 
x, si £>0, 


empleando el signo de valor absoluto. 

Determinar el campo de existencia de las siguientes funciones: 


11. a) y —y x 4-1; 
1 


b) y = V-x + í. 


12 . 


y- 


'4-** ■ 


13. a) y=V^2; b) y^xY^2. 
14 **. y = V 2 +x-x\ 


15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 

21 . 

22 . 




y — yx — x i . 
2 + s 


y =ig 


X2 — 3X + 2 


2$ 

ij ~ are eos 


are sen 


1 + as 

( lg ró)- 


y=Y sen 2a:- 

Sea /(o;) = 2a: 4 — 3x 3 — 5i 2 +6x—10. Hallar 

<p(*)=4 [/(*) + /(-*)] y Í(*) = TÍ/ (*)-/(-*)!■ 


23. La función } (a:), determinada en el campo simétrico 
se denomina par, si /(— x) = f(x), e impar, si 
/(-»)«—/(»). 
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Determinar, cuáles de las siguientes funciones son pares y 
cuáles impares; 

a) («“ + 0; 

b) f(x) = Yí-rx-\-x 2 — yí—x + x 2 ; 

C) f (x) = v r (¿TW + 

d ) /(*) = !BÍ±f: 

e) /(z)-=ig (¡c+yT-t-x a ). 

24*. Demostrar que cualquier función / (a;), determinada en el 
intervalo — puede representarse como la suma de una 

función par y otra impar, 

25. Demostrar que el producto de dos funciones pares o de 
dos impares es una función par, mientras que el producto de una 
función par por otra impar es una función impar. 

26. La función / (x) se llama periódica, si existe un número 
positivo T (período de la función) tal, que / (x -f- T) = f {#) 
para todos los valores de x pertenecientes al campo de existencia 
de la función f(x)* 

Determinar cuáles de las funciones que se enumeran a conti¬ 
nuación son periódicas y hallar el período mínimo T de las 
mas: 

a) / (x) = 10 sen 3#; 

b) / (x) = a sen Xx + b eos Xx; 

c) / (a:) = Y~tgx; 

d) f (x)= s sen 51 x\ 

e) / (x)= sen (Vx). 

27. Expresar ]a longitud del segmento y = MN y el área S 
de la figura AMN como función de x = AM (fig. 1). Construig 
Jas gráficas de estas funciones. 

28. Las densidades lineales (es decir, la masa de una unidad de 
longitud) de una barra AB = l (fig. 2) en sus porciones AC = l u 
CD = l 2 y DB=¿ l 3 (/) + 4“Ms — ¿j son respectivamente iguales a q { , 
Qz y Qs- Expresar la masa m do una porción variable AM — x de 
esta misma barra, como función de x. Construir la gráfica de 
esta función. 

29. Hallar q> [ip(a:)J y tJj [<p (a:)], si y ^(a:)~2' ,c , 

30. Hallar /{/[/{«)]}, si = 


/vw.elsol 
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il 


31. Hallar f(x + 1), si / (se—l) = x 2 . 

32. Sea f (n) la suma de n miembros de una progresión arit¬ 
mética. 

Demostrar que: 

/ (71 + 3).-3/ (B + 2) + 3/(n+l)-/(n)«0. 

33. Demostrar que, si 

f(x) = kx + b 

y los números x u x 2 y a ; 3 constituyen una progresión aritmética, 
también formarán una progresión aritmética los números / (sq), 

/ Oc 2 ) y f(x 3 ). „ . . 

34. Demostrar que, si f (x) es una función exponencial, es 
decir, f(x) — a x (a> 0 ), y los númoros aq, y £3 constituyen una 


ft 

A 

/ 

l 


1 

b 

1 


— 

■ a - 

A D 

i 


P i g. 1 F i g- 2 


progresión aritmética, los números f (%) V f (* 3 ) forman 

una progresión geométrica. 

35. Sea 

/ (ar) = ] g - 

Demostrar, que: 

/W + /Or) = /(ffe)' 

36. Sea <p (*) = ~ (a* + o"*) y tp (*) —y («* - O ■ Demostrar 
que: 

cp (® + y) = <p (^) f (ff) + í (*) 't 1 (y) 


y 


ip (* + y) = cp (*) ^ {*/) + tp (y) 't» (*)■■ 
37, Hallar / ( — 1), / (0) y /{!), si 



are sen a:, para — 

are tg x, para O <; a: < + 00 . 
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38. Determinar las raíces (ceros) y los campos de valores 
positivos y de valores negativos de la función y, si 

a) y = í+x; d) y = x*~ 3a:; 

b) y=2 + x — z*; o) y = lg — . 

c) */ = 1 —x + z 2 ; 

39, Hallar la función inversa de la y , si: 

a) z/ = 2x + 3; d) lg ±-; 

b) y^x % — í; e) y are tg 3x, 

c) y = ¡/ 1—a? a ; 


¿En qué campos estarán definidas estas funciones inversas? 
40, Hallar la función inversa de 


y =* 


x, si x<0, 
si x;>0. 


41* Escribir las funciones que so dan a continuación en form 
de cadena de igualdades, de modo que cada uno de los eslabone 
contenga una función elemental simple (potencia! f exponencial 
trigonomé trica * etc,): 


a) y^{ 2*-5)«; 


c) íf = l gtgy ; 


b) y — 2 C0S;c ; 


d) y = arcsen(3- i;! ). 


42. Escribir en forma de una igualdad las siguientes funcione 
compuestas, dadas mediante una cadena de igualdades: 

a) y = u 2 , u = sen x; 


b) y = are tg í¿, »£=]/"t>, it = ]ga:; 


o) V = 


2u, si u-<0, 
O, si u > 0; 


u. = x 2 — 1. 


43. Escribir en forma explícita las funciones y dadas por las 
ecuaciones: 

a) x z ~ are eos y = jt; 

b) 10 K +10 W = 10; 

c) x + \y\=2y. 

Hallar los campos de definición de las funciones implícitas dadas. 
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§ 2. Representación gráfica de tas funciones elementales 

La construcción, de las gráficas de las funciones y = f{x) se eEecfcúa, en 
lo fundamental* marcando una red suficientemente nutrida do puntos 
Mt(zu yi ), donde — (í = 0, i f y uniendo después estos últi¬ 

mos entre si coa una línea, cuyo carácter debo tener en cuenta la posición 
do los puntos intermedios. Para hacer Jas operaciones se recomienda el 
empleo de la regla de cálculo* 



F íg.S 


La construcción de gráficas facilita el estudio de Jas curvas de las 
funciones elementales mas importantes (véase el apéndice VI). Partiendo 
de la gráfica 

¥-n*h ío 

con ayuda de construcciones geométricas elementales obtenemos las gráfica 
de las funciones: 

1} —f{#), que es la representación simétrica de la gráfica P 

respecto ai eje 0X\ 

2) y 2 — / (—a;), que es la representación simétrica de la gráfica T respecto 
al eje 0Y\ 

3) y^ = f(x— a), que es ia misma gráfica P desplazada a lo largo del eje 
OX en lá magnitud a\ 

4) ^:&=5+/(ar) f que es la propia gráfica F desplazada a lo largo del eje 
OY en la magnitud i (fig- 3). 

Ejemplo. Construir la gráfica do la función 

jr=sen i K x ~ * 

Solución. La linea buscada es la sinusoide y = desplazada a 

lo largo del eje 0X f hacia la derecha, en la magnitud ^ (f¡g. 4), 

Construir las gráficas do las funciones lineales (líneas rectas): 
44. y = kx % si k — O, 1, 2, —1» —2. 
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45. !/^=x + b, si b • 0, 1, 2, —1, —2. 

46. x~í,5x-\-2. 

Construir las gráficas de las siguientes funciones racionales 
enteras de 2 a grado (parábolas): 

47. y = ax 2 , si a=i t 2, 1/2, —1, —2, 0. 

48. y = x t -\-c, sí c = 0, 1, 2, —1. 

49. y = {x — ,r 0 ) a , sí a: o =0, 1, 2, —1. 

50. y = y 0 ~\-{ x — l) 2 , si i/ 0 = O, i, 2, — 1. 

51*. y — ax 31 4-bx + c, si: 1) a = 1, — 2, e = 3; 

2) a= — 2, 5 = 6, c = 0. 

52. y = 2-j-x — x 2 , Hallar ios puntos de intersección de 
parábola con el eje OX. 



Construir las gráficas de las siguientes 
enteras de grado superior al segundo; 

53*. y — x s (parábola cúbica) 

54. y — 2-\-(x — l) 3 . 

55. 6 = x s — 3x +2. 


funciones racional 


56. y = x*. 

57. y = 2x*~x i . 

Construir las gráficas de las funciones homográficas siguientes 
( hipérbolas ): 


58*. w = - . 


59. 


y = 


i 

í-x ‘ 


60. 


y 


x — 2 


61*. y =z/o n \ r si ^0 = lt yo = 


— 1 T m — 6, 
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62 *- *-¡M!■ 

Construir la,s gráficas de las siguientes funciones racionales 
fraccionarias: 

63. y=x+~. 


64. y 


's + t ' 


65*. y- 



66. y = ■ 

10 

67*. y = (^rva de Agnesi). 

68* y = ~^ {serpentina de New ton). 
69. ij = x +-|f. 


I 

70. y==a; a .f — (tridente de Newtori). 

Construir las gráficas de las funciones irracionales siguientes; 
71*. y = "j/s. 

72. y=Yx- 

73*. y= s y / ^ (parábola de Neil). 

74. y=±x V ce (parábola semicábica ). 

75*. y=±í\ r 25^9 (elipse). 

\) 

76 , y = ± Yx 1 —1 
1 

y “1—^ • 


78*. y = i x |/ ^ - (cisoide de ¿ífocies). 

79. y= ± *V r 25— x*. 

Construir las gráficas de las siguientes funciones trigonomé¬ 
tricas: 

80*. y a» sen x. 

81*. y = cosa:. 

82*. y = ígx. 


83*. y=ctg*. 
84*. y = seca;. 
85*. y = coseca:. 
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86. 

y= 

= A sena;, si A = l, 

10 , 

í 

i. 

87*. 

y= 

= sen nx, si n—1, 2 

- 3>T 



88. 

y= 

^sen(x —<p), si = 

0 ü 

o, 2 , 

3n 
~2~' 

JD 

Tt. -j . 

89*. 

y= 

= 5 sen (2¡r — 3). 




90*. 

y- 

-a sen x + bcQsx^ si 

a — 6, 

b = 

-8. 

91. 

y= 

= senx + cos x . 

96. 

y= 

1 — 2 eos x. 

92.* 

y= 

= eos 3 x. 

97. 

y= 

sena; —sen 3a;. 

93*. 

y= 

= x + sen x * 

98. 

y = 

cosx-\-—eos 2x. 

94*. 

y= 

= x sen x. 

99*. 

y — 

n 

eos — • 

95, 

y= 

= tg a x. 

100. 

y = 

¿ y sen x. 


Construir las gráficas de las siguientes funciones exponencia 
y logarítmicas: 

101. y= a x t si a = 2, y , e (« = 2, 718 ...) *). 

102 *. y = ]og a x, si a=10, 2, , e. 

103*. y = sha:, donde sha; (e K — e ). 

104*. p = cha:, donde cha: = -—(£*+ £'*). 


105*. 

y = tha:, donde 
l 

y = 10* 

. , sil a: 

thx = -r— * 
eh x 

106. 


107*. 

y = e~ xZ (curva 

tíe pro&aiííirfacíes). 

108. 

i 

y=2~ *», 

113. y = lg -j . 

109. 

y — lg £ a - 

114. y = lg (— a:). 

110. 

y = lg a a:. 

115. y = log 2 (1 + z). 

111. 

y = lg (lga:). 

116. y — lg (eos x). 

112. 


117. y=2^sena;. 


*) Véase más detalladamente solare ei número e en la pág. 26. 
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Construir las gráficas de las siguientes funciones trigonomé¬ 
tricas inversas: 



121*- i/=arcctgx* 

Construir las gráficas de las siguientes funciones: 
125- y~\x\. 

126. ij = ±-(x + \x]). 

127. a) y = x]x\; b) y = log^l-T 1 . 

128. a) y = sen x-\~ [sen x [; b) y — senas — | sena: |. 



130. a) y=[x J, b) y = x—\x\, donde [a;] es la parte entera del 
número x, es decir, el mayor numero entero, menor o igual a x. 

Construir las gráficas de las siguientes funciones en el sistema 
de coordenadas polares (r, cp) (r»Ü): 

131. r = l ( circunferencia ). 

132*. r=-^- (espiral de Arquímedes). 

133*. r = e v (espiral logarítmica). 

134*, r = -^- {espiral hiperbólica). 

135. r = 2cosrp (circunferencia). 


136. r — — L — {línea recta). 


137, r = sec a ~ (parábola). 

138*. r = 10sen3<p (rosa de tres pétalos). 

139*. r — a (1 -|-cos cp) (n >>0) (cardioide). 

140*. r a = a? eos 2<p (a > 0) (lemniscata). 

Construir las gráficas de las siguientes funciones, dadas en 
forma paramétrica: 


2-1016 
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141** x=¿ 3 t y = í 2 (parábola semicübica). 

142*, x=10cos£, y^=seat (elipse). ia 1 

143*, x== lOcos 3 £, y = 10sen 3 í (astroide ). 

144*, z~a (coa t 4- 1 seo y— a (seo t — t eos í) (desarrollo del 
círculo }. 


145* 


út 


at a 


jq_ ¿a t y = 1 de Ztescaríes). 


146, x = ■ 


ar 




yr+73 * * yr-y * 2 

147, a = 2 í ~f2“ í r í/ = 2*— (rama d# una hipérbola ). 

148, x = 2eos 2 y^2sen 2 í (segmento de recta)* 

149, x = t~t 2 t y = í 2 — ¿ 3 . 

150, x= a (2 eos t —eos 2/), y — a{2 son í — sen 2 i) (cardioid 

Construir las gráficas do las siguientes funciones, dadas 
forma implícita: 


151*, x* + í/ 2 = 25 (circunferencia). 

152. zy = 12 ( hipérbola )• 

153** y z =2x (parábola)* 

m - ái+S^ 1 í ,h H- 

155, ^ = ^(100—^), 

2 2 2 

156*, = 

157** x + y^lOígy. 

158*, x 3 = cos¿r 

*/ 

159*. yV+jf = **«** (espiral logarítmica )+ 

160*, x 3 -i-j/ 3 — 3xr/ = G (/oÍím de /^escaries). 

161, Hallar lo fórmula de transición de la escala de Celsio (C) 
a la de Fahrenheit (F), si se conoce que 0°C corresponde a 32°F 
y 100° C a 212° F. 

Construir la gráfica de la función obtenida, 

162* En un triángulo, cuya base es b = 10 y su altura h — 6, 
está inscrito un rectangíilo (fíg. 5), Expresar la superficie de dicho 
rectángulo y como función do su base z. 

Construir la gráfica de esta función y hallar su valor máximo. 


www.elsolu s * 
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163. En el triángulo ACB, el lado BC — a, el AC = b y el 
ángulo variable ACB — x (fig. 6). 



Expresar y = área. A ABC como función de x. Construir la grá¬ 
fica de esta función y hallar su valor máximo. 

164. Resolver gráficamente las ecuaciones: 

a) 2x t -5x 4- 2 = 0; d) 10“ x = a:; 

b) x* -4- x —1=0; e) x — 1H- 0,5 sen x\ 

c) lgí = 0,U; f) Ctga:==a: (Ocx<:n). 

165. Resolver gráficamente los sistemas de ecuaciones: 

a) xt/=10, x-\-y= 7; 

b) xy — 6, a: 2 -l-y 2 = 13; 

c) a: a — a:-)-t/ = 4, y s -~2x=0; 

d) x* 4 y=10, x + y*^ 6; 

e) y = sen x, y = cosx {0 < 2 < 2it). 


§ 3. Limites 

I o , Dimite de una sucesión. El numero a recibe el nombre 
límiíe de la sucesión ^ «■ ■» ¡ 

lim = 

tl->oo 

si para cualquier 8>0 existo un número N N (e) -tal, que 

I Xn — a \ < £ P ara n > N. 


Ejemplo 1. 


Demostrar que 

lim 2 ii+í, 

n-+oc íí -f-1 


= 2 . 


(1) 

2 * 
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Solución, Consideremos la diferencia 
2/z + l „ i 


- 2 — 


n + i " n+i' 

Valorando su magnitud absoluta, tendremos: 

! 2« H- i 


n + í 


j 

n + í 


< e t 


( 2 ) 


si 


n>-~~i=N(z). 

De esta forma, para cada número positivo s se puede encontrar un 

número A r — ——i tal, que para n > N se cumple la desigualdad (2), Pof^ 
£ 

consiguiente, el número 2 es limite de la sucesión x n = (2n + i)/(« + 1) T es 
decir, se verifica la fórmula (1), 

2 a Límite d,e una f u n c i ó n. Be dice que la función / ( 3 ?) A 
cuando x —a (^l y a son unos números), o que 

l l ui / (>) = /!, 

2£—MJ 

si para cualquier e > O existe un número ó = ó (e) > O tal, que 
| / (*) — A | < e para O < {$—& | < 5* 

Análogamente 


lim f{x) = A t 


Ctf 

O 

O 


si J / (¿r) — A [ e para | x [ > N (e). 

También se emplea la notación convencional 

Jira í i*) = 0 , 

que indica, que \f(x)\^>B para O <; | x — a | < 6 (E)> donde E es un número 
positivo arbitrario. 

3°. Limites laterales. Bi x a y x £ * srj escribe convencional- 
mente z ->■ a — 0; análogamente, si z > a y z -?-a t se escribirá así: x —>- a-¡-0. 
Los números 

f (a — 0) = Hm f (x) y f (a + 0) = lim f (x) 
x -^- n — 0 x-*éi4-0 

se llaman, respectivamente, limite a la izquierda de la función f (x) en el 
punto ir y límite a ¿a derecha de la función / (a.) en el punto a (si es que 
dichos números existen). 

Para que exista el límite de la función f (x) cuando x — es necesario 
y suficiente que se verifique la igualdad 

(a+QJ- 

Si existen el lim fi (z) y el lim / 2 (x), tienen lugar los siguientes 

x-+a 

teoremas: 

1) lim [/, (*) + / 2 (a;)] = lim /,{«} ¡ lim f z (x s>; 
x-*a #-+<* x-*g 
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2) lim [f¡{x) fz (*)] = lim /j (ar)-lím/ 2 (z); 
x-+a x-+a 

3} lim [/i (z)// 2 (i)J = lim (a:>/liíis j 2 {x) (lim/ 2 {i)^0). 

X-Kt X-va X-*-Q X—Mi 

Los Limites siguientes so emplean con frecuencia: 


,, sen x 
lim ——~ = 1 

x->Ü * 


lim f 1-f — y V = lim (í + a) a =e = 2,71323 ... 

5C-K» V ^ / Gt~+0 


Ejemplo 

f unción 

2, Hallar los limites a la derecha y a 

3a izquierda de la 


/ (z)= 

arctg -t- 


c 

cuando x 0. 




o 

Solución. 

Tenemos: 

í arct 4) 



/( + 0)= lim 

n 

T 

ce 

y 

í ( ^0) — lim / 

1 \ 

TI 



*__ü — ) — 

2 

o 


En este caso, es evidente que no existe límite do'la función f {$} 
cuando 

166. Demostrar que, si n —> oo 4 d limite de Ja sucesión 



’ 4 ’ 9 * n* ’ ' 1 ' 

es igual a cero, ¿Para qué valores de n se cumple la desigualdad 

w< b ' 

(siendo e un numero positivo arbitrario)? 

Efectuar e] cálculo numérico para: a) E=¡ü f -t; b) e — 0,61; 
c) £ = 0,001. 

167. Demostrar que el límite de la sucosión 


O 

(/) 

Q) 

■ 

$ 

$ 

5 


Xn — ,j + i (» — 1, 2, ...) 

cuando »-*■!» es igual a i. ¿Para qué valores de n >7V se cumplo 
la desigualdad 

| Xn— í i< E, 

(siendo s un número positivo arbitrario)? 

Hallar /V para: a) 8 = 0,1; b) a = 0,01; c) 8 = 0,001. 

168, Demostrar que 


lim £ 2 = 4. 

x—*2 
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¿Cómo elegir para el numero positivo dado e un numeró posi¬ 
tivo d, de modo que de la desigualdad 

í*-2[<d 

se deduzca ia desigualdad 

¡ —4| <e? 

Calcular fi, para: a) e==0 T l; b) e = 0,01; c) 8 = 0,001. 

Í69. Dilucidar el sentido exacto de las notaciones convencio¬ 
nal es; 

a) lina lg* = — «>; b) Iim 2*= + oo; c) lim /(*) = oo. 

JC-fr-J-0 x-t-foo X—*00 

170. Hallar los limites de las sucesiones: 

í _J_ A_ 1 (—l) 71-1 

' ' 2 ’ 3 1 4 > ‘ * -ñ.. 

2 n 


b) JL A .1 _ 

/ j . g . 5 * ' ' ■' 2 »—i ’ 

o) V*,VW£, V~2 j/2/I, 

?• d) 0,2; 0,23; 0,233; 0,2333; ... 
Hallar los límites: 


171. 

Iim 

n-¡«» 

172. 

iim - 

n-K» 

173. 

lim 

lt—K-OO 

174. 

íirn 

91.-POO 

175. 

Jim 

Tí ►*+{» 

176. 

Iim 

Tl-t-00 

177. 

Iim 

n— ►» ' 

178*. lim 


«a 


f Í + 3 + 5 + 7+..,+<2 b-1) 

L »+i 

«-{-(—i) n 
»—{—í) íi ' 


2* + l 

2 


2'>-f.3 re ' 

5 ‘ Si(t+t+t + ---+-¿-)- 
i77 ’ üt 1 "X + T—ET + - ■■ + <_ 3 ^ 1 ] ■ 


n-i-oo 


12 + 2 *+ 3 * +«3 

n 3 


179, iim (Vn + l — 


1V-+OQ 


180. lim 


n sen ni 


rt-M» 
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Al buscar 0 I limíte de la razón de dos polinomios enteros respecto a x* 
cuando es conveniente dividir previamente los dos términos de 

la razón por x* t donde n es la mayor potencia de estos polinomios. 

En muchos casos puede emplearse un procedimiento análogo! cuando 
se trata de tracciones que contienen expresiones irracionales. 

Ejemplo 1. 


EiJDUipiU 5 / 6 

lim (2a?—3) (3* + 5) (4a—6) ^ ( 2 ~v) ( 3+ ~^) ( 4 ~~) _ 2-3-4 _ 




Zx* + x — i 


1 1 

3 +—- 3 * 


8 . 


Ejemplo 2. lim 


= lim 


Jim —^ i i» = iiux —q 

ac-^-co y z* -f-10 X-t-vO 


181. 


fí +1 


- = 1. 


182. lim 


lOOOx 


183. litn . 

X->a> 3* + ' 

.o# 2z a — x + 3 

184 ' iz ' 

,85. l¡ m J5í±M£=2L 
* B + 5 


f 2x s —3x—4 

186 ' ¿.“'T3+T 

187. lim to +! . 
£-*» 1 

188. lim x * r . 

jc^co lO+X y X 

189. lim fs a -H . 

x -i - i 


X-Mtt 


190. lim 


Vi 


.4*00 v x+V V a 


Si P (x) y Q (x) son polinomios enteros y P (a) 0 o Q (a) Q» e l lí m 

de la fracción racional 


P{*} 

i-fa TO 


se halla directamente. 


P(*) 


Si P (a) = Q (a) —0, se recomienda simplificar la fracción ”q(z) ' ^° T 


binomio x — g t una o varias veces. 

Ejemplo 3. 


x2-4 .. (x-2)(x+2) _ i * x+2 

lim q r _l.*> m —* Ütn Tv 9Wy íT lim | 

x-*2 X a —3 x + ¿ ^2 (x — ¿){X — i) x*+2 x 1 


:4, 


191. lim 

192. lim a3 ~ ¿ 5z ?t—' 

3C-#6 * a - 25 

,r2_ 1 

193. lim , 9 

i-t~l * a + 3a?+2 

y 2_2t 

194. lim / .T r 

, a®- 4z -f-4 


Í95. hm -1 _• 

196. lira--- 

,V-KJ 

197. lim E±*g=g . 

h-0 A 

198 - !S(Trr-TÍr) 
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Las expresiones irracionales se reducen, en muchos casos, a una forma 
racional introduciendo una nueva variable. 

Ejemplo 4* Hallar 


lim 

a-i-0 


~\/í H-3 — i 

fT+x~i 


Solución. Suponiendo 
tenemos: 


Y —" 1 = Hm 4 = 4 = l¡ m JÍÍ±^hi= 3 . 

*-Ü 1 ? 1 + * — 1 y-,i ¡F a — 1 y* i y + í 2 


lim 


üe. lim 
x-*i 


y?-í 

x —1 

200. lim Y-~ 8 ■ 

*-64 )? ar—4 


201. lim 


fx -1 


K“>i y x —i 


202. lim 

i 




0 

■ 

O 


Otro procedimiento para hallar el límite de una expresión irracional 
es ©1 do trasladar la parto irracional del numerador al denominador o, 
al contrario, del denominador al numerador. 

O 


Ejemplo 5, 

lim y*- V° „ I int 


x — a 


{*—«)( l/í + y») 




= lim- 

x-+a 

203. lim 

a-7 

2— y'x — 3 

210. 

3 2 -49 ' 

204 . lim 

x->B 

x — 8 

211. 


205. ] im 
*-*1 

1/5—1 

f¡r=i * 

212. 

206. Hm. 

se-^4 

3-1/5+5 

213. 

1— J/5— x 

207 lim_ 

~\/ í “\/i — x 

. 214. 


X 

208. lim- 

/WO 

l/T+h-l/x 

h 

215. 

209. lim 

íT s + /i —* J^x 

Á 



(fl>0). 


x-+a ~\/ x -f- 1'a 2 \Z a 

Ti „ V» 2 — 2i + fi— Yz 2 + 2x — & 
*»-ta + 3 

211. lim (Vx + a~ Vx). 

&-Í-+O0 

lim [yx {x + a) — x] . 

ÍH"f« 

lim (]/" x 2 — 5^ + 6 — 2 :). 

2 H+|K 

lim x (j/V 2 -\- 1— 2 :). 

2E—+—|-0O 

215. I irn (®-J-— x 3 ). 
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Al hacer el cálculo de los límites, en muchos casos se emplea la 
fórmula 

., sen x , 
hm ——*= 1 

x«*Q £ 

V se supone gue se sabe que, lim SGEi = sena y lim cosicosa, 

* * * 


sen 5x ,. { 

Ejemplo 6, lim---lira í 

* — - rs & at-t'U ' 


:c-*Q 


sen 5x 
5í 


-5 


J = 1-5 = 5. 


216. a) lim 

x-±2 


b) lim 

X >OÜ 

sen 3x 


sen x 
x 

sen x 


217. lim¬ 
ado * 

ojo t sen 5a: 

218 ’ i 1 . 1 ; -sur ■ 

sen jis 

219 - ‘“«rar' 

220. lim fresen”) . 
V n ) 


221. lim 

222, lím 

x-til 


223, lím 

x—a 


1 — eos x 
x* ' 

sen x — sen a 
x — a 

eos x — eos a 


224, 


x — a 

lím tg Jtx 

ÍC™'* — 2 X- 2 


225. lim sen (*-i-ft)~ sen* 

h-± 0 fl 

nnt* i. sen x^-cos x 

226, lim 


1 — tg x 
i 


227. a) limasen 


x-*0 


b) limasen-^-. 


228. lim (1 —x) tg . 

X^í 

229, lím ctg 2% ctg (— x\ . 

•V-vIl \ * * 


230, lim 

X-*Jt 

231. lim 


1 — sen 

31 — X 

1 — 2 eos x 


jt 

3 


*2x 


,. eos niz — eos nx 

232. lim- 5 

jc-,0 * 

233. lim 

**o 3:3 

234. lim 

x-+Q x 

235. lim^#. 

i'->0 seü 31 


aresen x 


236, lim 




237. lim 


\ — X 2 

seo jix 
x —sen 2x 


x _^ 0 *+sea3aí 

nx 


eos 


2 


238, lim- „ 

x-A i — V® 


239. lim . 

3^0 I® 

240 . yi + sen a: yT—señx 

x-t-0 ^ 
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Al bailar los límites de la forma 

lim 

*a 

deis tenerse en ensota que: 

i) si existen los límites finitos 

lim qj {s) = Á y lim tj; ( 4 :) — B< 


se tiene que C — A ; 

2) si lim <p (a) ¡s= A i y iim ijj (x) = ± oo t el problema de bailar el 

tt-va rc-^a 

límite (3) se resuelvo directamente; 


3) si lim <p (x) 1 y lim ij) (sj^oo, se supone que íp(jc) — í + oc 

x-*a x-*a 

donde ct (#) —O, cuando x—y f por consiguiente, 


l 


iim a{x)ty(x) lim pPíx)—ijiftjt) 
t x*+a _ je-*a 


C— iim {[i + ot {*)] “W 


siendo e—2,718,-. el numero de Neper. 
Ejemplo 7. Hallar 



Solución. Aqní 


üm 


sen 2x \ 


= 2 y iim (!-{-*) = 1; 


— ) 


por consiguiente, 



Ejemplo 8. Hallar 



Solución. Tenemos: 



y 


lim x 2 ™ -f-oo. 

5C-to& 


Por lo cual, 



Ejemplo 9. Hallar 


x—1 
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Solución. Tenemos; 

i_i 

i- * — 1 i- ^ , 

hm —7-7 = lim- :r — 1. 

' x 


Haciendo las transformaciones que se indicaron más arriba, obtendremos 


i” (M)' = Ü5 [ i+ (M-*)]“ = 


í±i - Jz. itm ZÍ5 
■” 2 ^ 14"*^ 

= e =e-%. 


-“=.{[*+(?$)]} 

En este caso concreto* puede bailarse el limite con más facilidad, sin 
recurrir al procedimiento general: 

¡,_±y i lm r (i-ir*]- 1 

,. 1 xl *™ L ^ *1 J 

iSl^Fi) ■L m .r7iT‘ = - 


lim 

tf-k-00 


(•+4)’ 


-=~ = í“2 


En todo caso, es conveniente recordar que: 

Hm (i + j] X -«*. 

£■=*£» \ ** t 


241. lim j 

r24-*\* 

13-zJ • 

248. lim {—Y. 
x^» \*+W 

242. lim j 

X-* i 

r x— i \*+i 
\ X 2 — i ) 

249. lim (—r4)* +£ - 


2x 


243, lim | 

O?-»- Oí? 

i*r- 

250. Y- 

v n } 


sen x 


244, lim i 

x— *-0 

r*2_2® + 3\ x 

U 2 — Sx+Z) 

251* lim (1 4- seo #) 

X-*0 

245* lim 

X-t-cO 

{ x* + 2 
\2x*+ i) ' 

252**. a) Um(cosx) 

246. lim 

(i-i)'- 

b) lim (eos z) 

TlHK» 


x-Ü 

247. Hm 

(i+4) x . 


tf-MSO 




Al calcular los limites que se dan a continuación, es conveniente saber 
que, si existe y es positivo ol Um f($) f se tiene; 

lim [ln/(af)] = ln[lim/(a:)|. 

jc-m x-*o 
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Ejemplo Demostrar que 

lim i2Ü±£Í = i. 
x-tü ® 

SoLucLón» Tenemos: 

lim l!ÍÜ±£l = Hra [ln {1+a=) 1/ *) = ln [lim (1+ *>*/*]= la e = l. 


(•> 


3»Ü 






La fórmula (*) so emplea, frecuentemente, en la resolución de problemas, 

253. ]im[ln{2g + l) — ln(x + 2)|. 


254. lim (l i - f0j ' i . 




260*. ]imfi(y^—l) (ús>> 


255. lim í— ln \f \ — - ) - 

«íl 1 Y 1 ~ x ' 

256. lim z[la(a:-f-l) — Inz], 

257. lim , 


261. lim 


n —>oq 

gfix_ e üx 


X 

i — e-x 




«*-i 


258*. lim 

a»0 x 


262. lim 

x-*D &enx 

263. a) lim — ; 

x-*Ü x 

b) Iim. chx_1 


x-+0 


X* 


259*. lim 


a x — i 


(a > 0). (Véanse^ los ejercicios 103 y 10 

x->0 x 

Hallar los siguientes límites laterales: 


264. a) lim 




b) lim 


oo y^ 2 +1 

265, a) lim thx; 


b) lim th x, 

X-í-J-fiú 

donde th x = . 

266. a) lim —í—j- 

Jt-> —o — 

l + a x 


267. a) lim In(1 + g:C) ; 

X-i- —oo X 

i) lim Üfi±í2 . 

V i x 

X ) \ OQ 

268. a) lim ; 

X-+-Ü x 

h) lim . 

XH- + 0 * 


269. a) lim 


a? — 1 


x^t-0 I 1 I 1 

x — t 


*>) lim T^—n 
*-► 14*0 I 2-1 1 


b) lim 

Jt-v+O 


1 


270. a) lim ; 


i + e 


b) lim 

x-*-2+0 


x—2 

x 

7^2 • 
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Construir las gráficas de las funciones: 

271**. y *= lim (eos 271 #). 

272*. y = lim (x > 0). 

n-> ce ' x 

273. y = limita: 3 + a 2 . 

Gt-+OQ 

274. {/ = lim (arctg nx). 

n-t-po 

275. = lim 1 + x n (x>0), 

276* Convertir en ordinaria la siguiente fracción periódica 
mixta 

a = 0,13555.. 

considerándola como el límite de la correspondiente fracción finita* 
277. ¿Qué ocurrirá con las raíces de la ecuación cuadrada 

ax % + bx + c = O, 

si el coeficiente a tiende a cero, y los coeficientes b y c son 
consta ules, siendo b O? 

278- Hallar el limito del ángulo interno de un polígono regu¬ 
lar de re lados si re— 

279* Hallar el límite de los perímetros de los polígonos regu¬ 
lares de n lados inscritos en una circunferencia de radio /í y de 
los circunscritos a su alrededor, si re—>oo. 

280. Hallar el límite de la suma de las longitudes de las 
ordenadas de la curva 

y == eos JtX , 

trazadas en los puntos x — Q, 1, 2, re, si re—^co. 

281. Hallar el límite de las áreas de los cuadrados construidos 
sobre las ordenadas de la curva 

V = 2** 

como bases, donde £=l t 2, 3, ...» re, con la condición de que 

n > oq , 

282. Hallar el límite, cuando re—> oo, del perímetro de la 

línea quebrada inscrita en la espiral logarítmica 

si los vértices de esta quebrada tienen, respectivamente, los 
ángulos polares 

<P0 = 9l = ~j~ i • ■ ■, <Pn = y * 
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283. El segmento AB=^a (fig. 7) está dividido en n partes 
iguales. Sobre cada una de ellas* tomándola como base, se ha 
construido un triángulo isósceles, cuyos ángulos en la base son 
iguales a c% “ 45 & - Demostrar, que el limita del perímetro de la 
línea quebrada así formada es diferente de la longitud del seg¬ 
mento AB, a pesar de que, pasando a límites, la línea quebrada 
«se confunde geométricamente con el segmento 



284. El punto C * divido al segmento AB = l en dos partes 
iguales; el punto C 2 divide al segmento ACi en dos partes tam¬ 
bién iguales; el punto C 3 divide, a su vez, al segmento C^C X en 
dos partes iguales; el C k hace lo propio^ con el segmento C^C S 
y así sucesivamente. Determinar la posición límite del punto 
cuando n—* oo. 

285. Sobre los segmentos obtenidos al dividir el cateto a de 
un triángulo rectángulo en n partes iguales,^ se han construido 
rectángulos inscritos (fig. 8). Determinar el límite del área de la 
figura escalonada así constituida, si n —>oo. 

286. Hallar las constantes k y b de la ecuación 



( 1 ) 



Esclarecer el sentido geométrico de la igualdad (1). 

287*. Un proceso químico so desarrolla de tal forma, que el incre¬ 
mento de la cantidad de substancia en cada intervalo do tiempo de 
ana sucesión infinita de intervalos (¿x, (i -Wl) t) (t — O, 1, 2^, -. 
proporcional a la cantidad de substancia existente al comienzo del 
intervalo y a la duración do dicho intervalo. Suponiendo que en 
el momento inicial la cantidad de substancia era Qo, determinar 
la cantidad Q\ n) que habrá de la misma después de transcurrir un 
intervalo do tiempo si el incremento de la cantidad de subs¬ 
tancia se realiza cada eneava parte del intervalo de tiempo 


Hallar 


rio.net 
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§ 4. Infinitésimos e Infinitos 

1°, Infinitésimos* Si 


lim a (s)“0, 

iM-a 


es decir, sí | a (£)[<€, cuando O < \ a | < ó (e) t 3a función & (s) so llama 
infinitésima (infinitamente pequeña) cuando Análogamente se deter¬ 

mina la función infinitésima (infinitamente pequeña) a (s), cuando 

La suma y el producto de un numero limitado de infinitésimos, cuando 
x^a t es también un infinitésimo cuando x~+-a. 

Si a (x) y [}(*) son infinitésimos cuando x^-a y 


i* a (*) _^ 


donde C es un numero distinto de cero, las funciones a (a:) y P (x) reciben 
el nombre de infiniiésimas de un mismo ordena si C =0, se dice que Ja función 
a pe) es una infinitésima de orden superior respecto a P (x). La función ct(:e) 
se denomina infinitésima de orden n respecto a la función P(#)í si 


donde Q-< | C | <+00, 
Si 


lim 

X-Ml 


M*) . - C 

ípwr 


1 ■ <x (a:) 4 

hm rTa- 1 ' 

x-a P W 


las funciones &($) y p(^) se llaman equivalentes cuando 


a (x) — p (®)* 

Por ejemplo, si x~ kO tendremos: 


sen x — x’, tg x x\ In (1 + x ) ~ #» 
etc. 

La suma de dos infinitésimos de orden distinto, equivale al sumando 
cuyo orden os inferior. 

El limito de la razón de dos infinitésimos no so altera, si los términos 
de la misma se sustituyen por otros cuyos valores respectivos sean equiva¬ 
lentes. Do acuerdo con este teorema, al hallar el límite do la fracción 


lim 

x—m 


q { ^) 

PW f 


donde a(x)~^0 y p(x)->-0 T cuando al numerador y denominador 

de la fracción pueden restársele {o sumársele) infinitésimos do orden supe¬ 
rior, eleixidos de tal forma, que las cantidades resultantes seau equivalentes 
a las anteriores. 


Ejemplo 1, 


lim -¡— ts , : 

X-*Q in (i + 


-Hm 

x- $ 


f'" 3$ 1 

“^T"T ■ 


t n f i n i t o Sk Si para un número cualquiera N t tan grande como so 
deseo, existe tal ^{N ) 1 que para O < | s —a | < Ó (A r ) se verifica la de$L 
gualdnd 


\f{*)\>N t 
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la función / (x) recibo el nombro de infinita (infinitamente grande) cuando 
& —>■ a. 

Ajaálogamento» j (x) se determina como infinita (infinitamente grande) 
cuando * ctx El concepto do iníinitos do diversas órdenes se establece 
de manera semejante a como so Mío para los infinitésimos. 


288, Demostrar que la función 


m 


sen x 


es infinitamente pequeña cuando x —* oo. ¿Para qué valores de x 
se cumple la desigualdad 

| / (x) \ < e T 

si s es un número arbitrario? 0 

Hacer ios cálculos para: a) e = 0,1; b) 8 = 0,01; c) 8 = 0,001 

289. Demostrar que la función 

/ (*) == 1 — X 2 

es infinitamente pequeña cuando 1, ¿Para qué valores de x se 
cumple la desigualdad 

|/(*)|< e, 

si e os un número cutero arbitrario? Hacerlos cálculos numéricos pora: 
a) c = 0,l", b) 6 = 0,01; c) s = 0,001, 

290. Demostrar que la función 

/<*) = ¿2 O 

es infinitamente grande cuando x —> 2. ¿En qué entornos | x—2 | <' 6 
se verifica la desigualdad 

|/(x)|>N, 

si N es un número positivo arbitrario? 

Hallar ó, sí: a) A = 10; b) N = 100; c) A'= 1000. 

291. Determinar el orden infinitesimal: a) de la superficie de 
una esfera, y b) del volumen de la misma, si su radio r es un 
infinitésimo de I o orden. ¿Cuál será el orden infinitesimal dei 
radio y del volumeo respecto ai área de esta esfera? 

292. Sea <x el ángulo central de un sector circular ABO 
(fig. 9), cuyo radio fí tiende a cero. Determinar el orden infini¬ 
tesimal; a) do la cuerda AB; b) de la flecha del arco CD; o) del 
área dol &.ABD, respecto al infinitésimo ct. 

293. Determinar el orden infinitesimal respecto a x, cuando 
2 —»0, de las funciones siguientes: 

a) ~r x \ d) 1 — eos x\ 
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b) Y x + y~x ; o) tg x — sen x* 

o) ~\f 3?; 

294, Demostrar que la longitud cié un arco infinitésimo de una 
circunferencia de radio constante, es equivalente a Ja longitud 
de la cuerda que tensa, 

295. ¿Son equivalentes, uu segmento infinitésimo y la semicir¬ 
cunferencia infinitésima construida sobre él, como diámetro? 


D 



Aplicando el teorema sobre la razón de dos infinitésimos, hallar: 


, * sen 3 x * sen 5s 

296 ' TT=H¡i-' 

í£ 

árese d ■ 

297* lira —¡— j^—r— 

„ In{! —a) 


298. lira 


ln x 


•, * cosacos 2a 

299. lim-5-—-. 

I-cosa 


300* Demostrar que cuando ;r—>0, las magnitudes y Vi+x-i. 

son equivalentes entre sí. Empleando este resultado, mostrar que T 
cuando ¡x\ es pequeño, se verifica la igualdad aproximada 

YT+H «i + 1 * (i) 

Aplicando la fórmula (1), hallar aproximadamente; 

a) VTM; b) VÓW; c) ]/l0; d) 1/120 

y comparar los valores así obtenidos con los que se dan en las 
tablas. 

301- Demostrar que, cuando x —>0, so verifican las igualdades 
aproximadas siguientes, con precisión hasta los t orminos de 
orden 

a) & 1 — #i 

b) + a + ¿ («>0); 


3—iG16 
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c) (1 +x) n íw 1 + nx (n, es un número natural); 

d) lg(l + x) aí Mx, 
donde M = Ig e = 0,43429... 

Partiendo de estas fórmulas, calcular aproximadamente: 


<> Ój; 2) sifS S > 5®’ *) Vi* 


5) 1,04 3 ; 6) 0,93 4 ; 7) lg 1,1. 

Comparar los -valores así obtenidos con Jos que se dan en Jas 
tablas. 

302. Demostrar que, cuando x—* oo, la función racional entera 

P (a;) = a b x' x + a i#" -1 + ... + «* (u 0 =/= 0) 

es una magnitud infinitésima, equivalente al término superior 
a 0 x n . 

303. Supongamos que x—>oo. Tomando a x como magnitud 
infinita de I o orden, determinar el orden de crecimiento de las 
funciones: 

a) x*.— 100*—1000; 

i, * 5 . 

b ) 7+2 ’ 


c) 1 I x + Y x 

d) Y z —2rr\ 


O 

o 


§ 5, Continuidad do las funciones 


1 °, Definición do continuidad. Lh función f{x) so llama con¬ 
tinua para 3 = 4 (o «un el punto |»), si: 1) dicha función está determinada 
en el punto £, es decir, existe el número f (4); 2) existo y es finito el 


en el punto 4, es decir, Bxiste ei numero /(4); 2) existo y w «uin, « 
límite íim / ( 3 ); 3) este límite es igual al valor de la función en el punto í 

I 

es decir, 

lim / {#)= 1 (e). 

Haciendo la sustitución 

* = 4+A6, 

donde A|-a-0, se puede escribir la condición (!) de la forma: 


(í) 


lim A/(4>= lim [/«+A|>-#<S)1»0. 
á|-*0 


Í2\ 


es decir* la función f (x) es continua en d punto g, cuando, y sólo cuando, 
en este punto, a un incremento infinitésimo de i argumento corresponde un 
incremento infinitésimo do la función* 

Pi la función es continua en cada uno do los puntos de un campo 
determinado (intervalo, segmento, ote,}, se dice que os continua en este 

campo- t f 

Ejemplo i. Demostrar que la función 

l/=sen a: 

es continua para cualquier valor dei argumento 
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Solución* Se tiene: 


Ax 
sen -rr- 


Ay — sen (x + Ax) — sen x = % sen ~ eos ^ J ^ " * eos ^ a¡ + ^ ^ ■ Áx 


Como 


sen ■ 
lim . 

Ax^ü Ax 
2 


Ax 


-= 1 y 


COS 


(•+¥)! 


■C ^ 


para cualquier valor de x, tendremos: 


lili] Ay = (L 
Ax-^O 


Por consiguiente, la función sen x es continua para ^co x <^-¡-ccx 
2 o . Pu n t,o s de discontinuidad de una' función* Se dice 
que una función / (x) es discontinua en el punto x Q , qué pertenece al campo 
de existencia do la función o que es punto frontera de dicho campo, si en 
este punto no se verifica la condición de continuidad de la función. 

1 

E jemp 1 o 2. La función / W — “jj—(f íg:* 10* a) es discontinua ene] 

punto x—1. Esta función no está definida en el punto x^i y como quiera 
que se elija el número /(l), la función completada f (x) no será continua 
en el punto a?==L 

Si la función f {%) tiene límites finitos: 

lim f(z) = f (a? 0 —0> y lim / (x) ^ / (s 0 +0) T 
*-***-O x-txo+O 

pero los tres números / (s 0 ), f (x 0 — 0} y f(x o +0) no son iguales entre sí, 
entonces, x 0 recibe el nombre de punto de discontinuidad de 1 ra especie. En 
particular, si 


/ (^o—0) = / (^o + 0) t 

x ü se ¡lama punto de discontinuidad evitable. 

Para que la función f (x) sea continua ei punto x üí os necesario 
y suficiente que 

f (xq) f {& 0 — 0) / (¿o-} - G)- 


Ejemplo 3. La función 

cié en el punto x — Q, 
Efectivamente* aquí 


H^- 


sen x 


M 


tiene discontinuidad de ira espe- 


/( + 0}= lim 2SEÍ-+1 
x 


y 


0-0) = 


lim 
■ 0 


sen x 

—x 


1. 


Ejemplo 4, La función y ~E (s), donde E (x) representa la parte entera 
del número x (es decir, E{x) es un número entero que satisface a la igualdad 
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x = donde 0 i) } es discontinua (fig. 10, ó) en cada punto 

entero: ar~O t ± 1 7 ¡±2, y todos los puntos do discontinuidad son de 
1 ra especie, 

Efectivamente, si n es un número en toro, £{n— 0) — n — 1 y Z?{rt+0) = *í. 
Es evidente, que en todos los demás pantos esta función m continua. 





Los puntos de discontinuidad de la función que no son de 1 ra especie, 
se í laman puntos de discontinuidad de 2& especie , 

Son también puntos de discontinuidad de 2 a especio los punto?, de dis¬ 
continuidad infinita t as decir, aquellos puntos x Ql para los que, por lo menos 
uno do los límites laterales /(x 0 —0) o /(^r 0 +0) es igual acó (véase el ep 2) 

Ejemplo 5. La función ^ = cos -5- (íig. 10, c ), en el punto x=0 

tiono una discontinuidad de 2 a especio, ya que aquí no existe ninguno de 
los dos límites laterales 

r M n Tt íi 

hm eos— y lim eos — . 

jc-*-0 x x-*+o x 

3 °, Propiedades de las funciones continuas» Al analizar 
hs funciónos para determinar si son continuas, hay que tener presentes 
los siguientes teoremas: ,, , 

i) La suma y el producto de un numero limitado do funciones coatí- 
nuas en un campo determinado es, a su vez, una función continua on esto 
mismo campo; 
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2) e) cociente da Ja división do dos funcionas continuas en im campo 
determinado, es también una función continua, para todos los valores del 
argumento de este mismo campo, que no anulan oJ denominador; 

3) si la función / (x) es continua en un intervalo (a, b) t estando el con¬ 
junto de sus valores comprendido en el intervalo (4 ¿í) y la función <p (í) 
os continua en este intervalo (A, B), la función compuesta q> [/ (x)] también 
es continua en el intervalo (a, £>). 

Toda función / (a;), continua en el segmento [a, b ], posee las propiedades 
siguientes: 

1) f ($) esté acotada en [a, 6], es decir, existe cierto número M tab que 
| / (x) | < M para a < x < ó; 

2) / {%) alcanza en [a, b] su valor máximo y mínimo; 

3) ) (x) loma todos los valores intermedios entre dos dados, es decir, 

sí f(a)^ A y f (P)==ií y A ootonces, cualquiera que sea 

el número C, comprendido entre A y B, existe por lo menos un valor de 
x^y(ct<y<&) tal, que f(y\ = €. 

En particular, si / (a) j (p) < O, la ecuación 

í(*> = 0 

tiene en el intervalo (a, 0) t por lo menas, una raíz Tea i. 

304. Demostrar, que la función y = x^ es continua para cual¬ 
quier valor del argumento 

305. Demostrar, que Ja función racional entera 

P (x) = a Q x n + di# 1 *' 1 4 - - - + a n 

es continua para cualquier valor de x. 

306. Demostrar, que la función racional fraccionaria 




a 0 x 71 +- a;X n -l 4 . „* + a n 
h tl p» + b i x'*-i+ „.+b m 


os continua para todos los valores de x , a excepción (le aquellos 
que anulan el denominador, 

307*. Demostrar, que la función y x es continua para 
x > 0. 

308* Demostrar que, si la función / (x) es continua y no nega¬ 
tiva en el intervalo (a r b) la función 


0 

■ 

O 

cñ 

c 

o 

o 

o 
c n 

0 


F(x) = Vf(x) 


también es continua en este intervalo* 

309** Demostrar, que la función y = eos x es continua para 
cualquier valor de x. 

310* ¿Para qué valores de x serán continuas las funciones: 
a) tg x y i>) ctgat? 

811*. Demostrar, que la función y — |ar] es continua. Cons¬ 
truir Ja gráfica de esta función. 

312. Demostrar, que la magnitud absoluta de una función 
continua es también una función continua. 
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■3-13. Una función está dada por las fórmulas 

. í cuando x =£ 2 f 

/(*) = < *“ 2 

[ A cuando x — 2. 

¿Cómo debe elegirse el valor de la función .4^/(2), para que 
la función / (x) f completada de esta forma, sea continua cuando 
x=¿2? Construir la gráfica de la función y=^f(x). 

314. El segundo miembro de la igualdad 

/ (x) a= i —x sen ™ 

carece de sentido cuando # = Q. ¿Cómo elegir el valor de /(O) 
para que la función f(x) sea continua en este punto? 

315. La función 

■ 

/ (x) = arctg 


x — 2 


carece de sentido cuando x —2. ¿Puede elegirse el valor de f(2) 
do tal forma, que la función completada sea continua cuando 

x = 2? ^ 

316. La función f(x) es indeterminada en ol punto x — 0. 
Determinar / (O) do tal forma, que f (x) sea continua en este 
punto, si: 


(1 -h &) 71 _1 

a) f{x)~ --- (n es un número natural); 

h) /(*) = 


X 

1 —COS X 


X* 

c) /(x)= ; 

pX _ p-x 

d) f 

e) / (a:) = ar z son — ; 

f) f{x) — x ele; x. 

Averiguar si son continuas las funciones: 

317. y = . 320. y-=^- t . 

321. a) y^sen- 


o 

C/) 

CD 


x. — 2 

1 -\-x & 


318. y = y— 


319. y = 


l/7 + i—3 

¿2 — 4 


b) y - 


_ K 

■ x seo — 

X 














www.elsolucionario.net 

Continuidad de las funciones 


39 


322. y . 


sea ar 


323. y = ln (eos x ). 

324. y = ln| tg -|* 

325. y = arctg . 


326. y = (1 + x) arctg —^ . 

i 

327. y=e I+í . 

328. y — e 


i 


329- («- 


i 


330- y = 


í+e 1 ^ 

x 2, cuando 3, 
2a: + 1 cuando a: >3. 


Construir la gráfica do esta función. 

331. Demostrar, que la función de Dirichlet xW. <I ue , es 
igual a cero cuando x es irracional e igual a 1 cuando x es racio¬ 
nal, es discontinua para cada uno de los valores de x,^ 

Averiguar si son continuas y construir la gráfica de las 
siguientes funciones: 

1 


332. y = lim j- 


(x > 0). 


^1 + ** 

333. y = lim ( x arctg nx)~ 

334. a) y = sgnx, b) y = zsgnx, c) y = sgn {senx), donde 
la función sgn x se determina por las fórmulas: 

r +1, si x >0, 
sgn x — 0 , si x = 0 , 

— 1, si x<C 0. 


0 

■ 

O 

c5 

c 

o 

o 

o 

0 

0 


335. a) y=x~E(x), b) y^xE(x), donde E (x) es la parte 
entera del número x. 

336. Dar un ejemplo que demuestro que la suma de dos fun¬ 
ciones discontinuas puede ser una fundón continua, 

337*, Sea a una fracción propia positiva que tiende a cero 
(0 <oí< i). ¿Se puede poner en la igualdad 

E(í + a) = E(í—a) + í, 


que se verifica para todas los valores lie ct, el límite de la can¬ 
tidad a? 
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338. Demostrar, que la ecuación 

x*~5x + l = 0 

tiene una raíz real en el intervalo (1,2). Calcular aproximada¬ 
mente esta raíz. 

339. Demostrar, que cualquier polinomio P (x) de grado impar 
Lleno por lo menos una raíz real. 

340. Demostrar, quo la ecuación 

tiene una infinidad de raíces reales. 
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Capitulo II 

DIFERENCIACION DE FUNCIONES 


1. Cálculo directo de derivadas 


do la 


I o . Incremento del argumento o incremento 
función. Si x y x. L son valores del argumento x, mientras que y 
e y { — j {x{¡ son los correspondientes valores de la función (x)> 

Ax — x^ — x 

se llama incremento del argu nenio x en el segmento [#* aqb y 

Atf — y, 

o sea, 

A» - / (*i>- / {*} *~Ux + te)-f ix) (i) 

recibe el nombre de incremento de la función y en este mismo segmento \x, x¡\ 
(fig. í% : doncl© Ax — MA y Ay = AN). La razón 




£/w 

■ 

O 

c5 

o 
o 


representa el coeficiente angular de la secante MN de la gráfica de la 



O 

_c/) 

CD 


función y~f{x) (fig. 11) y su llama velocidad media de variación de la fun¬ 
ción V en el segmento {x f ¡e-j-Aar), 

Ejemplo 1- Pata la función 

y = 5 # -|- 6 , 

calcular Ax y Ay t correspondientes a las siguientes variaciones del argumente: 

a) desde x = l basta x=i 1 í; 

b) desde x = % hasta # = 2, 
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Solución. Tenemos; 

a) Ax = l,i —1=0,1* 

5-14+«"(l 9 -5-1+6)“—0,29i 

b) — 1, 

Ay “ (2 2 — 5-2+ 6) — (3 a —5-3-j-6) = 0. 

1 

Ejemplo 2, Hallar, para la hipérbola yt=^— t el coeficiente angular 

x 

de la secante que pasa pgr los puntos, cuyas abscisas son a = 3 y x x =¡ 10. 
Solución. Aquí Ai = 10— 3 = 7; y = -|- ; — 

~ — Jtt - Por consiguiente, k = — =-¡— . 

OÜ rSO 

2^» Derivada, Derivada y f — do la función y = f (#) con respecto 


ai argumento x se llama al limito de la razón 
a cero, os decir 

y =U mf., 

Aa-+0 Ax 


Ay 

Aí 


0 

€ 

cuando Ají tienda 

0 


sí dicho límite existe, 

El valor do la derivada nos lo da el coeficiente angular de la tangente 
MT a In gráfica do Ja función y = f(x) en el punto x (fig, 11); 

y f = tg tp. 


O 


La operación de hallar la derivada y f recibe el nombre de derivación 
de la función. 

La derivada y'=/'{#) representa la velocidad de variación de la función 


en el punto x. 

Ejemplo 3. Hallar la derivada de la función 

Sol u c I ó ii, Aplicando la fórmula (i) tendremos; 

Ay — (í + A#) B —a: 2 = 2a:A^(Atr) £ 


(A 

(D 


Por consiguiente, 


Ay 

Ax 


Ay 


— 2x-\- Ax. 


y' = lim —-—= lim (2z:4- 
Aac^O Ax Ax->Ü 

3°, Derivadas laterales. Las expresiones 

/:(«)= lim n*+y-n«) 


/+(*) = lim 


f (x-\-Ax)—f (x) 
Ax 
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se llaman respectivamente derivadas a la izquierda o a la derecha de la fun¬ 
ción /(4s) en el punto x. Para que exista /' {x) es necesario y suficiente que 

£<*)-/;(*»■ 

Ejemplo 4, Hallar /I (0} y /+(0) para la función 

f (*)=!* h 

Solución. Por definición, tenemos que 

[Ax\ 


(0) = 11 m 


Ax 
Ax\ 




= 1. 


4 o * Derivada 


/+P = lim 

a*-H-0 Ax 

infinita. Si en un punto determinado tenemos que 


lim 




Ax 


co* 


se dice, que la función continua f {&) tiene derivada infinita en el punto x* 
En este caso, la tangente a la gráfica de la función y = f(x) será perpendi¬ 
cular ai eje OX . 

Ejemplo 5. Hallar /' (0) para 1 a-función 


Solución, Tenemos: 

/'(O)- lim 


3/— 

jr —T x m 


y^Kx 


> lim ir==r — oo, 
Afc-*ü y A# 3 


O 

O 


341* Hallar el incremento de la función y —correspondiente 

Trinan HaI aTcrnrnAnifi- 


al paso del argumento: 

a) de x — 1 a aq 2; 

h) de ;r = i a Xj — 1,1; 

c) de x = 1 a = i + 

342* Hallar Ay para la función yfx f sí; 

a) ar — O, Áx = 0,001; 

b) x= 8, A# s=* —9; 

c) x = a, A£ —A, 

343* ¿Por qué, para la función y = 2x-|-3 se puede determinar 
el* incremento Ay, conociendo solamente que el incremento corres¬ 
pondiente es Ax^5, mientras que para la función y — x z no puede 
hacerse lo mismo? 

344* Hallar el incremento ¿y y la razón ■— para las funciones; 


(/) 

CD 


a) y 


(** — 2 )* ’ 


cuando x — i y Aa: = 0,4; 
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b) ¥ = Yx cuando x = 0 y Ax = 0,0001; 

c) y^lgx cuando £=^100,000 y Ax ——-90.000, 

345, Hallar Ay y , correspondientes a la variación dol argu- 
monto desdo x hasta x-LAx, para las siguientes funciones: 

a) y = ax-ub\ d) y — Y x; 

b) i = a*¡ e) y = 2*; 

o) = ; í) 0 —la*. 


346. Hallar el coeficiente angular de la secante a la parábola 

y = 2x — x 2 , 

si las abscisas do los puntos de intersección son: 

a) x t — 1, x z — 2; 

b) x a ^Q,9; 

c) X! = 1 , X a — i + h. 

¿Hacia qué límite tiende el coeficiente angular de la secante 
en el último caso, si h —> 0? 

347. ¿Cuál es la velocidad media de variación de la función 
y=x ;i en el segmento 

348. La ley del movimiento de un punto es $= 2í a -¡-3¿ +5, 
donde la distancia $ se da en centímetros y el tiempo t, en segun¬ 
dos. ¿A qué será igual la velocidad media de este punto durante 
el intervalo de tiempo comprendido entre t— 1 y i = 5? 

349. Hallar la pendiente media de la curva y = 2 K en el seg¬ 


mento l<x<5. 


CD 

350. Hallar la pendiente media de Ja curva y^f(x) on el seg¬ 
mento [x, x + AxJ. 

351. ¿Qué sí 3 entiende por pendiente de la curva i/ = /(x) en un 
punto fiado x? 

352. Definir: a) la velocidad media de rotación; b) la velocidad 
instantánea de rotación. 


353. Un cuerpo calentado e introducido en un medio cuya 
temperatura sea menor, se enfría* ¿Qué debe entenderse por: a) ve¬ 
locidad media de enfriamiento; b) velocidad de enfriamiento en un 
momento dado? 

354. ¿Qué debe entenderse por velocidad de reacción de una 
substancia en una reacción química? 

355. Sea m==f{w) la masa de una barra heterogénea en el 
segmento [0, x], ¿Qué debo entenderse por: a) densidad lineal media 
de 3a barra en el segmento [x, x + Ax]; b) densidad lineal de ia 
barra en el punto z? 
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r j 

356, Hallar la razón ~, para la función y = ~^ t en el punto 

# — 2, si: a) Ax—i; b) Ax~0,í; c) A# = 0 T 0L ¿A qué será igual 
ia derivada y' cuando ^^2? 

357*** Hallar la derivada de la función y = tg£. 

358* Hallar y' = lim - para las funciones: 

ájc-+ 0 A:r 

a) y = c) y^=Yz; 



d) í/ = c(:g:r. 


359- Calcular /'(8), si f(x)^\/z. 

360, Hallar f (0) ? f (i) y /' (2), si /{^)=**(* — d) a (x—2f. 


361* ¿En qué puntos la derivada de la función f(x)=^z^ coin¬ 
cide numéricamente con el valor de la propia función, es decir, 

/(*)«/'(*)? 

362* La ley del movimiento de un punto es 5¿ s , donde la 
distancia 5 viene dada en metros y el tiempo í, en segundos. Ha¬ 
llar la velocidad del movimiento en el instante í^3. 

363* Hallar el coeficiente angular de la tangente a la curva 
y — 0,Í£ 3 * trazada en el punto cuya abscisa es 

364* Hallar el coeficiente angular de ia tangente a la curva 
y = senx en el punto (n¡ O). 

365* Hallar el valor de la derivada de la función 
en el punto (¿ro^O). 

366*. ¿A que son iguales los coeficientes angulares do las tan- 
gentes a las curvas y — ~ o i/^r, en el punto do su intersección? 


O 

c5 


O 


o 


O 

C/) 


(D 


Hallar el ángulo entre estas tangentes, 

367*** Demostrar que las siguientes funciones no tienen 
va das finitas en los puntos que so indican: 

а) y — Y eu el punto z = 0; 

б) y ^j/ x — I en el punto & = 1; 


§ 


c) y = l eos z | en los puntos z 


ax (¿ = 0, i 1, i , , ,), 


2, Derivación por medio de tablas 

I*, Reglas principales para hallar la derivada* Si c 
es una constante y & = qp (s) y v=i\i {$) son funciones derivables, se tiene: 

1 ) ( c )' = Q ; 3 ) (u±ü)'=*u'±v'; 

2) 4) (cu)' — cu': 
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■') iut>y=u'v+i>'u; 6) = — (y^O); 

7 »(t)‘—! r 

2 o . Tabla de las derivadas de las? funciones princi¬ 
pales 


i (z n Y=nx^K 

ü. ( l/í)' = —i—■ (3>0). 

2 \Tx 

UL {wn ^ — 


IV. {eos xY ~ — sen x. 

1 


XII. (é*y = *a. 

XIU, ( 1113 )'=— ( 3 > 0 ). 


XIV. (l0ff o *)'=- 


1 


logo e 


Y. (tga;)' = 


1 


Vi, (clg x)' - -. 

/ sen 2 x 

1 

VIL (aTCSOll 3?)' ssa 

y i—3 a 
(l*t<«. 
1 


xlna x 
{x > O t a > 0). 

XV. (sh ar)' = ch.;c, 

XVI. {ch#y = sh x. 

1 


xvii. (thxy = 


ch 2 x 


VIIL {árceos zY ^ 


IX- (úrctg£) f ^ 


1/1 

(MO)- 


xvni. (oth $y =-* 

XIX. (Arsh xy - 


1 


X, (nrcctg£)' = 


1 -j- tf 2 

4 


XX, (Atcú#)'^-- 


ah 3 £ # 

_1_ 

yrpi 5 ' 

1 


**+1 * 


XI. (a^)' — a x ln a. 


V **—1 

XXI. (Artha)' = y-i-a 

1 —* X ¿ 

J¡1*I<D- 

XXII. (Arcth x)' — 


X 2 - 1 

n*i>o- 

3 J . H e g J a para derivar las funciones compuestas* 
Sí f/—j («) y i*=<p{^ es decir, y — / [tp (as)], donde las funciones ^ y « 
tienen derivada, so Meno 

W 

u en otras notaciones 

dy ^ dy du 
dx du dx 


Esta regla puedo aplicarse a cadenas de cualquier número finito do funciones 
derivamos. 

Ejemplo 1. Hallar la derivada do Ja función 
y=*(x*~ 2* + 3) & . 

Solución, Haciendo y dondo iísíU 2*+3, de acuerdo con 
la fórmula (1) tendremos: 

&'=-(*% (*«-aeH-a);-tot(fc—2)»io <*—i) (*3_ 2;í ;+3)a 
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Ejemplo 2 „ Hallar la derivada de La i nación 

y = sen 0 4^, 

Sol u c i ó n, Haciendo 


hallamos 


y = u 3 ; a = sen v; v = 4^, 


^* eos v ■ 4 — 12 scn^ 4a? eos Ax . 


Hallar las derivadas do las siguientes funciones (en loa H ÜS 3(J8—408, 
no se emplea la regla do derivación de funciones compuestas): 


A. Funciones algebraicas 


368. y = x T ' — 4x A + 2x — 3, 375> y = 3je 3 — 2x 2 + x 3 . 

369. y — —- x+x 2 — (XSr 1 . 376*. y = x' 2 pü?. 


4 3 

370. y = ax" 4- c. 

371. y= — — . 

J a 

372. ¡F = a£ m +&í* 1+ *. 

ax* 4- fr 


373. if = 




374. y = ”- + tn 2. 


377. y 


3 y— T a “ 

y :r- :rj/ ar 


0 _ Q a + &a: 

378 , y= . 

3 c-\- dx 

379. y 


2x -j- 3 


x* —5a? + 5 ‘ 

380. y = 2~ri ~ ■ 

381. ij= o±y±. 

J i — y s 


B* Funciones trigonométricas y circulares inversas 


382. 

y 

= 5 sen x + 3 eos x. 

386. 

¡f = 

- arctg #4- arcctg x . 

383. 

y 

= tg X — C tgx. 

387, 

y + zctgx. 

384. 

y 

sen x F eos -ir 

388, 

y = 

= x árese n je. 



son x — cus x 



385. 

y- 

=2í sen í—(í e — 2) eos t . 

389. 


(i d-a 2 ) arctg x — x 

2 



C. Funciones exponenciales 

1 y 

logar rímicas 

390. 

y 

= x>é x . 

396. 

y = 

= e x aresen x. 

391. 

y 

= (a?— 1) é*. 

397. 

y* 

X 2 

_ ln ar ■ 

392. 

y 

’th 

ii 

398. 

y = 

- In jt — ~ . 

393. 

y 

%\% 

ii 

399. 

y = 

- — 4- 2 ln j- ~ 

— ^ ¿j 111 ¿ . . . . . 

X x 

394. 

f (#) — e x coa x. 

400. 


= In x Ig x — 1 ti a log, 

395. 

y 

== {x 2 — 2x + 2) e x . 





x. 
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D. Funciones hiperbólicas e hiperbólicas inversas 
401- y = x sh x , 405, y — arctg x — Arth x. 


i- 

402* u — . ■■ , 406, o 5= arosen £ Arsh x. 

3 oh x 


403* y = tha? — z. 407. 


407. y = Arch * 



E. Funciones compuestas 


Hallar Jas derivadas de las siguientes funciones (en los N 
409 — 466, es necesario aplicar la regla para derivar funciom 
compuestas do un argumento intermedio): 

409**. y — {\ -t- ar-Sz 3 } 36 . 

Solución. Designemos i -^'3x — 5z 2 =»; entonces y=u 30 , Tendremo 
& ¿=30uM f «;=3—10x; 
y' x = 30i¿2b . (3—lOx)=3ft (1+3*—5x") 2B ■ (3 — lOz). 



411. f(y) = (2a+Zbyy. 

412. y = (3 + 2s s ) 4 , 



414. y = Yí-x 2 . 


415. y = y r a-\-bx^. 

416. y = {a % iz~zV*f' ¿ . 

417* y== (3— 2 sen x) & . 

B d I u c í ó ü. p';=5(3~ 2 sen a)**(3—2 seo x^—5 (3 —2seo x)^{^2cosx> — 
=s — fO eos x (3—2 sor x) 4 

418. ^ — tgs-^tg a :c + ^tg s z. 

419- ?/ = ]/"ctg x — ]/"ctga. 

420. y = 2x 4-5 cos ;í x. 

421*- x — cosec 2 í + sec 2 í. 


422* f(x) = 


ü (1 — 3 eos x) a 
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423, y. 


3 eos 3 x eos X 


424. y = Y 


3 sen x — 2 cqsx 


425. y = V sen* a 4-^55^. 

426. y^lAi + aresen z, 

427. ^ arctg x — (aresen s) 3 . 

428. y = —i—. 

arctg ^ 

429. y = y~re*-j-;e. 

430. y = 2 s + l + ln 5 a;. 

431. y = ssn3o: + cos-?- + tg]Aa:. 

Solución. y'=cos3;r-(3:r)'— son ■?-(•$-'1 --— j= {~\/x)' —Z coa Zx — 

o \ í> / eos® ~y x 

1 x , í 

—e» sen—4 


5 2 4/5 eos 2 V'í ’ 

432. y = sen (z a — 5x +1) -}- tg . 

433. / {x) — eos (aa: + f>). 

434. / (í) = sen t sen (í + (p). 

/oe i+C0S2ff 

^35. íf-Trrísnr- 

436. / (a) = a ctg ~ . 

437. y= —^eos (5a: 2 )--i eos a: 2 . 

438. y^ aresen 2x. 

-(2^)' = 


Solución. y f ~ - 


l/l-12a:) 2 


1 


439. y = aresen -5 . 


yi-4z 2 ' 

446. / (í) = i sen 2 ! . 


440. / (a:) — árceos \ r x. 

1 

441. y = arctg — . 

442. y— arcctg , 

443. y = Se"* 1 . 

444. y=-~. 

5 

445. y = a: 2 10 fl * 

4 —1016 


447. y = árceos e x . 

448. y=In(2a: + 7). 

449. y= lgsena;. 

450. y = ln(l — i 2 ). 

451. y = ln a a; —ln{Ina:). 
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452. y = 1 n (e x + 5 sen x — í aresen a;). 

453. y=arctg (In x) +ln (arctg x). 

454. y = J/") n ¡c 4- i -t- ln (V^^H - i)* 

E. Funciones diversas 
455**. y = sen 3 5:r coa 3 ~ . 

, r , _ 11 K 

4JO. y— ¿(r_-2) 3 a — 2 ' 


457. y = 

458. y = 


15 


10 


' 4(*-3)* " 3 (* - 3) 3 - 3) 3 ‘ 


8 (l—a*) 4 ’ 


459. y = 


V2*a-2® +1 




401 ' y 3V(i + í 2 ) a ' 

462. y = |-y^+y2;/£ + |-zÍ>^+¿ 

463. y = |f(1 + + *¥• 


41 y' i 

464. </=f Kj+j. 

465. t/ = í 4 (a — 2Í 3 ) 3 . 

/f , r / « + &* n V" 1 

466. y — ^ a —bx n ) ‘ 


Z 1 

+ (s+2) 3 “ 2(* + 2 f~ ' 


467. y - 5 (a: H-2) 6 (* + 2) 

468. y ^ (fí ”6 1^"^ 

469. y = \ f {x + a) (a¡ +6) (* + «)■ 

470. z=¡fy+ Vff. 

471. / (¿) ^ (2í + 1) <3/ + 2 ) 1^3/ +■ 2. 

472. rr = ■ , l , 

V5Sf=í« _ 

473. y = ln(]Al + ^-l)-Iü{l/'l+^+l). 

474. y = tL eos 3 x (3 eos 2 x — 5). 

1 ¡3 


www.elsolucionario.net 






























www.elsolucionario.net 

Derivación por medio de tablüs 


51 


475. y 

476. y 

477. y 

478. y 

479. y 

480. y 

481. y 

482. y 

483. y 

484. y 

485. y 

486. y 

487. y 


. ,(tg 3 s —l)(tg~<ar + 10tg3a: + -]) 

3 lg 3 x 

= tg 2 5x. 

= y sen (x 3 ) 

= sen 2 (¿ s ), 

= 3 sen x eos 3 % + sen 3 x . 

= Y t S 3 ^ — tgas-f- 

eos # 4 

: — 3scñT¿ ' T Cíga: - 
= Y cc, sen 2 x + (i eos 2 x. 

: a re se ii a: 2 -I- árceos x 2 . 


1 

s 2 

s a re sen 


(aresen z) 2 árceos a*. 
z*-t 


X* 


= arcsGn 


Vi+- 


árceos .ir 


y i —■ a# 

^aresen (x j/ - 
: ]/c 2 — a: 2 + a arcaen — 


488. y : 

489. y. 

490. y = as]/'a 2 — x 2 -j- a 2 a reson — . 

<* 

491. ¿r = aresen (í — x) + Y 2x — x 2 . 

492. ^ x—aresen — z 2 , 

493. £/: 

494. ?/: 

495. J/: 


: ín (aresen 5x), 
* aresen (in z)< 


¡a rctg^ rla 


.r cos^a 

2 + 5i ^f+ 4 

- — arctg- 


a 


496. y- 

497. y=3i 3 arctgj/- (35 + 2x ) /&T-®* 

498. |/=—"|/2arcctg^|— 


x. 
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499. 

?=» 

Y?*. 

500. 

y = 

gsens 

501. 

F{i) = ( 2 ma tt **-!- bf. 

502. 

F (i) = e at eos pí. 

soa 

■}, i— 

(ason p® —(icos par) e ax 


i/ — 

a s +P a 

504. 

y™ 

^ e~* (3 sen 3a: — eos 3a:) . 

505. 

y— 


506. 

y= 

jAios x a V " CQSK . 



ctgí 

507. 

y= 

3 *. 

508. 

y= 

lo (ax 2 + bx + c). 

509. 

y— 

ln ( 3 : + ]/a a + x % ) p 

510. 

y = 

re — 2 j/'re + 2 ln (l 4 - Y x > 

511. 

y- 

lo (a H-#-r V ¿ax-$-x*) t 

512. 

y= 

i 

Uk 2 z * 

513. 

y= 

, . ar—< 1 

ln eos-. 

X 


514*. y 


— ]]} ( S ~ a ) s 
“ in (s-fl) 3 ' 


, 1 t , ^— l) 3 (g— 2) 

' — ítl i_3 


515. y 

5i6 ’ y= -2¿^7 +lntgx - 

517. y «4 Yx* --a^-^-ln (z-f/í 3 - a a ). 

518. 


519 . 

520. 

521. 

522. 

523. 


2 * * " 2 
# = ln In (3 — Sre 3 ). 
y = 5 ln 3 (a#+ 5). 


l/ar a + « a —-a? 

y-c5-ln{¡c a -fl^)+-¿rlní F “ a 


2 a 




y = rt‘Sen finar—j-j . 

í ! . x i CóS x 

T lntg T _ yi^7* 
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• / (z) = y x 2 4-1 — In 1 ^ 1 . 


524 


KOK ^ 1 T?:**-* -24? 1 

525. y = ~ ln-q— T 


, arcaen 3x 


526. y-2 

sengac 

527. y= 3 MSte 


-j- (1 — árceos 3a:) 2 . 
. 1 sea 3 ¿it 


3 cos^ bx 


tg~+2 — V3 

528 . ~ 4 =ln---. 

1/3 tgy+2+ys 
529 * |/=arctg Inar* 

530 - y = ln aresen £ + ln 2 x + aresen In 

531 . y = arctgln—« 

532 . ff = ^arctg^ + |ln-^-. 

533 . y = In aietglAenx. 

1— ysenz 

t —1 , i 


eo/ 3 1 . 1 1 

534. y = — ln 4 -" ln 


£+1 


arctg x , 


535. /(x) =y ln{l + £) — ~In(a: 2 — a; + 1) +-~ arctg 


536. = - arcson - = 1 n ]/T~P ■ 

v ' y 1—^2 K 

537. ?/— sh 3 2#, 

538. ^=e^clip^ s 

539. y = th 3 2x, 

540. # = lnsh 2x. 

541. p = Arsh-J - 

542. # = Archín x. 

543. y ~ Ai'th (tg x). 

544. Arcth (seca:). 

545. w^Arthj^í-g . 


2 t —i 

1/3 
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546, (a: 2 — 1 ) Arthx-|- y 

«547, y = ^ -i- x z + -y J Arsh x — x]/l a#, 

548, Hallar y', si; 

a) 

b) y^x\x\. 

Construir la gráfica de las funciones y e y\ 

549, Hallar y\ si 


t/ = ln|x] (x^O). 


550, Hallar f (x), si 

/(*) = 


i — x cuando O, 
e~ x cuando x O, 


55L Calcular f (0) f si 

/ (x) e‘ x eos 3x* 

Solución, /' {£) — e~~ x (— 3 sen 3s) — eos 3#; 

/' (0) — í 0 (—3 son 0) — eos O — —1, 


552. / (x) = lia {1 + x) + arasen 4 ■ Hallar f (1), 

553. Halla, (-§•)„,. 

554. Hallar /; (0) y /1(0) para las íunciónos; 

a) / (a:) = j/son (z®j; 

b) i (x) = arasen ; 


c) /(*) = —^r. /{0)=0; 

l+fi* 

d ) f(x) = x i sen~, z#0; /{0) = 0; 


e) / (a;) = x sen / (0) = 0. 

555. Dada la función f(x) = e~ x , hallar / (0) + xf (0). 

556. Dada la función / (x) = y r 1 4- x, hallar / (3) + (a;—3) f (3). 

557. Dadas las funciones f(x) = tgx y cp (ar) = ln (1 — x), 


hallar 


V (0) 

<p'(0) 
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558- Dadas las funciones / ($) = i — x y qp (x) = 1 — sen t 

¿t 


559* Demostrar que la derivada de una función par es una 
función impar y la de una función impar, es par* 

560. Demostrar gue la derivada de una función periódica es 
una función también periódica. 

56 L Demostrar que la función y — ze~ x satisface a la ecuación 
xy f = (í — x) y. 

562. Demostrar que la íunción y = xe 2 satisface a la ecuación 
x i)' = (f — a;*) y- 

| 

563. Demostrar que la función y = —— satisface a la 

-l “1“ Sr ■“*“ " fl X 

ecuación xif == y (y In x — í). 


F\ Derivada logarítmica 


Se llama derivada logarítmica de ana función — a la derivada del 
logaritmo de dicha función* es decir, 


il-XM 

y f (#•) 


Kin vy = £- 


La log animación previa de las funciones facilita en algunos casos el 
cálculo de sus derivadas. 

Eje m p í o. Hallar ia derivada de la función exponencial compuesta 


donde w==gp (ir) y y = 

Solución. Tomando Logaritmos, tendremos: 

]n y = v ln u. 

Derivando los dos miembros de esta igualdad con respecto a x 
(ln y)* = í/ ln u 4 -v (ln u ) f , 


o 



de donde 



o sea. 



564* Hallar y*, si 


3 /—= 1 — X 
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5f> 


Solución. In y=^ — la z-{-ln (1 — x) — ln (i -}-x 3 )--j-3 la seo #+2 ln eos x\ 


de donde 


1 , = 2 i (-i) __ 

y '6 x i^x I+ 3 3 


^.3 _ r _— cas a¡- 


SOU 3 


eos 3 


y, = í/ (i'-T^r-T^' í - 3 ct g a; - 2 t s a: ) ■ 


565 . Hallar y', si y = (sena:)”. 

Solución. In y=ix la sen x\ — y' = ln sen x+x ctgz; 

& 1 ' = (sen (ln sen x + a ctg . 

Hallar y', tomando previamente logaritmos para la funci 

y= f ( x ) • 

566. p = (a:+l)(2x+l)(3a:+l). 


567 . y 


(*+2) a 

(i + i)a^+3}4 ' 


568. y=yiSEf. 


569. y=x 


570 . y. 




V(*~ l)6 (x-3) u 

V^T 


571. y = . _ 

^(* + 3)* V(*+3) 3 

572. ¡/ = aí*. 

573. y = x x *. 


574. y = 

575. p—**5 

£76. y^x* x . 

577. p==a;sena!, 

578. y = (cosx) senx . 

579. !í = (l+i)“ 

580. p = (arctg x)*. 


§ 3. Derivadas de funciones que no están dadas explícitamente 

l. ü D o r i y a d a de la función inversa, Sí la deriva 
de la función y ~ f (x) esty^^ü, la derivada de la función inversa 
x — f-i{y) será 


1 
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Ejemplo 1. Hallar la derivada x si 

y — x+ln 

X x — [t 1 

S o I u c i ó n. Tenemos ^ 1 -}-—=— ; por consiguiente, 


x 

x+i 


2^ Derivadas de funciones dadas en forma paramé- 
trica. St Ja dependencia entre la función y y el argumento x viene dada 
por medio del parámetro £ 


se tiene. 


( x=(¡> (í). 


o con otras notaciones, 



¿1/ 

dy _ dt 
dx dx 

~di 


Ejemplo 2. Hallar 


dy 

dx 


Si 


j x = a eos t , 
\ y — a san 


Solución. Hallamos — —a sen í y —j——a eos í, De aquí quo, 

Gf di 

djy __ a eos t _ 

~dx — a sen t ~ 0 ® 

3*. Derivada de la función implícita. Si ta dependencia 
entre x e y viene dada do forma implícita 

F(x. u)=0; ( 1 > 

para hallar Ja derivada i en los casos más simples, bastara: 1) calcular 
la derivada con respecto a x dei primor miembro de la ecuación {!), consi¬ 
derando y función de x\ 2) igualar esta derivada a cero, es decir, suponer que 

-¿.*(«,, 0 = 0 , ( 2 ). 

y 3) resolver la ecuación obtenida con respecto a y\ 

Ejemplo 3. Hallar la derivada y^ 7 si 

£ 3 _|_ y3 —.3 axy — O* ( 3 ) 

Solución. Calculando la derivada del primer miembro de la igual¬ 
dad (3) o igualándola a cero, tendremos; 

3;r 2 -[-3 y 2 y f — 3a (y + xy r ) — Q, 
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de donde 


r2— 


y =- 


ay 


ax — 

581* Hallar la derivada x v , si 

a) y = 3x + x 3 ; 

b) y = x ~ ~ sen x; 

c) y'= 0,li + e a/2 . 

_J m m 

Calcular la derivada y r ---¡^r do las funciones y siguientes 
dadas en forma paramétrica: 


582, 


583. 


x^2i — 1, 

i 


z = 


f + 1 7 


IHttt)’- 


584. ^ 


í * 


2 at 


U 


f 

585. { 


i + £ 2 1 
a (f — í 2 ) 
1 + i* 

3 ai 


U 


580. { 


i + ¡» 
3<Jí2 
l + f* 


u=n 


587, 


588. 


589. 


590 . 


x—Y^-\- i t 

_ i 

/ “ V(*+i ’ 

:t = a(cos£-M&en ¿)> 
;/ = a {sen t — i eos i). 
x= a eos 13 
y = &sen 2 ¿< 

^ — & eos 3 £, 

!/ = fcson 3 /. 
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( eos 3 í 

x — --— 


59i. 1 


'J/cos 2t 
sen 3 i 


592* 


"|. / cos2í 
x = árceos 

y = árese n 


1 


yr+Ta 1 

t 

yr+y' 


x = e~\ 
y = e %l - 


593. J 

í s = «flntg4- + eos i — sen t ) , 

5^4* A ' Á * 

\ y = a {sen t 4- eos ¿) m 
595* Calcular-— para si 

dx 1 2 

í x — a (I — sen i) t 
\ y = a (i—eos í ). 

,, . . dy a sen t sen t { áxt \ 

Sohicjo ii. =**— -—— = —-- y ! ] = 

dx a (1 — cusí) 1—cosí J \ dx j rc 


seii y 


7L t 

*=T í_ C03 T 


596. Hallar para í = 1, si 


597. Hallar para £ = -^- t si í ( 

dx 1 4 ( y = e sen t . 

598. Demostrar que la función y, dada por las ecuación) 
paramé trie as 



’ x = e* eos í, 


satisface a la ecuación 


x = 2t + r ¿ti, 
y = l* + 2t3. 


*=m+ 2 m- 

599* Para x = 2 se cumple la igualdad 

a: a — 2x. 

■íSe deduce de esto que 

(**)' = W 

para x^ 2? 


www.elsolucionario.net 















60 


www.elsolucionario.net 

Diferenciación de funciones 


600. Sea y = Y a 2 — x l . ¿Se puede derivar miembro a miembro» 
la igualdad 

x 2 

Hallar la derivada y' = 
citas y: 


<ÍX 


de las siguientes funciones íraplí- 


601. 2a: — 5r/ 10 = 0. 

602 -í+-&=*• 

603. a : 3 4 - y‘ ¿ 

604. x 3 + x*y-\-y' z — Q. 

605. Vx+\fy=-Va. 

606. y x 2 + y 2 = y' a 2 . 


607. = . 

9 *+y 

608. y — 0,3 sen y = x* 

609. a eos" (x -i- y)~h. 

610. tg y*=xy. 

611. ar^ + arctg^-, 


612. aretg (x -f- í/) — 

613. e v ^x-\-y> 

_ y 

614. ln^+ e K — c. 

615. hiy + £- = c. 

616. aretg ~ = ~ ln {x 2 + y a ) 

617. y x? + ¿/ a — c aretg ^ . 

618. x v = y*, 

619. Hallar y' en el punt 

M (1; í), si 

2y^í+xy 3 , 


Solución. Derivando, tenemos: 2y f = y 2 d r 3xy*y\ Haciendo £ = 1 
y = 1 , obtenemos 2y* =s 1 + %\ de donde y = — 1 . 

620. Hallar las derivadas y* de las funciones y , que se dan a couti 
nuación, en las puntos que se indican: 

a) (# + y) 3 — 27 (x — y) cuando £ = 2 e y = í; 
h) ye v — e x + l cuando x = 0 e y = 1; 

c) y 2 = x + ln “cuando x= 1 e y = 1. 


§ 4. Aplicaciones geométricas y mecánicas do la derivada 

I o . Ecuaciones de la tangente y de la normal. De la inter¬ 
pretación geométrica de la derivada se deduce, que la ecuación de la tangente* 
a la curva y = / (x) o F (x, y) = 0 en el punto M (xQ y y$) es: 

y — y 0 = y¿ — a: 0 ), 

donde y# es el valor de Ja derivada y f en el punto M (# 0 , recta*, 

perpendicular a la tangente, que pasa por el punto de contacto de ésta con 
la curva, recibe el nombre de normal a dicha curva. Para la normal tendre¬ 
mos la siguiente ecuación: 

^o+y¡i(y—yo)— o. 
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2 o , Angulo entre curvas. Por ángulo formado por las curvas 

y=U W 

y=h (*) 


oí su f}uuto corada Mo(xq, yo) (fig. 12) se ontieDde el ángulo a que forman 
«entre sí las tangentes a estas curvas Áf 0 A y en el punto 
Por la conocida fórmula de Geometría Analítica obtenemos: 


tgm 


fí (=gp) — /i M 

Í+M*q)'1z fa¡) ' 


3*. Segmentos, relacionados con la tangente y la nor¬ 
mal, par a el caso de u o sistema de coordenadas rectan¬ 
gulares. La tangente y la normal determinan los cuatro segmentos 
siguientes (fig< 13 ): 


0 


■ TM t llamado segmento tangente r 


St — TK , subtangente, 
n — NM f segmenta normal, 
£ n =zKlV f subnormal , 

Como KM — | | y tg <p= se tiene 


O 


0 


t=TM= 


S¡ = TK — 


n-NM -1 í/o Vl + Wl: 
VO ' 

ví 


£n*=}yoy¡>\' 


o 

'o 


4°. Segmentos, salación a dos con la tangente y la 
norma], para el caso do un sistema do coordenadas po¬ 
lares, Si la curva viene dada en coordenadas polares por la ecuación 






La tangente MT y la normal MN en el punto M , junto con el radio polar 
del punto de contacto y ¡a perpendicular a dicho radio trazada por el 
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polo Oj determinan ios cuatro segmentos siguientes (véase la fjg. 14): 
t=MT* segmento de la tangente polar , 
segmento de la normal polar f 
S¿ — OT , subiangente polar, 

S n “ ONi subnormal polar „ 

Estos segmentos se expresan con Jas siguientes Fórmulas: 


n = MN = ]/r 2 + (r') 2 ; S n = ON**\r f \. 

621, ¿Qué ángulos tp forman con el eje OX las tangentes a la 
curva y = x~x t en los puntos cuyas abscisas son: a) x — 0: 
b) x — íi2: c)s*=i? 

■ 


b) 


Solución. Tenemos ^' = 1—2 x. 
tgfp=0, 9 = 0°; c) tg 9 =—1; 9 = 135'’ 



De donde: a) lgq>=l, 9 = 45°; 
(íig. 15). 


05 



O 

O 

O 

U) 

(D 


622, ¿Qué ángulos forman con ol eje de ab-scisas, al cortarse 
con éste on el origen do coordenadas, las sinusoides = sen 3 
e y = sen 2x? 

623. ¿Qué ángulo forma con el eje de abscisas, al cortarse 
con éste en el origen de coordenadas, la tangentoido ;/=rtg:r? 

624. ¿Qué ángulo forma la curva y = e®> bx con la recta x^2 
al cortarse con olla? 

625, Hallar los puntos en que las tangentes a la curva y = 

— — 12z 2 4-20 sean paralelas al eje de abscisas, 

626- ¿En qué punto la tangente a la parábola 

y = x 2 — 7x + 3 

es paralela a la recta 5 x-{-y — 3^0? 

627, Hallar la ecuación de la parábola */ = 2 a -]-&£+£, que es 
tangente a la recta x — y en el punto (1; 1), 
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628, Determinar el coeficiente angular de la tangente a la 
curva x 3 -\-y d ~xy —7=0 en el punto (1; 2). 

629- ¿En qué punto de la curva t/ 2 = 2x* la tangente es per¬ 
pendicular a la recta 4x — 3¡/ + 2 = 0? 

630. Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a 
la parábola 

v=V® 


en el punto cuya abscisa os x = 4. 

i 

Solución. Tenemos V ' de a( I uí <l l!0 > ol coeficiente angular 

1 

de la tangente será k = [y > ] x= ^—^- r Como el punto de contacto tiene las 

coordenadas # = 4 e y = 2, La ecuación de la tangente es y —-2 —(x — 4), 
o bien, ^—4y+4==0, 

15n virtud de la condición de perpendicularidad, el coeficiente angular 
do la normal e$: 

*i — 4, 

de donde la ecuación d© la normal es 

y—2= -—4 (£—4), o bien, 4# + // — 1S = 0. 

631- Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a la 

curva y = + —4x— 3 en el punto ( — 2; 5). 

632- Hallar las ecuaciones do la tangente y do la normal a la 
curva 


y = y z—1 

en el punto (1; 0). 

633. Hallar las ecuaciones de las tangentes y de las normales 
a las siguientes curvas en los puntos que se indican: 

a) í/ — tg2z en el origen do coordenadas; 

b) y — are sen — en el punto de intersección con el ojo OX; 

c) y — are eos 3a* en el punto de intersección con el eje OY ; 

d) r/ = In ¿r en el punto de intersección con el eje OX; 

e) y = e 1 -** en Jos puntos de intersección con la recia y = 1 . 

634, Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a 
la curva 



1 -f- £ 

JLa 

2 r* ^ 


i 

2 1 ’ 


en el punto {2; 2). 

635. Escribir la ecuación de la tangente a la curva 


x = t eos ty y = t sen t 
en el origen de coordenadas y en el punto 
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636. Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a 
la curva x ¿ -\- y 2 -{-2x — 6 = 0 en el punto cuya ordenada es y — S. 

637- Escribir la ecuación de la tangente a la curva — 

—2zy — O en el punto (1; 1)* 

638, Escribir las ecuaciones de las tangentes y de las normales 

a la curva y = (x — 1) (x — 2) (x — 3) en sus puntos de intersección 
con el eje de abscisas, i 

639, Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a 
la curva y 4 = 4x 4 + Bxy en el ponto (1; 2), 

640*. Demostrar que el segmento de tangente a la hipérbola 
xy = a?, comprendido entre los ejes de coordenadas, está dividido en 
dos partes iguales por el punto de contacto. 

641* Demostrar que en la asfzoide —^Vs e l segmento 

tangente, comprendido entre loa ejes de coordenadas, tiene magni¬ 
tud constante e igual a a. 

642* Demostrar que las normales a la envolvente de la circun¬ 
ferencia 


x = a (eos £ + £ sen í), y—a (sen t —■ t eos t) 

son tangentes a la circunferencia = 

643* Hallar el ángulo de intersección de las parábolas 


al 


y = (x — 2) 2 e y = — 4 + 6¡r —x s . 

644* ¿Qué ángulo forman entre sí las parábolas e 


cu 

o 


y= x 9 


cortarse? 

645, Demostrar que las curvas |/ ^4x 3 4-2x —8 e y ~ x 3 
son tangentes entre sí en el punto (3; 34), ¿Ocurrirá lo mismo 
el punto (— 2] 4)? 

646* Demostrar que las hipérbolas 

xy = a 2 y x 2 — y 2 = b' z 

se cortan entre sí formando un ángulo recto, 

647, Se da la parábola — 4x, Calcular la longitud 

segmentos tangente, normal, subtangente y subnormal en el 

(i; 2). 

648* Hallar la longitud del segmento subtangente de la 
y — 2 x en cualquier punto de la misma. 

649* Demostrar que la longitud del segmento normal a cual¬ 
quier punto de la hipérbola equilátera x 2 — y^^a 2, es igual al radio 
polar de dicho punto. 

650, Demostrar que la longitud del segmento subnormal do la 
hipérbola x 3 — y 2 ~a 2 f en un punto cualquiera de la misma, es 
igual a la abscisa do dicho punto. 

651* Demostrar que los segmentos subtangentes de la elipse 

— 1 y de la circunferencia x 3 + y 3 = a s 7 en los puntos de 


£+10 

en 

_c n 

Q) 


de los 
punto 

curva 


as® 

^r + 
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abscisas iguales, son iguales entre sí, ¿Qué procedimiento de cons¬ 
trucción de Ja tangente a la elipse se desprende de lo antedicho? 

652, Hallar la longitud de los segmentos tangente, normal, 
su b tan gen te y subnormal a la cicloide 

x^a (t — sen t) 
y^a (1 — cosí) 
en un punto cualquiera t = 

653, Hallar el ángulo que forman entre sí la tangente a la 
espiral logarítmica 

r — a e** 

y el radio polar del punto de contacto. 

654, Hallar el ángulo entre la tangente y el radio polar del 
punto de contacto para la lemniscata r 2 = a a cos2cp, 

655, Hallar las longitudes de los segmentos polares: tangente, 
normal, subtangente y subnormal y el ángulo que forman entre 
sí la tangente y el radio polar del punto de contacto para la espi¬ 
ral de Arquímedes 

r = m p 

en el punto de ángulo polar 

656, Hallar las longitudes de los segmentos polares: subtan¬ 
gente, subnormal, tangente y normal, y el ángulo que forman 
entre sí la tangente y el radio polar para la espiral hiperbólica 

r=i en un punto arbitrario q>=f 0 ; r ~ r ü- 

657, La ley del movimiento de un punto sobre el eje OX es 

x — 3 £ — i 3 * 

Hallar la velocidad del movimiento de dicho punto para los instan¬ 
tes í 0 = O; í i = l y 4 = 2 (x se da en centímetros; m segundos). 

658, Por el eje OX se mueven dos puntos que tienen respecti¬ 
vamente las leyes de movimiento 

x= 100+ 5í 

y 

donde í>0, ¿Con qué velocidad m alejarán estos puntos, el uno 
del otro, en el momento de su encuentro (x se da en centímetros; 
en segundos)? 

659, Los extremos de un segmento ÁB = 5 m. se deslizan por 
las rectas perpendiculares entre sí OX y OY (fig. 16). La veloci¬ 
dad de desplazamiento del extremo A es igual a 2 m/seg, ¿Cuál 
será la velocidad de desplazamiento del extremo B en el instante 


5 —f 016 
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en que el extremo A se encuentre a una distancia m. del 

origen de coordenadas? 

660- La ley del movimiento de un punto material* lanzado m 
el plano vertical XOY (fig, 17)* formando mi ángulo ex respecto 
al horizonte* con una velocidad inicial v Qí viene dada por las fór¬ 
mulas (sin tomar en consideración Ja resistencia del aire) 

ií £2 

x=i; 0 Zcosa, y =* vtf sena — * 


donde í es el tiempo y g la aceleración de la fuerza de gravedad. 
Hallar la trayectoria del movimiento y su alcance. Determinar 



1ÍJ 

661. Un punto se mueve sobre la hipérbola y — — de tal modo f 

que su abscisa x aumenta uniformemente con la velocidad de una 
unidad por segundo, ¿Con qué velocidad variará su ordenada, cuando 
el punto pase por la posición (5; 2}? 

662. ¿En qué punto de la parábola z/ 2 = iSz la ordenada crece 
dos veces más de prisa que i a abscisa? 

663. Uno de los lados de un rectángulo tiene una magnitud 
constante ¿x^lG cm, mientras que el otro, fe, es variable y aumenta 
a la velocidad constante de 4 cm/seg. ¿A qué velocidad crecerán 
la diagonal del rectángulo y su área en el instante en que fe = 30 cm? 

664. El radio de una esfera crece uniformemente con una velo¬ 
cidad de 5 cm/geg- ¿A que velocidad crecerán el área de la super¬ 
ficie de dicha esfera y el volumen de la misma, cuando el radio 
sea igual a 50 cm? 

665. Un punto se mueve sobre la espiral de Arquí ruedes 

r — aq> 
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(a = 10 crn) de modo que la velocidad angular de rotación de su 

radio polar es constante o igual a 6° por segundo. Determinar la 

velocidad con que se alarga dicho radio polar r en el instante en 
que r = 25 cm. 

666. Una barra heterogénea AB tiene 12 cm. de longitud. La 
masa de la parte de AM de la misma crece proporcional mente al 
cuadrado de la distancia del punto móvil M respecto al extremo A 

y es igual a 10 g cuando AM = 2 cm. Hallar la masa de toda 

la barra AB y la densidad lineal en cualquier punto M de la 
misma. ¿A qué es igual la densidad lineal de la barra en los 
puntos A y B ? 


§ 5. Derivadas de órdenes superiores 


0 


i°. Definición de las derivadas de órdenes superio¬ 
res, Derivada de segundo orden o derivada segunda de una función 
se Dama a la derivada de su derivada, es decir, a 




La derivada segunda se designa así: 


0 


>J O 


dx‘* 


o /■<*)- 


dH 


O 

o 


Si x = j(t } es la ley del movimiento rectilíneo de un punto, es la ace¬ 
leración de dicho movimiento. 

En general* la derivada de orden enésimo de la función ij = j(x) es la 
derivada de la derivada de orden (#—1). La derivada enésima so designa así: 


y< n \ o 


d n y 

dx n 




(fi 

(D 


Ejemplo d. Hallar la derivada de segundo orden de la función 


^]n(i — x). 


Solución, 



l 

(i -*) 1 P 


■ 

§ 


2 ° t Fórmula de L c í h n i z* St las funciones u = ip (x) y (x} 

tienen derivadas hasta do orden enésimo inclusive, para calcular la derivada 
enésima del producto de estas funciones puede emplearse la fórmula de 
Leibniz 


(uv)< n ^u^v + nu^>v J 


n (n — 1 ) 
~V2 




■ -f uv f»L 


3°, Derivadas de órdenes superiores de 
dadas en forma paramétrica. Si 


x = <p (i} T 


fuño ion es 


5 * 
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sus derivadas ¡/i. 1 p" “^-4, * ■ * pueden calcularse sucesivamente por 

^ íi ór *Ka /ít ¿ 


las fórmulas: 


,_y't „ , , v _(y'JÍ ... (4)í . 

^ T ^ ^ acara 1 r 

Para la derivada do 2 & ordon se cumple la fórmula 

V *x (x¡)* 

Ejemplo 2* Hallar si 

{ ar = a eos £, 
t/ — t sen í. 

Solución. Tenemos: 


^ (ó sen í)J_¿r-cos í h 

y (a eos — a sen * a ^ 




b 


r= 


a sen 3 1 


(a eos £)f 


— a gen t 


sen 3 t 


A , Derivadas de órdenes superiores de funciones explíciíc 
Hallar las derivadas de segundo grado de las funciones siguiente 
667, y = x ñ - f- 7.x 6 — 5x -h 4. 


668. y^ e x * r 

669. yt^sen^a:. 


670. ?/ = ln y r i s?. 

671. y = \n{x-^V^+^Y 

672. / (x) = (1 + % 2 ) ■ arctg x . 

673. y = (are sen £) a . 


674. y = ach~ , 

a 

675. Demostrar, que ¡a función í/i=Ü¿|¿dl^ satisface a la 
ecuación diferencial t -¡- y' 2 = 2 yy*. 

676. Demostrar, que la función y = x^e x satisface a la ecua¬ 
ción diferencial y n — 2 y* + y — e x . 

677. Demostrar, que la función y = C i e~ x + C 2 e~ lx para cual¬ 
quier valor de las constantes C x y C t satisface a la ecuación 
/ + 3p # +2p«0. 
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678. Demostrar, que la función y = e 3 " sen 5¿r satisface a la 
ecuación y" — ky' + 29y = 0. 

679. Hallar y m , si y ==a: 9 — Óx* + 7ac — 2. 

689. Hallar f" (3), si f (») = (2z- 3) 6 . 

681. Hallar y v para la función y= ln (1 

682. Hallar y vl para la función y —sen 2a:. 

683. Demostrar, que la función y — e"* cosa: satisface a la ecua¬ 
ción diferencial y VÍ -j-4y = 0. 

684. Hallar / (O), /'(0)f f (0) y /"(O), si 

/ (a;) i= e x senx. 


685. 


La ecuación del movimiento de un punto sobre el eje OX , es 
x = 100 -}- 5í — 0,001 í 3 . 


0 


Hallar la velocidad y la aceleración de dicho punto para los 
instantes 

í o = 0; h — U t 2 =íO* 

686, Por la circunferencia &* + !/* = a 2 se mueve un punto M 
con una velocidad angular constante <o. Hallar la ley del movi¬ 
miento de su proyección sobre el eje OX i si en el momento 



0 el punto ocupaba la posición M 0 (a> 0} (fig. 18), Hallar la 
velocidad y la aceleración del movimiento del punto 

¿A qué es igual la velocidad y la aceleración del punto M t en 
el momento inicial y en el momeoto en que pasa por el origen de 
coordenadas? 

¿Cuáles son los valores absolutos máximos de la velocidad 


O 

cü 


O 

o 


o 
c o 

0 

■ 

$ 

$ 

5 


y de ía aceleración del punto 

687. Hallar la derivada de orden n-ésimo de la función 
y = (ax + Ó) Tl , donde n es un número entero. 

688. Hallar las derivadas de orden n-ésimo de las funciones: 


«) b ) 
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689. Hallar la derivada n-ésima de las funciones: 

a) y = sen 

b) y — eos 2x; 

c) i/^e~ 3X ; 

d) y = ln(l+s); 


®) 



f) y 


i + x 
i—x ’ 


g) y = sen 2 a:; 
b) g = ln {ax-\- b). 

690. Empleando la fórmula de Leibniz, hallar si: 

a) y = x-e x \ 

b) y = x í -e^ x ; 

c) !/ = (1 — a; 2 ) eos#; 


d) y 


l/z 


e) y — x 3 lnx* 

■691- Hallar /<") (0) , si / (a:) = ln 


i 

i —x 


B. Derivadas de órdenes superiores, de funciones dadas en for 
paramétrica y de funciones implícitas. 


dhj 


Hallar — 8 para las funciones siguientes: 


692. a) 

693. a) 

b) 

694. a) 

b) 


# = ln t , 
y^t*; 
x = a coa í ? 
y é — a sen í , 
£ = a coa 3 £ 3 
y = a sen 3 í\ 

x = eos 2 ¿, 

x — e“ aí t 

. 


b) 


c) 


c) 

d) 


X — arctg í, 
í/ = ln (1 + í 2 ); 
x — a (¿ — san í ), 
y a: a (1 — eos £}; 
a: = (sen t — t eos £), 
y = a (eos t -f -1 sen ¿). 
¿c = arcigjí, 

1 


ar = ar esmt, 

y=V r 




695. a) 

b) 


ln 

1 
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696, Hallar -jjr, si 


x = e* co& 1 , 
y-e^ent* 


697. Hallar para f = 0, si 


x = ln (1 + í 3 ), 

y = t*- 


698. Demostrar que y, determinada como función de x por 
las ecuaciones x = sen t e y — ae t -j- 1/2 5 satisface a la ecua¬ 

ción diferencial 




d-y 

dx* 


x 


dy 

dx 


— 


cualesquiera que sean las constantes a y Ik 

Hallar = para las siguientes funciones: 


699. 

700. 

701. 


x ==sec f, 
y = tgt. 
x — e~ l eos t, 
y ~e~* sen t. 
x = €~ l , 

y = t s - 


tl d n i¡ . ía;—lní, 

'02. Hallar -j^r . si { 

703. Conociendo la función y = / (a), hallar las derivadas x 
y x m de la función inversa x = f~ 1 {y). 

704. Hallar y\ si ® a + if a = l. 

Solución. Aplicando la regla de derivación de funciones compuestas 
tenemos 2x 4- 2yy' — 0; de donde y' = —— e 


3T = 


a_\' __ y — zy‘ 

y )x~ P s 


Poniendo cu lugftT do p' su valor, obtendremos en definitiva: 

P a + s 3 _y 

y y 3 y 3 

Determinar las derivadas y" de las siguientes funciones y~f{x), 
dadas de forma implícita: 

705. y 2 = 2px. 
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^2 Diferenciación de junciones 

707. y = a: + arctgf/. 

708. Dada la ecuación y = z + lii y, hallar 4^|- y 4-|-. 

ay ¿ 

709. Hallar y" en el punto (1; 1), si 

ar 2 4- 5 xy + — 2x+ y — 6 = 0. 

710. Hallar y" en el punto (0; 1), si 

x i —xy + y* = 1 . 

711. a) La función y está dada implícitamente por la ecuación 

x* + 2xy + y*—4z + 2y— 2 = 0. 

Hallar ~ en el punto (1; 1). 

b) Hallar -g-, si x* + y* = a*. 

§ 6, Diferenciales de primer orden y de órdenes superiores 

i°. Diferencial de primer orden. Se llama diferénetal 
primer orden) de una fundón g —/ ($) a la parte principal do su incremc 



lineal con respecto al incremento A x — dx de la variable independiente 
La diferencial do una función es igual al producto de su derivada per la 
diferencial de la variable independiente 


De aquí, que 


dy—y r dx. 



Si MN es ol arco dü la gráfica de la función # — f (x) (fig. 19), MT la 
tangente on el panto M (x, y) y 

PQ =sr &x — dx, 
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tendremos que el incremento do la ordenada de la tangente 

AT = dy 

y el segmento AN^Ay, 

Ejemplo 1, Hallar el incremento y la diferencial do la función 
Solución* 1 er procedimiento; 


o bien. 


Ay — 3 Ax) s — (^ + Ax) —3x 2 + s 

Ay — (6x— i) Aí: 4-3 (Ax) 3 . 


Por consiguiente, 

dy^= (6x — 1) Ax — (8x— i) dx, 

2 o procedimiento: 

y 1 — 6x— 1; dy = y f dx = (6x— 1) dx. 

Ejemplo 2, Calcular Ay y dy do la función y=*3x% — x f para x = 
y Ax = 0*Ol, 

Solución, Ay = (6x— 1)* Ai4-3 (Ax) 3 ===5-G 3 014~3'(0>Q1 ) 3 — 0,0503 

y 

dy = (6x — 1) As = 5-0,01 = 0 t 0500, 


2 o , Propiedades fundamentales de las diferenciales 

1) dtf —0, donde ¿ constante. 

2) dx=Ax, donde x es la variable independiente. 

3) d { cu) = cdu « 

4) ¿3 {u i y) — ¿Zii 4 = ífp- 

5) d (eíe?) — a dv + v da, 

_ _ / u ^ vdu—udv 

6) d (-)=-p-(^=±0). 

7) df (u) — f { u ) du t 

3 o , Aplicación déla diferencial para los cálculo 
aproximados. Cuando el valor absoluto del incremento Ax de la vari* 
ble independíente x es pequeño, la diferencial dy de la función y— f (; 
y el incremento Ay de dicha función son aproximadamente iguales entre i 


es decir, 
do donde 


A yezdy, 

f (x+Ax)^f (x) «sí /' (x) Ax, 
/ (x -f- Ax) ^ / (x) + f* (x) Ax. 


Ejemplo 3 , ¿En cuánto aumentará aproximadamente el lado de un 
cuadrado, si su área aumenta de 9 m ü a 9,1 m 3 ? 

Solución. Si x es el área del cuadrado © y el lado del mismo, ten¬ 
dremos que 

y=V *- 


Por ias condiciones del problema: x = 9; Ax=0,l. 

Calculamos aproximadamente el incremento Ay del lado del cuadrado 

1 

2 \/<f 


Ay dy — y f Ax 


-0,1 = 0,016 cü• 
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Diferenciales de órdenes superiores. Se llama diferen¬ 
cial de ¿egundo orden a ia diferencial de Ja diferencial de primer arden: 

d 2 y — d {dy ). 


De ferina análoga se determinan las diferenciales de tercer orden y de órde¬ 
nes sucesivos. 

Si y = f(x) y x es la variable indepondiontc, so tiene 

d*y=y°{d£f, 
d*y = y fír (dx 3 ), 


d n y = y t yt} (dx) H * 


Cuando y~f{u} f donde a = <p(x), se tiene: 0 

d$y— y {du)2-\-y d 2 t¿, 

d*y y m (dn) 3 -f- dU'd^n -j- y* d 3 u f 

etc, (En este caso, las apostrofes designan derivación con respecto a la 
variable u). 

712. Hallar el incremento A y y la diferencial dy de la función 0 
y = f>x-%-x t para x — 2 y Ax= 0,001. 

713. Sin calcular la derivada, hallar 


d (i — z 3 ) 


O 

o 


para x = i y Ax — — “ , 

714. El área S de un cuadrado* cuyo lado es igual a x, viene 
dada por la fórmula 5 —x 2 , Hallar el incremento y ia diferencial 
de esta función y determinar el valor geométrico de esta última. 

715* Dar la interpretación geométrica del incremento y de la 
diferencial de las siguientes funciones: 

a) del área del círculo S =jix 2 ; b) del volumen del cubo u—x 3 . 

716. Demostrar, que cualquiera que sea x T el incremento de la 
función y = 2 K , correspondiente al incremento de x en una magni¬ 
tud Ax f es equivalente a la expresión 2^AxIn2, cuando Ax — >0. 

717. ¿Para qué valor de X, la diferencial de la función y = x 2 
no equivale al incremento de esta misma función cuando Ax-^0? 

718. ¿Tiene diferencial la función y — \x\ para £==0? 

719. Empleando la derivada, hallar la diferencial do la función 


y = eos x 7 para x 


6 


Ax = — , 
a 36 


720. Hallar la diferencial de la función 


y; 


para x = 9 y Ax=—0*01, 
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721. Calcular la diferencial de la función 

!/ = tgx 

para | y = ■ 

Hallar las diferenciales de las siguientes funciones, para cual¬ 
quier valor de la variable independiente y de su incremento: 

722. y = ~¡r . 


723. y - 


4 —£ 


724. y = aresen— . 

? a 

725. y — arctg. 

726. y = e~*\ 

727. y = x\nx — x. 

728. Ií = ln4==-. 

729. r = etg <p + coscc <p. 

730. s= arctg e ( . 

731. Hallar dy, si x* + 2xy — y 2 = a 2 . 

Solución. Teniendo en cuenta la invariabilidad de la íorma de la 
diferencial í tenemos: 

2 xdx + 2Íydz + zdy) — 2ydy = Q> De donde 


dy = 


v — !f 


Hallar las diferenciales de las siguientes funciones, dadas de 
forma implícita: 

732. (x + y)*(2x+y) s = l. 

733. y?=e~v. 

734. lnV^T? = arctg ~ . 

735. Hallar dy en el punto (1; 2), si y 3 — p = 6a- 2 . 

736. Hallar el valor aproximado del sen 31 - 

Solución. Tomando z = are 30° = y &x = are 1 °= -jjjg- • P or * a fur ' 

■ eos 30° = 0,500 4- 


mula (1) (véase 3 o ) tendremos que, sen 31° fe sen 30°+-^ 

_Í1 tu 
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737. Sustituyendo el incremento de la función por la diferen¬ 
cial, calcular aproximadamente: 

a) eos 61°; d) lg 0,9; 
h) tg 44°; e) arctg 1,05. 

c) e 0 ’ 2 ; 

738. ¿En cuánto aumenta, aproximadamente, el volumen de una 
esfera, si su radio /i = 15 cm se alarga en 2 mm? 

739. Doducir la fórmula aproximada (para valores de |A:e|> 
pequeños eu comparación con a:) 

~\í x + Az -|— 

y 2 y x 

y con ella, hallar los valores aproximados de ]/"5; ]/" 17; 

1 / 640 . 

740* Doducir la fórmala aproximada 


'¡/x + Ax£3'-fr r z + 



y hallar los valores aproximados de y' 10, y'^TtT, y^20Q. 

741- Hallar los valores aproximados de las funciones: 

a) y = x® —4r a + 5£ + 3 para #=1,03; 

b) / (x) = "¡Ai + x para x — 0,2; 

C) H x ) = '\/^% P«a 1 = 0,1; 

d) y ¡s? e x ~ x “ para x = 3,05* 

742* Hallar el valor aproximado de tg45°3'2Q w . 

743, Hallar aproximadamente a resen 0,54, 

744* Hallar aproximadamente ylT. 

745* Demostrar, basándose en la fórmula de la ley de Ohm 

que una pequeña variación do la intensidad de la corriente, 

debida a una pequeña variación de la resistencia, puede hallarse 
de manera aproximada por la fórmula 


AI = 



746. Demostrar, que un error relativo dn 1%, cometido al 
determinar la longitud dol radío, da lugar a un error relativo 
aproximado de un 2%, al calcular ol área del círculo y la super¬ 
ficie de la esfera* 

747- Calcular d 2 y, si j/ = cos5£. 
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Solución. d z y — y" (d¿:) 2 = —25 eos (cfo) 2 . 

748. ti = ‘|^1—a: 3 , hallar 

749. y = árceos x, hallar d 3 y. 

750. y = sen x ln x, hallar d?y. 

751. z = J^£., hallar dH. 

X 

752. z = x*e~ x , hallar d 3 z. 

753. z = — , hallar d i z. 

754. u = 3 sen (2x 4 - 5), hallar d n u. 

755. y -.= e x 000 “ sen ( 3 : seo c), hallar d n y. 


§ h Teoremas del valor medio 

1. Teorema de Rolle, Si una función f (%) es continua en el seg¬ 
mento tiene una derivada f (%} en cada uno de los puntos inte¬ 

riores de éste y 

/(«>“/(*>. 

para su variable independíente ¿c y existe por lo menos un valor g, donde 
a < £ < b es tal f qoe 

r (i)—o. 

2. Teorema de Lagrango. Si una función /(,r) es continua en el 
segmento a^x^b y tiene derivada en cada punto interior de éste, se tiene 

f{b)-f(a) = {b-a)r (|), 

donde | < 6. 

3. Teorema de C au c h y. Si dos funciones í (&) y F (^) son conti¬ 
nuas en el segmento y tienen en el intervalo a<a?<& derivadas 

que no se anulan simultáneamente, siendo F (b) ^ F (a) T se tiene. 


fJPhzíM _ V ( 6 ) 

F(b)-F(4 F'd) 


donde a £ <£ b. 


756, Verificar que la función — % — x s satisface a las condiciones 

del teorema de Rolle en los segmentos — y Q<X^íl, Hallar los 

valores correspondientes de {*. 

Solución. La función f (x) es continua y dcrivablc para todos los 
valores de x\ además de esto, f ( — 1) = / (0) = / (1) = 0* Por consiguiente, 
el teorema de Rolle puede aplicarse on los segmentos — l<2<üyü<3<l. 
Para hallar el número | formamos la ecuación: 

/'(*)-1 -3s*-0. De donde h<=-\í~ h**y -y . 


siendo —■!.<&< 0; 0<E¿<i- 

757, La función / (x) = y (x — 2'f en los extremos del segmento 
JO, 4] toma valores iguales 

/(0) = /(4)=f4. 
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¿Es valido para esta función el teorema de Rol Je en el segmento 
[O, 4]? 

758* ¿So cumplen las condiciones del teorema de Rolle para la 
función 

1 (x) = t,g * 

en el segmento [O, n]‘í 
759* Sea 

/ (x) = x (x +1) (x + 2) (x + 3), 

Demostrar que Ja ecuación 


tiene tres raíces reales* 
760. La ecuación 


f {%) = o 


e x = 1 + x. 


0 


evidentemente* tiene una raíz, x = Ü* Demostrar que esta ecuación 
no puede tener otra raíz real. 

761* Comprobar si se cumplen las condiciones del teorema de 
Lagrango para la función 

f(x) = x—x s 

en el segmento [ — 2, J] y hallar el correspondiente valor Ínter- j 
medio de 

Solución. La función f(x) = x — x a os continua y dcrivable para Lodos 
los valores do x, y /'(a;) = l — Sx 2 . Do dondo, por la fórmula de Lagrangey 
tenemos /f4) — / (— 2) = 0 — 6 = (1-— (— 2)](£), es decir, /' (£)= — 2- Por 
consiguiente, i— 3| 2 =— 2 y g = ±l; sirve solamente el valor g= — i* 
para el que se cumple la desigualdad — 2<|<1* 

762* Comprobar si so cumplen las condicionas del teorema de 
Lagrange y hallar el correspondiente punto intermedio g para la 
función 

en el segmento [— 1, 1], 

763* En el segmento de la parábola y = x ¿ comprendido entro los 
puntos A (1; 1} y B (3; 9) hallar un punto cuya tangente sea paralelai ¡ 
a ia cuerda AB. 

764* Aplicando el teorema de Lagrange, demostrar la fórmula 
sen (x + h) — sen x=^h eos H, 
donde x-<gCx + &. 

765. a) Comprobar si se cumplen las condiciones del teorema 
de Cauchy para las funciones f{x)— x 2 +2 y F(x) — x 3 — 4, en el 
segmento 11, 2) y hallar £; 

b) ídem para f (x) = sen x y P (x) — eos x, en el segmento 


[<>■*]■ 
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8. Formula de Taylor 

Si una función / (^) es continua y tiene derivadas continuas hasta de 
grado (n —1) inclusive, en el segmento (o y para 

cada punto interior del mismo existe una derivada finita f <n > (#)> en este 
segmento se verifica la fórmala de Taylor 


3! 

. ..+ ^~ a ^ í ~ 1 /<»-!>(«>4 


(*-a) n 


(n — 1)1 n] 

donde | = a-j-0 {z — a) y O <; 0 < 1. 

En el caso particular, en que a — O tenemos {fórmala de Maclaurin ): 




/(*)-/(<>>+*/' (O)-t -—r 


/^n (O)+—/<”> (6). 


donde | = 0r, 0 < f) ■< 1, 

766- Desarrollar el polinomio /(£} = # 3 — 2x 2 +3a: + 5 en poten¬ 
cias enteras y positivas del binomio x — 2. 

Solución, f (j?) —— 4x -f-3; /" (x) = 6z — 4; j >rf (#) = G: f ín) {%) = 0 
para a >■ 4. De donde: 

/ (2) = 11; V (2) ™ 7; /* (2) = 8; i» (2) = 6. 

Por consiguiente: 


j 3 -2a?a + 33g45 = li + (j-2)-7 + ^ ^ -8+ fe ,„ 2)3 -6 


2! 


3! 


o bien 


■£ a -2^4-Sí-j-5 = H + 7 (^-2)44 {i-2)24(i-2)3. 

767, Desarrollar la función f{x)^e x en potencias del binomio 
x + 1, hasta el termino que contenga (x-j-l) 3 . 

Solución* {x) = e x para todas Jas n, f íny { —1) = — , Por consi¬ 
guiente: 


e *-l + <J _Li)± + (* + *>* 1 I (?+jl 1 I l*+W A 
e * ^ J + 2! * + 3í T H 4! * ' 


donde l-bÜ(* + Í); 0<0<1. 

768* Desarrollar la función f{x) — lnx en potencias de x —1, 
hasta el término con (a — lp, 

769, Desarrollar la función / (#) =senx en potencias de x, 
hasta el término de x 3 y hasta el término de 

770- Desarrolar la función f{x) — e x cu potencias de x hasta 
el término de z n_1 . 

771- Demostrar que la diferencia entre sen (a h) y 

sen a 4- h eos a 


no es mayor de -y/a 2 . 
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772, Determinar el origen do Jas fórmulas aproximadas: f 

a) VH-i« 1 -f-jte — ¡x|<l, 

b) $ í+x & 1 +|i- y**' 

y valorar el error de las mismas. 

773. Valorar el error de la fórmula 


o * 1 ] 1 . 1 

fi ~ 2 + 2Í+ 3f + -Jf ■ 

774, Un hilo pesado, bajo la acción de la gravedad, se comba 
formando la catenaria y — aob^. Demostrar que para valores 

pequeños de ¡ x | la forma que toma el hilo puede representarse 
aproximadamente por la parábola 

y=a+ ^' ... 05 

775*, Demostrar que cuando con una precisión hasta 

de (-f-)*) se verifica la igualdad aproximada 


2 

e“: 


■i/ a + * 

V a — x* 


O 

O 

c/) 


§19. Regla de L’KflpItal-Bernoulll para el cálculo 
de límites Indeterminados 

1, Cálculo de límites indeterminados do las formt, 

1 y —, Sean las funciones uní formes / (s) y q> (x) dcrivables para 
O co 

0<;¡£— a\<ik f sin que la derivada q>' (x) se reduzca a cero. 

Si f{x) y tp(tf) son infinitamente pequeños o infinitamente grandes 

cuando x^a y es decir, si la fracción representa en el punto x = a 

*P W ^ 

una expresión Indeterminada de la forma -j- o —-, tendremos que 


/<*) 


lim ■ , v 
s-ya 9(2) 


■ lfm-M., 

<P ( X ) 


a condición do que exista el límite de esta fracción de las derivadas 
(regla de L'Hópital-Bernoulli). Esta regla es aplicable también en el caso 


en que a ¡meo* 

Si la fracción-Mrr vuelve a dar una expresión indeterminada en el 

(p (x) 

punto x~a, de una de las dos formas antes indicadas y r (#) y 9 (*) 
satisfacen a todas las condiciones que se formularon para f (x) y 9 W, 
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so aplica d 0 nuevo la misma regla, con lo que tendremos la fracción de las 
segundas derivadas y así sucesivamente. 

No obstante, debe recordarse que puede existir el límite do la fracción 

■■ ^ . sin que la fracción de las derivadas tienda a límite alguno (véase el 

íSSfl). 

2. Otras formas indeterminadas. Para calcular los límites 
de expresiones indeterminadas de la forma Ü-oo, hay que transformar los 
correspondientes productos /i (®)i donde 


lim — O y lim ^{jcI^oq, en la fracción- 


k (*) 

1 

M*) 


£forma o bien — ; — | forma -—"J , 

J¡W) 

En caso de expresiones indeterminadas de la forma ce—co debe trans¬ 
formarse la correspondiente diferencia /*.(#) — (s) en el producto 

fi (s) T1- y calcular, en primer lugar, el límite de la fracción 

L Ti ( x ) J 

hJé l ■ sí el limí^~=i, reducimos esta expresión a la forma 

/1 &) f i {*> 


* Mí) 

-ÍÉ- (forma <£) . 

/i(4 

Los límites de las expresiones indeterminadas de las formas l°° f CP y 00 o 
se determinan buscando previamente sus logaritmos y hallando el límite 

del logaritmo de la expresión exponencial ^ (para io que será 

necesario calcular limites indeterminados de la forma O-oo). 

En ciertos casos, es conveniente combinar la regla de L’H&pitai-Ber- 
ooulll con el cálculo de límites por medios elementales. 

Ejemplo 1. Calcular 

lim - í forma indeterminada —. 

Solución. Aplicando la regia do L’Hópital-Bernoulli, tenemos; 

, ln x (ln ttV .. sen 2 # 

lim —— ±s lim —rr = — Lm —-— ■ 

{otgx)' m 

Besulta una expresión indeterminada de la forma “, pero no es necesario 

volver a aplicar ía regla de I/Hórital-Bemoulli, puesto que 

sen 2 x 1É sen x , A n 

hm —-== lim --* sen x^= 1 * 0 = 0 . 

i x-*f) x x-+Q x 


e —1 ore 
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t 


Con lo que en definitiva, encontramos: 


.. ln * 
lim •-— = 

*-*0 ctg * 


= 0 . 


Ejemplo 2. Calcular 

( 1 1 \ 

-»-r-1 (forma indeterminada co—co). 

sen 3 * * 2 } 

Reduciendo la fracción a un común denominador, tenemos: 

( < 1 \ ^2_sen 3 1 / m , 0 \ 

- - r ) = lim —k-ó— i forma indo terminada . 

sen 3 * * a } * a sen 3 * V O ) 

Antes do aplicar Ja regla de L’Hopital-Beraoülli, sustituimos el denominador 
de la última fracción por el infinitésimo equivalente (Cap. I, § 4) sen 3 * 


Tenemos: 


i m ( —1- \r \ = lim ——( forma indeterminada . 

;_*o \sen 2 * / x-*Q x V u * 


lim . 

Vsen ¿ * 

Por la regla de L’Hópital-Bernoulli 

2x — sen 2x 


lim (— K, -— Wlim 

x-^o V sen - x x f x-*-0 


4* a 


= lim 

íc -+0 


2—2 eos 2* 
Í 2 * a 


Después, por medios elementales, hallamos: 
1 1 


iim (■ 

-+0 Vi 


«-►O Vsen a z 
Ejemplo 3. Calcular 


1 \ , 1 — eos 2* T . 2 sen 3 * 1 

— j = hm —77-s— = Iim 
* 2 / ; 


x -+0 


6* 2 




6* 3 


3 

N 


lim(cos2*) K (forma indeterminada 1°°}, 
x-*Q 


O 

O 

O 

C/) 

CD 


.> 


Hallando el logaritmo y aplicando la regla de L’Hópital-Bemotilli, tonemos: 


3 _ 3 ln eos 2* 

Jim ln (eos 2*) ^ 

x-t-0 

3 




Por consiguiente, limfcosS*)^ =*£ 
x-+0 

Hallar los límites que se indican de las funciones siguientes: 

^3_2* 3 -* + 2 
776 ' j;3_7^4-6 * 
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.a«_2í*—*+2 3*2— #-l_l 

Solución lun - = T * 


777 . lim 

778 . lim 


* eos *—son.* 

Js 

1 — * 


*-*■1 l_j 


783 . lim -V • 

784 . lim -í¡~. 

x-*oo y x 


/ 


^79. 

A í- cc,33r 

780. lim 


785 . lim 


íi 

3T 


3C-+0 


ctg 


nx 




x -—sen x 


7ÍU K m sec2 *~~ 2 tg * 

781. lim i + t . osix 


786 . iim m*™»?. . 

ax .0 Insen* 

787. lim (1 — coscc)ctga:. 

3C-+0 


782 . lim 


tg* 


l± V" 1 « 
Jt 


2 

(1 — C09 z) eos X (1 — COS#) w 

Solución lim (1-eos *)cl;g* = hm -—:-- “I^T* X 


ÍO +0 

.. son# 4 A 

X hm eos z = lim-- 1—0, 


x~*o 


&-vÓ 


x-vO eos x 


788 . lim(l-*)tg 4 F-. 

789. limarcsens oíga;, 

x-t- 0 

790. lim (x n e~ x ), í>-0. 

791. lim a: sen —-- . 

x 


792 . lim £ Ti SQn —, ra;> 0 . 


793. lina ln x ln (x —1). 




794 . lim f - 2 U—. 

M _vl Va —1 Ina; 


/ x 1 \ zlnz— z4-l 

Solución. Ion - t— 7 — i —Jim —r—— , . — 

^0 V^—1 luz / (z—l)lnz 


= lim 


^-í- in z— 1 


“lim 


luz 


* = lim 


«nm-r-— um---- huí —,- 1 v 

“-* 1 In*+l(a-i) ^lw-i+l ^ T+Í 

795 . lim (—• 

*->3 V^-3 as-a—fi/ 

796 . lim [-■■- ; -—7=7 — —7- 1 y- ■ 1 > 

*-+l 1-2 (i — l/*) 3{l —J 

797 . lim (-£- 798 . lima: 3 . 

n Vctg* 2 eos*/ *-,o 


6 * 
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Solución. Tenemos: 2:* = #; ln^ = x]n^; lim In y = iim x ]n r?= 

I-te 3£-fr'0 

= lim «—- = lim—=0, de donde Iíro ¿/ = i, o sea. limx x = í* 

X-^9 } m tt-*0 3C->0 


799 . 

lim x x . 

804. 

lim 


K-+4.00 

3 


x-+i 

800. 

lim * 4+Ina: . 

805. 

lim 


:t->0 



801. 

lim 

806. 

lim 


x~+Q 




7t3C 
cns; —— 


802. 

lim (1 — x) 

807. 

lim 


i 


*-►0 

803. 

lim (1+s 3 )*. 

808. 

lim 





809. 

Demostrar que 

los límites: 



$ix 

\*e-r 


1 

\ln x 


1 

a: 3 sen — 

a) lim -™ — 0; 

> sen* 

,, ,. a: —sena: . 

b) In» —i -rrr ,. = 1 

=™ Z+SBILX 


no pueden hallarse por la regla de L'Iiñpital — Bernoullt, Hal 
estos límites directamente. 



810*. Demostrar que el área de un segmento circular con un 
ángulo central a pequeño, que tiene la cuerda A8 = b y la sagita 
CD~h (fig. 20), es aproximadamente igual a 

Stt~bh 

6 

con un error relativo tan pequeño como se desee, cuando cc—> 0. 
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Capitulo III 


EXTREMOS DE LAS FUNCIONES Y APLICACIONES 
GEOMETRICAS DE LA DERIVADA 


§ 1, Extremos de las funciones de un argumento, 


i, Crecimiento y decrecimiento de las funciones. 
La función y = f(x) se llama creciente (decreciente) en un intervalo determi¬ 
nado (segmento), cuando para unos puntos cualesquiera x i y x o, de dicho 
intervalo (segmento), de la desigualdad <> E se deduce la desigualdad 
/C*i)</<*2) 21, o) (f(x i )>f(x 2 ) (fig- 21 y ó)). Si la función f (x) es 

continua m el segmento (a, b\ y f* (a:) > O (/' (x) < 0) para a <*<£, la 
función f{x) crece (decrece) en dicho segmento ¡a, 6]. 

En ios casos más simples, el campo de existencia de la función $ (x) se 
puede dividir en un numero finito de intervalos de crecimiento y decreci¬ 
miento do la íunción (intervalos de monotonía). Estos intervalos están limi¬ 
tados por los puntos críticos de x (donde f (x) = 0 o no existe /' (#)). 

Ejemplo i. Investigar el crecimiento y decrecimiento de la función 

y = z* — 2*+5, 

Solución. Hallamos la derivada 

y' = 2x—2=2(x— 1). (1) 

De donde y' — O para ^ — :L En el eje numérico obtenemos dos intervalos 
do monotonía : ( —co, 1) y (l t -f-oo). Da la fórmula (1), tenemos: 1) si—co < 
se tiene y' <^0 y, por consiguiente, la función f (x) decrece en el 
intervalo {—co* 1); 2) si i<3<+oo, so tiene y'>0 y, por consiguiente, 
la función f (x) crece en el intervalo (I, H-o o) (fig. 22). 

E j em pío 2. Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento 
de la función 

í 


Solución. En este caso, x——2 es el punto do discontinuidad de ia 

función e y* = — 7 ^ < O cuando x =£ —2. Por consiguiente, la función y 
(ac - r -|- 

decrcco en los intervalos — co<£<; — 2 y - 2 <z< H-oo. 

Ejemplo 3. Investigar el crecimiento y decrecimiento do la función 


1 - 1 3 

¡ fs= T a *_ir*' 

Solución. Aquí, 

- £%. (2 

Resolviendo la ecuación x 4 —^ 3 =0, bailamos los puntos 34 =—1, 
i s = 0 y, ^3 — 1, en los que la derivada y* so anula. Como quiera que y* puede 
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cambiar da signo solamente al pasar por puntos en que ésta se hace igual 
a cero o ño produce una discontinuidad (en o! caso dado no hay puntos do 
discontinuidad para y*), tendremos que, en cada uno de los intervalos 
(—oo T — í) t i t Ü), (O, 1) y (i y +qq) la derivada conserva nn mismo signo, 
por lo cual, en cada uno de estos intervalos la función que investigamos 



seré monótona. Para determinar en cuáles cíe estos intervalos crece la fun¬ 
ción y en cuales decrece, hay que saber qué signo tiene la derivada en cada 
uno de ellos. Para averiguar el signo de y ' en el intervalo (— oo, — i) t 
basta saber d signo de y’ en cualquier punto de este intervalo. Tomando, por 
ejemplo, de la ecuación (2), obtenemos y' = 12;>O t por consiguiente* 



y' > O en el intervalo (— oa f —1) y la función en él es creciente. De forma 
análoga bailamos que i/' < O en el intervalo {— 1, 0) (para comprobarlo se 

puedo tomar, por ejemplo, —4]í y 1 <0 en el intervalo (0,1) (aquí 

se puedo tomar * = 4) y* finalmente, p'>0 ojn el intervalo {1, +°°h 

De esta forma, la función estudiada crece en el intervalo {— oo, —1), 
decrece en el (— 1, 1) v vuelva a crecer en ©1 intervalo (1, -feo), 

2. Extremos de las funciones. Sí existo un entorno bilateral 
del punto z 0 tal, que paTa cualquier otro punto x ^ x Q da este entorno se 
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verifica la desigualdad f {x)^> f (x Q ) t al punto recibo el nombre de punto 
mínimo de la función y — f (x) y el número f (x 0 ) el de mínimo de dicha fun¬ 
ción y~f(z), Análogamente, si para cualquier puntos z { de un entorno 
determinado del punto se cumple ia desigualdad / (s) < / (recibe 
el nombro de punto máximo do la función f(x ) ? y /(aq), el do máximo de 
dicha función (Üg- 23.) El punto mínimo o máximo de una función se llama 
también punto extremo do la misma y el mínimo o máximo de esta función* 
eí de extremo de ella, ¿i x Q es un punto extremo do la función f (x)^ se 
tieue, que f f (x Q ) = 0 (pimío estacionario) t o no existo /' (%) (condiciones 
necesarias para la existencia de extremo). La proposición recíproca no es 
cierta* puesto que los puntos en que f f (x) = O t o no existe j* {%} (puntos 
críticos), no son obligatoriamente punios extremos de la función / {^). Las 
condiciones suficientes de existencia o ausencia de extremo de una función 
continua / (s) se dan en las reglas siguientes: 

1 . Si existe tal entorno (xq^ 5* + del punto crítico on que 
Y (z) > O para — Ó <í<í 0 y /' (x) < O para x Q < x < x 0 -\-6, el punto x$ 
será un punto máximo de la función / (x); si por el contrario, O para 

x Q — 5 <^<x 0 y f (*)>0 para x Q < # < :r 0 +ó, el punto x 0 se rá un punto 
mínimo de la función f (a:). 

Si finalmente, se encuentra un número positivo Ó tal, que /' (x) conserva 
invariable su signo cuando G<^|¿p— x Q | ó, el punto xq no será punto 
extremo de la función / (x). 

Si Y (aty) = 0 y i" (íoXO, x ü es un punto máximo de la función / [x); 
si j'{x®} — O y f(z 0 )>0 1 e5 un pwnto mínimo do la función f (x)\ 
si /'^)aO, f* (x 0 ) = O t Y* (x Q ) 0 * el punto x 0 no os punto extremo de la 
función } (x ). T 

En forma más general: Supongamos que 3a primera do las funes enes 
derivadas de j (z), que no se anula en el punto es de orden En este 
caso, si h es par, el punto «ro será un punto extremo, quo será máximo 

hu i 


si /*>(#*) <0 y mínimo, si /do ($ 0 ) > 0, Si k es impar, z 0 no es un punto 
extremo. 

Ejemplo 4, Hallar los oxlremos de 3a función 

y = 2z + 3fa?. 


0 

O 

c5 

o 

o 

o 

C/) 


Solución. Hallamos la derivada 
/=2+ 

Igualando la derivada y* a cero, tenemos: 

■^ 2 + 1 = 0 . 

De donde se deduce el punto estacionario x { — — L 
Do la fórmula (3), tenemos: si x= —í—k, donde h puede ser cualquier 
número positivo suficientemente pequeño, entonces, y f 0 ; si, por el con¬ 
trario» r ——1 -¡-A, se tiene j:'<[G*), Por consiguiente, x¿^ es un punto 
máximo de la función y, además 

Igualando a cero el denominador de la expresión y* en (3) tenemos: 

f*=0; 

do aquí hallamos el segundo punto crítico ar E = 0 de la función, para el que 
no existe derivada y\ Cuando z = —evidentemente, tendremos y'<0; 



*) Si no es fácil determinar el signo do la derivada se puede calcu¬ 
lar éste por procedimientos aritméticos, tomando como h un número positivo 
Suf i cien t oment e pequ eñ o. 





www.elsolucionario.net 

88 Extremos de las funciones y aplicaciones geométricas de la derivada 


cuando z^k* tenemos y' >0, Por consiguiente* z 2 = 0 es un punto mínimo 
do Ja función y, además y aiÍR —O (fig* 24). La investigación del comporta¬ 
miento de la función en el punto z í =—1 se puede efectuar también por 
medio de la segunda derivada 


Aquí y* <0 para — 1 y, por consiguiente, — 1 es un punto máximo 
de la función. 

3. Valore s m í nimo y tniximo a b s olutos, El valor mínimo 
(máximo) absoluto de una función continua / (¿r) en un segmento dado [&, b] 


2 




se alcanza en los puntos críticos de la función o en los extremos de db 
segmento. 

Ejemplo 5. Hallar los valores mínimo y máximo absolutos de 
función 

y — — 3^+3 

1 1 

en el segmento — 

Solución. Como 

los puntos críticos de la función y son: —=— 1 y ¿cg —1. Comparando los 
valores do la función en estos puntos con los valores de la función en los 
extremos del intervalo dado 

»(-!)=»; ?(i) = i;^(-4) = 4 ;j (4) ==1 4' 

llegamos a Ja conclusión (fig. 2b), de que el valor mínimo absoluto do la 
función m = t se alcanza en el punto x=^i (en el punto mínimo) y el máximo 
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1 i 

absoluto M = U- 5 -, en el punto x=>2 (en el punto 
segmento). 

Determinar los intervalos do decrecimiento y 
funciones: 


extremo derecho del 
crecimiento de las 


811. 
812. 

813. 

814. 

815. 

816. 

817. 

818. 

819. 

820. 
821. 
822. 

823. 

824. 

825. 


U = (x-2)\ 

l/ = x 2 {x —3). 

X 

t 

(1—1)3 • 

X 

y ~ — 6 a: —16 ' 

y = (x — 3) Yx. 

X 3/“ 

U= -y — V*- 

í^ = x + senx, 
f/ ¡= a: la 

y = aresen (1 -j- x) * 

i 



Averiguar los extremos de las funciones siguientes: 

826* $ = x 2 4- + 6, 

Solución, Hallamos la derivada de ia función dada 2s-¡-4. 
Igualamos y' a cero y obtenemos el valor critico del argumento, £=—2. 
Com o if < O cuando ^<-2e^'>0 cuando ar > — 2, tenemos qu e x — —2 es un 
punto mínima de la función, además, p mfn =L El mismo resultado se obtiene 
recurriendo al signo do la segunda derivada en el punto critico: y* — 2 >Ü. 

827- y= »2 + a — 

828- y = x 3 — 3aj s + 3x + 2. 

829- jr=2x a + 3x a —12^ + 5- 

Solución, Hallamos la derivada 

y / = 6: e ‘ 2 -j- 63:—12=6 + x —2} * 

Igualando a cero ]a derivada y \ obtenemos los puntos críticos x x — —2 
y í 2 = í. Para determinar el carador del extremo calculamos la segunda 
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derivada y* = 6 (2x^\y ^ omo ¥* ( —2) < 0, el punto x 1 ^ —2 os un punto 
máximo de la función y , siendo — 25. Análogamente, tenemos que 
|T( 1 )> 0 ; por lo que x 2 ~í es na punto mínimo de la función ¡/ t siendo 
ymln~ ^ 


830, y = x*(x^ 12) a . 

831, y^x(z~~i) 2 (x — 2)\ 

832 ^=rfn- 


833, y = 


x*—2x + 2 


x —1 

834. 


835. y = 

836. y = 

837. y 


10 


x (4 —' 
4 


Y x *+8 


840. ¡i = 2 eosy + 

841. y^x — In(l-j-x). 

842. y — x lux. 

843. /y ~ x ln 2 x, 

844. y — cha, 

845. y^xe*, 

846. y^x 2 e~*,, 

847. y = — , 

3 X 

848. y — x — arctg X- 


0 

■ 

o 

c5 


838. y = f 

839. y = 2 sen 2# +sen 4a:. 

Determinar los mínimos y máximos absolutos de las siguientes 
funciones en los segmentos que se indican (cuando los segmentos 
no se indican, los mínimos y máximos absolutos de las funciones 


O 

o 


deben determinarse en todo el campo de existencia): 

849. y = 


0 


i+í“* 

850. y = y r x(ÍO~x). 

851. y = son 4 x 4-cos 4 a:. 

852. y = árceos x. 

853. y = a: 3 en el segmento [ — 1, 3], 

854. y = 2x 3 +3x z ~ 12* + 1: 

a) en el segmento [—1, 5j; 

b) en ol segmento [ —10, 12]. 

855. Demostrar que para los valores positivos de x se cumple 
la desigualdad 


l 
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856* Determinar los coeficientes p y q ciel trinomio cuadrado 

x 2 + + g, de forma que y~ 3 sea un mínimo de este trino¬ 

mio cuando ¡Essl. Dar la explicación geométrica del resultado 
obtenido, 

857* Demostrar la desigualdad 

e* > 1 + x para x ¡^= 0. 

Solución, Examinamos la función 

j{x) = e x —(t+x). 

Por el procedimiento general hallamos que esta función tiene un mínimo 
único, f( 0) —0. Por consiguiente, 

f(x)>f ( 0 ) para £ =£ 0 , 

es decir, 

i+x para x 0, 

que es lo que se trataba de demostrar. 

Demostrar las desigualdades; 

X 3 n 

858. x -para *>0* 

859. eos x >* 1-para x ^ 0* 

860. x — ~<ln(l + x)<x para x>0. 

861* Dividir un numero positivo dado a en dos sumandos, de 
tal forma, que su producto sea o! mayor posible. 

862. Torcer un trozo de alambre de longitud dada l , de manera 
que forme un rectángulo cuya área sea la mayor posible. 

863. ¿Cuál de los triángulos rectángulos de perímetro dado, 
igual a 2p, tiene mayor área? 

864. Hay que hacer una superficie rectangular cercada por 
tres do sus lados con tela metálica y lindante por el cuarto con 
una larga pared de piedra, ¿Qué forma será mas conveniente dar 
a la superficie (para que su área sea mayor), si se dispone en total 
de l ra lineales de tela metálica? 

865. De una hoja de cartón cuadrada, de lado a, hay que hacer 
una caja rectangular abierta, que tenga la mayor capacidad posible, 
recortando para ello cuadrados en los ángulos de la hoja y doblando 
después los salientes de la figura en forma de cruz así obtenida. 

866. Un depósito abierto, de hoja de lata, con fondo cuadrado, 
debe tenor capacidad para v litros* ¿Qué dimensiones debe tener 
dicho depósito para que en su fabricación se necesite la menor 
cantidad de hoja de lata? 

867. ¿Cuál de los cilindros de volumen dado tiene menor super¬ 
ficie total? 

868. Inscribir en una esfera dada un cilindro de volumen máximo* 
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869, Inscribir en una esfera dada un cilindro que tenga la 
mayor superficie lateral posible, 

870, Inscribir en una esfera dada un cono de volumen máximo. 
871- Inscribir en una esfera dada un cono circular recto que 

tenga la mayor superficie lateral posible. 

872. Circunscribir en torno a un cilindro dado un cono recto 
que tenga el menor volumen posible (los planos y centros de sus 
bases circulares coinciden). 

873. ¿Cuál de los conos circunscritos en torno a una esfera tiene 
el menor volumen? 

874. Una faja de hoja de lata de anchura a debe ser encorvada 
longitudinalmente en forma de canalón abierto (flg. 26). ¿Qué 



/ ? \ 

a 

F i g. 26 



O 

■ 

O 

ce 

o 

o 


ángulo central tp debe tomarse para que el canalón tenga Ja mayor 
capacidad posible? 

875, De una hoja circular hay que cortar un sector tal, que 
enrollado nos dé un embudo de la mayor capacidad posible, 

876, Un recipiente abierto está formado por un cilindro, termi¬ 
nado por su parte inferior en una semi esfera; el espesor de sus 
paredes es constante, ¿Qué dimensiones deberá tener dicho recipiente 
para que, sin variar su capacidad, se gaste en hacerlo la menor 
cantidad de material? 

877, Determinar la altura mínima h—OB que puede tener la 
puerta de una torre vertical ABCD ? para que a través de ella se 
pueda introducir en la torre una barra rígida MN¡ de longitud l Y 
cuyo extremo M resbalará a lo largo de la linea horizontal AB> 
La anchura de la torre es d<^l (fig, 27). 

878, En un plano de coordenadas se da un punto, Aío 
situado en ol primer cuadrante* Hacer pasar por este punto una 
recta, de manera que el triángulo formado entre ella y los semiejes 
positivos de coordenadas tenga la menor área posible. 

879, Inscribir, en una elipse dada, un rectángulo de mayor 
área posible, que tenga los lados paralelos a los ejes de la propia 
elipse. 
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* 


S80* Inscribir un rectángulo de mayor área posible en el seg¬ 
mento de ía parábola y 2 = 2px cortado por la recta x = 2a. 

88JL Hallar el punto de la curva I/ — f Jue la in¬ 

gente forme con el eje OX el ángulo de mayor valor absoluto 
posible, 

882, Un corredor tiene que ir desde el punto A, que se encuen¬ 
tra en una de las orillas de un río, al punto B T que se halla 
en la otra. Sabiendo que la. velocidad de movimiento por la orilla 
es k veces mayor que la del movimiento por el agua, determinar 



F i^g. 2S 


bajo qué ángulo deberá atravesar el río, para llegar ol punto B en 
el menor tiempo posible. La anchura del río es hx la distancia 
entre los puntos A y B (por la orilla), es d , 

883, En el segmento recto AB=a 7 que une entre si dos focos 
luminosos A (de intensidad p) y B (de intensidad q ), hallar ol 
punto menos iluminado M (la iluminación es inversamente pro¬ 
porcional al cuadrado de la distancia al foco luminoso), 

884, Una lámpara está colgada sobre el centro de una mesa 
redonda de radio r. ¿,.4 qué altura deberá estar la lámpara, sobre 
la mesa, para que la iluminación de un objeto que se encuentro 
en el borde sea la mejor posible? (La Iluminación es directamente 
proporcional al coseno del ángulo de incidencia de los rayos lumi¬ 
nosos ñ inversamente proporcional al cuadrado de la distancia al 
foco de luz), 

885, De un tronco redondo, de diámetro ¿í, hay que cortar una 
viga de sección rectangular, ¿Qué anchura x y altura y deberá 
tener esta sección para que la viga tenga la resistencia máxima 
posible: a) a la compresión y b) a la flexión? 

Observación, La re ais tonda de la viga a la compresión es pro¬ 
porcional al arca de su sección transversal, mientras quo a la flexión es 
al producto de la anchura de esta sección por ei cuadrado de su altura, 

886, Una barra uniforme AB 1 que puede girar alrededor del 
punto ,4 (fig, 28), soporta una carga de Q kg a la distancia de a cm 
dol punto A y se mantiene en equilibrio por medio de una fuerza 
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vertical P, aplicada en su extremo libre B. Cada cm de longitud 
do la barra pesa q kg. Determinar la longitud x de la misma, 
de tal forma, que la fuerza P sea la mínima posible y hallar ¿\nin- 

887*. Los centros do tres esferas perfectamente elásticas ,4, 
B y C están situados en línea recta. La esfera .4, de masa M, 
choca a una velocidad v con la esfera B, la cual, recibiendo una 
determinada velocidad, choca a su vez con la esfera C, cuya masa 
es m. ¿Qué masa deberá tener la esfera B para que la velocidad 
de la esfera C sea la mayor? 

888. Si tenemos N pilas eléctricas idénticas, con ellas pode¬ 
mos formar baterías por procedimientos distintos, uniendo entro 
sí grupos de n pilas en serie y, después, los grupos así formados, 

(en número -2) en derivación. La intensidad de la comente que 
proporciona una batería de este tipo se determina por la fórmula 


Nne. 


' NR + rfir ’ 




donde e es la fuerza electromotriz de una pila, r es su resistencia 
interna, y R es su resistencia externa. 

Determinar para qué valor de n es mayor la intensidad de 10 
corriente que proporciona la batería. 

889* Determinar qué diámetro y deberá tener la abertura cir¬ 
cular de una presa, para que e l gas to do agua por segundo Q sea 
el mayor posible, si Q == cy}/h — y, donde h es la profundidad 
del punto inferior de la abertura (tanto h , como el coeficiente 
empírico c, son constantes). 

890. Si x u Xz, x n , son los resultados de mediciones igual¬ 
mente precisas de la magnitud x , su valor más probable será aquéx, 
para el cual la suma de los cuadrados de los errores 


o— 2 (z —*¡) 2 

tenga el valor mínimo ( principio de los cuadrados mínimos). 

Demostrar que el valor más probable de la magnitud £ es la 
media aritmética de los resultados de las mediciones, 


§ 2. Dirección de la concavidad. Puntos de inflexión 

I o . Concavidad de la gráfica de una función. Se dice 
qué la gráfica de una función dlferéncíable y — f (x) es cóncava hacia abajo 
en el intervalo {a } b) (o cóncava hacia arriba en el intervalo {a^ &i))x si 
para el arco de la curva está situado debajo (o correspondiente- 
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mente, para *4 encima) de la tangente trazada en cualquier punto 

del intervalo ( a , b) (o del intervalo {a it ¿ 4 )) (fig. 29), La condición sufieion- 
te para que en la gráfica y — f(x) la concavidad esté dirigida hacia abajo 
(o hacia arriba), es que se verifique on el intervalo correspondiente ía 
desigualdad 

/'(«)< O (/■(*)> 0), 

En lugar de decir que la gráfica es cóncava hacia ahajo, suele decirse, 
que tiene su dirigida hacia arriba . De forma análoga, para la 

gráfica cóncava hacia arriba, se dice también que tiene su convexidad diri¬ 
gida hacia abafo, 

2 o , Puntos de inflexión* El punto (^ 0 , j(z\ o)), en que cambia 
do sentido la concavidad de la gráfica de la función, so llama punto de 
inflexión (fig, 29) t 



Para la abscisa del punto de inflexión de la gráfica^de la función 
y = f(x) t la segunda derivada f* O o f (#q) no oxiste, Los puntos en 
que /* (*) = () o f'(x) no existe, se llaman puntos críticos de 2 a especie. El 
punto crítico de 2 a especie x 0 os la abscisa del punto do inflexión, si 
f* (x) conserva signos constantes, y contrarios entre sí, en los intervalos 
—ó <C X <Ü V ®o<*<«q+ó, donde 5 es un número ¡positivo determi¬ 
nado, y no sera punto de inflexión, si los signos de f f (#} en los intervalos 
antedichos son iguales* 

Ejemplo 1, Determinar los intervalos de concavidad y convexidad 
y los puntos de inflexión de la curva de Ganes 


Solución, Tenemos: 

y' = —2xe~ xt 
e 

Igualando a cero la segunda derivada y", hallamos los puntos críticos de 2 B 
especie 

y Xs= W~ 

Estos puntos dividen al ejo numérico —co<a?<-foo on tres intervalos: 
I(—co t X}), II (% ít x%) y III (x 2r -J-oo), Los signos de y u serán, respectiva¬ 
mente, -j- > ~~ y + (do lo que es fácil convencerse, tomando, por ejemplo, 
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un punto en cada uno de loa intervalos indicados y poniendo los correspon¬ 
dientes valores de x en y ")* Por esto, la curva será: 1) cóncava hacia arriba 

para — ooO< ——y —^=-<>< ■+• ooj 2) cóncava bacía abajo, para 

y & y 2 

— _-L<*<_i- . Los puntos (~Li son los puntos de inflexión 

1/2 1/2 \ 1/2 Ye ) 

(ftg, 30). 

Es de advertir, que debido a la simetría de la curva de Gauss respecto 
al eje OY y la investigación del signo de la concavidad de esta curva hubiera 
sido suficiente realizarla en el semieje 0<^x<; 4“ co. 



Ejemplo 2. Hallar los puntos de Inflexión de la gráfica de la función 


y y z~y¿ w 


Solución, Tenemos: 


_ í 

y" --|(*+2) * 


— 2 

9 y > + 2)6 ‘ 


O 
c n 

% 


Es evidente que no se anula en ningún sitio. 

Igualando a cero el denominador dei quebrado del segundo miembro 
do la igualdad (í), tenemos que, y ts no existo para x= — 2, Como y" > O 
para s < — 2 e y" <0 para &> — 2 ? el punto (—2, 0) es un punto de infle¬ 
xión (tig« 31). La tangente a este punto es paralela al eje de ordenadas, 
ya que lá primera derivada y 1 es infinita para x — — 2. 

Hallar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexión 
de las gráficas de las funciones: 


891 * y = £ 3 — Qx? + 12x + 4. 
892. í/ = (£+1) 4 . 


893. 


V = 


1 


894. 


,J ~ *M-12 ■ 


896. y — eos x. 

897. y =x — sena:. 

898. í/ = x e 1dí;. 

899. y = arctgíK —a:. 


89o. y = y r 4¡/ s — 12a;. 


900. y = (í+x í )e x . 
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§ 3. Asíntotas 

i* m Definición- Si un punte (x^y) se Aplaza continuamente por una 
curva y—f (x) de tal forma que, por ló menos, una de sus coordenadas tienda 
a) infinito, mientras que la distancia entre este punto y una recta determi¬ 
nada tiende a cero, esta recta recibo él nombre de asíntota de la curva* 

2 o , Asíntotas verticales (paralelas al eje 0Y)« Si existe un 
número a tal, que 

lint / (íe) — oo, 

sy+a 


la recta x^a es asíntota (yaríícai), ?. 

Asíntotas oblicuas (respecto a los ejes de coordenadas)- 
Si existen los límites 


lim 




x->-+«> x 



y 


lim f/ (x)—&*£] 

Pt> 


la recta y = k i x-\-b i será asíntota (oblicua a la derecha o bien, si £* = 0, 
horizontal derecha (paralela al eje OX ). = 

Si existen los límites 

lim 


y 


Hm [/ (x)—k 2 x]^b 2i 

¡ C *+—00 


la recta es asíntota (oblicua a la izquierda o bien, cuando ^=0 

horizontal izquierda, paralóla al eje QX}> La gráfica de la función y=ffa 
(que so supone uniformo) no puede tenor más de una asíntota derecha 
(oblicua u horizontal), ni más de una asíntota izquierda (oblicua u hori¬ 
zontal). 

Ejemplo L Hallar las asíntotas de la curva 




Yx*-í 


Solución. Igualando a cero el denominador, obtenemos dos asíntotas 
verticales: 

X = —1 J £ = 1, 

Buscamos las asíntotas oblicuas* Cuando x— tenemos: 


go % x V x% — 1 


® lim (y — z) = lim - 


a—£Vf^Í 


o, 


7—1 ote 
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por consiguiente, la asíntota derecha será la recta y=x. Análogamente, 
cuando x — —oo, tenemos: 

k z = lim 

X -*■—O0 * 


h = Hm <3/ + ac) = O-, 

JC-*— «? 


De esta forma, la asíntota izquierda es ij= —x (fig. 32). La investigación 
do las asíntotas do esta curva puede simplificarse si se tiene en^ cuenta 
su simo Iría. 

Ejemplo 2. Hallar las asíntotas de la curva 


x, 


Solución. Como 


Hm ij — — do. 


0 


la recta :r=0 será una asíntota vertical {inferior). Investigamos la 
para hallar solamente la asíntota oblicua derecha {ya que &^>0). 
Tenemos: 

A’ — Üm —— 1, 

X 

b= Jim (y — x) — 1 i ni In x — teo. 


curva 

O 

0 



O 


Por consiguiente, esta curva no tiene asíntotas oblicuas. 

Si la curva viene dada por las ecuaciones paramétricas ^=q>(¿): $ = 
en primer lugar se investiga si el parámetro t tiene valores para los que 



O 
c O 

0 

■ 

$ 

$ 

5 


una de las funciones <p (í) o t]j (i) se hace infíniLa, mientras quería otra 
sigue siendo finita. Guando qp(¿o)=co y ip{¿ 0 )^=£; ? la curva tiene una 
asíntota horizontal, y = c, SL ijj(í 0 ) = co y <p(¿ 0 ) = ú, la curva tiene una 
asíntota vertical, x — c> 

Cuando ip (to)^ 1 H í o) — oo f al mismo tiempo que 
' lim lim [r|>(í) — (£)i =*. 

la curva tendrá una asíntota oblicua, y = kx~^b m 
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Si la curva so da en ::forma de ecuación polar r = / (q>^ sus asíntotas 
se pueden hallar por la regla anterior, reduciendo la ecuación de la curva 
a la forma paramétrica por las fórmulas: 

x — r cosq>“/ (cp> eos cp; y— r = / { 9 ) sen cp. 

Hallar las asíntotas de las curvas: 


901. y — ■ 

902 - >-3=b& 


903. y — 


904. y 


—*4 




905. y = ~\íx^ — 1 . 

906. y = 


908. y = z — 2 + 


909. y-e-**-)- 2. 

910 ’ 

1 

911. # — 

912. , 

913. í/ ^In (:1 +%}« 

914* y - í + 2 nrctgí. 


'[/ar 3 *+3 

907. y-***-. 
yV J -i 

915. Hallar la asíntota de lo espiral hiperbólica r = -~. 


§ 4. Construcción de las gráficas de las funciones por sus puntos 
característicos 

Al construir la gráfica de una función es necesario * ante todo, hallar 
el campo de definición de la misma y determinar su comporto miento en 
ia frontera de este campo de definición. Es conveniente también señalar 
previamente ciertas peculiaridades ele las funciones (si es que las tienen), 
como son: la simetría, periodicidad, permanencia del signo, monotonía, etc. 

Después, hay que encontrar los puntos de discontinuidad, los puntos 
extremos de la función, los puntos do inflexión, las asíntotas, etc. 
Los elementos hallados permiten establecer el carácter general de la grá¬ 
fica de la función y obtener su diseño matemático verdadero. 

Ejemplo 1, Construir la gráfica de la función 

y= T ' 

Solución, a) La función existe en todas partes, menos en los pun 
tos x— ± L 

La función es impar, por lo que la gráfica de la misma será simétrica 
con respecto ní punto O ( 0 ; 0 ), Esta circunstancia simplifica Ja construc¬ 
ción de la gráfica. 

b) Los puntos do discontinuidad son x= — f y x = i ) aí mismo trompe 
que lim y^qzco y lim y = ^ oo, por consiguiente, las roelas a = 

ÍTO ar^-i^o 

son asíntotas verticales de la gráfica, 

7 * 
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c) Buscamos líts asíntotas oblicuas. Tenemos: 

*i= 1 iva. 4“0, 

ój=* lim y^co> 

por consiguiente, no existe asíntota oblicua derecha. Como la gráfica es 
simétrica, tampoco existirá asíntota oblicua izquierda. 



d) Mal laníos los puntos críticos do I a y 2 a especie, es decir, aquellos 
puntos en que se anula o no existe la primera, o correspondientemente, 
la segunda derivada do la función dada. 

Tenemos: 

, **—3 

y' — 


3 f (zS—!}«' 


(i) 


2x (9—i 2 ) 

* df(x*—iy' 


( 2 ) 


Las derivadas y f e y" dejan de existir únicamente cuando x = -± 1, es decir, 
sólo en aquellos puntos en que tampoco existe la propia función y, por 
seto, serán puntos críticos sólo aquellos en que y* o p" se anulan. 

De (1) y (2), se deduce: 

p'=±0 para x = ± “|/3; 
p* =0 para # = 0 y x^±3* 


De esta forma, y' conserva constante el signo en cada uno de los 
intervalos {—oo r — V3), (— VS, —i), ( — i, 1 ), (i, ~[/3) y ([/3i,+oo), 
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e y H en cada uno de los intervalos (—oo, —3), {— 3, —1)> (— li 0) (O, 1)* 

^ Para^ determinar qué signo tiene y* ¿(o'correspondientemente* y ) 
m cada uno de los intervalos señalados, hasta con determinar el signo de y 
(o de y") en un punto cualquiera de cada uno,do estos intervalos. 

Lós resultados de ésta investigación, para mayor comodidad, 'Se incluyen 
en una tabla (tabla í), junte con lds de los ¿álcúlos de. las ordenadas de 

Tabla I 


Con¬ 

clu¬ 

siones 


(o, i) 


a. V'¿) 


; 00 


no 

existe 


no 

existe 


+ 


yj ss i ,73 


V3 


n 


a,37 


Pun¬ 
to de 
iiífi'é- 
xióu 


La 
f un- 
cífSn 
Uecre- 
ce; la 
gráfi¬ 
ca es 
cón¬ 
cava 
bacía 
abajo 


Pun¬ 

to 

dé 

dls- 

con- 

ttnui- 

dad 


La fun* 
ción de¬ 
crece; la 
gráfica 
es cónca¬ 
va hacia 
arriba 


Punto mí¬ 
nimo 


(Va, 3 ) 


+ 


1,5 


-h, 


(3. +oo) 


+ 


La fun¬ 
ción cre¬ 
ce; Id' 
gráfica 
es cón¬ 
cava 
hacia 
arriba 


Pun¬ 
to de 
infle¬ 
xión 


La fun¬ 
ción crcc< 
tagrdnc 
es cón¬ 
cava hael 
abajo 


los puntos característicos de la gráfica de la función. Debe advertir; 
auo debido a que la función y es impar, es suficiente hacer los cálculos 
sol ame a te para % ^ 0; la mitad izquierda de 3n gráfica so reconstruye por 
el principio de la sixnetría impar. r , . . /9 . , . 

o) Con los resultados de la investigación, construimos la gráfica de la 

función (fíg. 33 ). , s 

p.j ampio 2. Construir la gráfica de la función 


ln a? 
x 


Solución, a) EÍ campo de existencia do la función es: 6<a?<+qo. 
h) En el campo de existencia no hay 'puntos de discontinuidad* 
pero al aproximarse al punto frontera (a?-r ty del campo existencia, 
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tenemos: 

, „ .. In x 

lira y — huí-- — qo, 

X^O 3C^0 % 

Por consiguiente, la recta ir^Q £el ojo de ordenadas) es una asíntota vertical. 

c) Buscamos la asíntota oblicua derecha u horizontal (ya que la asíntota 
oblicua a la izquierda no existe, puesto que no es posible que ¡r-*-—co): 

k= lira — = 0 P 

4¡:-*+q¡> ^ 

¿ 1 = lira y=zO* 

X-y-^OCr 

Por consiguiente, la asíntota horizontal derecha os dejo de abscisas: p = 0. 

ílV Huí IsmíW IfUR (Vritif'nq *¥*/> n mvi/i«■ 


d) Hallamos los puntos críticos. Tonomos: 

1 — ln x 


U r ^ 

r - 


x ¿ 

2 ln x —3 


O 

CÜ 

O 

O 


y* « y 9 existen en todos los "puntos del campo de existencia de la función 
dada o 

y r = 0, si lnx = l # os decir, cuando x = e\ 

= 0, si lai^y, es decir, cuando x—e*^ 2 . 

Hacemos la tabla, en Ja que incluimos los puntos característicos (tabla II), 

En esto caso, además de los puntos característicos encontrados, es conveniente 

_c n 

Q) 



lia llar los puntos de intersección de la gráfica con los ejes de coordenadas. 
Haciendo y =0, encontramos x = i (punto de intersección de la curva con 
el eje de abscisas): la gráfica no se corta con ol eje de ordenadas. 

e) Con los resultados de la investigación, construimos la gráfica de la 
función (fig. 34), 

Construir las gráficas de las funciones que se indican más 
abajo, determinando el campo de existencia de cada función, los 
puntos de discontinuidad, los puntos extremos, los intervalos de 








Tabla II 
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8 

+ 


re [el 
% 


+ 


SI 

O 

s 


POl 




-b 


£ - ^2 

a íT a ™ 5 

=t a > *s 

£ tí *- « « 


a s 


h Q 2 
«i O 


É4 5 


co 

O 

$ 


g £> 


'S - g 

t qj 'O 
D -D Ü 

o ® 
C 5 = 
3 9 h 


+ 


'O rt o¿ rt m 

t « 


I *8 

£ Si 

3 


tí 3|g 


r_ « 
« o 
tí 

C <5 

r S 


ú <o 'ía tí 
« tí & e ^ 

sgSS* 

e •- " PJ ’ 


Oí 


tí tí tí 


+ 


o 

tí 


.§ ri 8 ,£ £ 

g ~ 3 « a 

>s tí .íí z* 

es 


(ti 


«í *3 S <« 


&,g 


o 


g « « . ¿ 3 

2 -'*S|35 

*" <í tí 


2 s 6 « “ ¿ 

§ 2 g 3 •! 


a *»■ 


a« 
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. t jf ujjuvuctufies geométricas ae ta aerivaaa 

crecimiento y decrecimiento, los puntas de inflexión de sus gráficas, 
la dirección de la[s concavidades y las asíntotas de las gráficas. 

938. y=»2x + 2~-3 V(*-M) 2 . 


91 6j y = x*-áx a . 

917. yS£¡*±- : ~ 

918. y = (x-í) a (x-f-2). 

919. f. +4) . 

(g>n l^ 2 —5) 8 
V - 125^ ' 

921. y^-- 2x + ' ¿ , 

? a: i 

922. y = í^ü,."' 

£ 


923. y 

924, y 


‘+3 


* £ 
= x a -f 

1 


925. y = -jqq, . 

926. i/-^. 

927. 

928 - *=f 5 r 

929. y. 


x 2 —-4 

93 °- . = ^ 4 ) ■ » 

931. y = %i±í . 

932. 

933. y “ |/^8 -f- x —"[/"S — x. 

934. y = x /x 4 3. 

935. y = y^x 8 -— 3x. 

936. y=i/7T7 

O : 


937. y = ?/T^ 


939. y = \Z ".x y 1 — j/x—I. 

940, y=>/{x+4) z - Y(x—4 ) 2 . 
■V (*i- 2 ) a +|^(x^ 4 j 4 . 

942. y: 4 


941. y. 


943. y ¡ 


l/ 4 

rS 

£ l/x 2 —< 


944, - 

• f**-* 




-a'2 


945. ;- -—f 

' f (i—2j* 

946. y = xe~ x . 

947. y = (a + -£ 

948. x = c 3 *-* 3 -i* 

949. y=(2-Hx 2 )e- 

950. y — 2 j x | — x 2 . 

951. y = J^.. 

y* 

952. y = ^-ln-. 

2 G 

953. y ==-¡-^— . 

954. y = (x-f-1) ln a (x + 1). 

955. y = ln (x 3 — 1) y 

956. y^ln V^+i-t 

957. y = ln (1 +«“*). 

958. y= ln + . 

959. y = senx-f cosx. 
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960. y =sen x- 


SB n 2 x 


961. y = eos eos? x. 

962. j¿=sea 3 x.-fcos 8 «. 

963. y = 


964. y- 


SOU E + COS X 

sen x 


sen 


C-+t) 


965, y = son x * sen 2x. 

96Gp y — eos x* eos 2#- 

967. y ^x-^sgrx. 

968. y — aresen (l— \/ # 3 ). 

aresen# ; 7 

969. u = — .... . > 

Vi—^ 

970. y = 2x^tgx r 

971. # arctg #. 

972. y = X arctg—, si x =£ O 
e y = Q, si x = 0. 


973. y = x — 2 arcctg x. 

974. y ~ ^ + arctg x. 

975. y= l'n sha:. 

976. y = Arch ^ . 

977. yz=e se **. 

978. 

979. y=e ATct s x . 

980. y — lnsena:. 

981. g = lntg(-^ — y) ■ 

982* y ~ Id # — arctg x. 
983* y acosar — ln eosx, 

984. y arctg (ln,#)* 

985. y = aresenln(x 3 -(-l). 

986. y — x x < 

i 

987* y = x*. 


También se'recomienda construir las gráticas de las funciones 
indicadas en los N? 3 ,N 0S . 826 — 848. 

Construir las gráficas do las funciones siguientes r dadas en. 
forma paramétrica: 


988, 2¿, y — t 2 + 2t. 

989, x~a eos 3 t 1 y=asen£ (a>0). 

990, te 1 , y — te 

991, x = t+ e~ l , y e~ 2t . 

992, x — a(sht^ i/ = a(chf —1) (a!> 0), 


§ 5. Dlftrenclal del arco. Curvatura 

I o , Diferencial del arco* La diferencia] del arco í de una curva 
plana, dada por una ecuación en coordenadas cartesianas x e y, se expresa 
por Ja fórmula 1 : 

rdi=y(dx)* + (</ff}»; 

sí la ecuación do ia curva tiene )a forma: 
a) y=f{x), entonces 
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b) (y), entonces ds — /•+(*)•* 


c) * = <p(!)i = entonces ds — y/ ['W'Y dt ' 


d) ^ tf)— O, entonces 


ds = 




m 


i*;i 


Llamando a al ángulo que forma la dirección positiva de la tangente 
{es decir! dirigido en ol sentido doí crecimiento del arco de la curva s) con 
la dirección positiva del ojo OX , tendremos: 


dx 

cosa — —, — , 
as 


En coordenadas pola res f __ 

ds — yjdrf + í? ¿q>) 2 = j/",T a + ( J 3 dq>. 

Llamando p al ángulo formado por el radío polar de un panto de 
curva y la tangente a la curva en este mismo punto, tenemos: 

a dr 

C0S P = 7T’ 

sea $ = r ~~. 

r ds 

2* Curvatura de una curva. Se llama curvatura K de 
curva, en 3u punto M, al limíte do la razón del ángulo que forman 



direcciones positivas de las tangen ios a dicha curva en los puntos M y N 

(ángulo de adyacencia) a la longitud del arco MN = As, cuando N M 
{fig. 35), es decir, 


K= Jim 

As-*-C 


Acc 

¿7 


da 
ds ’ 
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donde a es el ángulo entre la dirección positiva de la tangente en el punto 
M y el eje OX . 

Radio de curvatura R< Recibe el nombre de radio de curvatura R la 
cantidad inversa al valor absoluto de la curvatura, es decir: 


R- 


1*1 * 


Las circunferencias son líneas de curvatura constante = donde a es 

el radio de Ja circunferencia j¡ f lo mismo que la línea recta (AT^O), 

Las fórmulas para calcular las curvaturas en coordenadas cartesianas 
son las siguientes (exactas, a excepción del signo); 

1) si la curva viene dada por una ecuación explícita & = /(#), la fórmula 

será 


0 


K = 


■ (1+ y 


2) si la curva se da por una ecuación implícita F ( 3 , y) — O, se emplea 
la fórmula 


K = 


F" 

p a 

F f 

A XX 

* xy 


F* 

F” 

F f 

yx 

yy 

y 

F' 

* X 

F 1 

y 

0 


(F^+F'*) 2 ^ 

3) si la curva se da en fonna parametrica por las ecuaciones ^ = cp (í) 
y = (¿)t entonces 

y 


K = 


y 




donde 


O 

0 

c 

O 

o 

o 

0 

0 


dx 

~ir 


i f = 


dy 

dt 


d?x 

~dt%~ 


y = 


d 2 y 
dt 2 


Ed coordenadas polarGS, cuando !a curva se da por la ecuación *■ — /(<p), 
tenemos: 

r® 4*- 2r /2 —-rr" 


A' = 


donde 


( r 2 + r '2) 3 /s 


¿Jqp ^ r — 


Circunferencia osculatrlí (o círculo osculador), Se Mama 
circunferencia oséala triz de una curva, eo un punto M de la misma, n la 
posición limite de i a circunferencia que pasa por dicho punto M y por otros 
dos puntos P y Q de la misma curva, cuando P —* M y Q —> M* 

El radio de la circunferencia osculatm es igual al radio d© curvatura 
y su centro (centro de curvatura) se encuentra en la normal a Ja curva, 
trazada en el punto M, hacia el lado de su concavidad. 
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Las coordenadas X e Y del centro de curvatura se calculan con las 
fórmulas . . ■ i 

v., + l±íZ. 

La evoluta de una curva es oí Jilear geométrico de Jos centros <fe curva¬ 
tura do dicha curva. 

Si en las fórmulas para la dotormínación de las coordenadas do) centro 
de curvatura se consideran X o Y como Jas coordenadas variables de los 
puntos do la evoluta, estas fórmulas nos darán Jas ecuaciones paramé tricas 
de dicha ovo Iota con parámetro x o y (o £, si ia propia curva viene dada 
por ecuaciones en forma paramó trica). \ 



Ejemplo L Hallar la ecuación de la evoluta de la parábola 
Solución. X ^—4¿c 3 j , Eliminando el parámetro 

hallamos la ecuación de la evoluta en forma explícita 


r-T+*(-f)* 


Evolvente de una curva. Se da este nombre a una curva tal, que con 
relación a ella, la curva dada resulta ser la ovoluta. 

La normal MC a Ja evolvente es tangente a la evoluta r t : la longitud 

del arco CC i de la evoluta es igual al incrementó correspondiente del radio 

de curvatura CC X —MC 1 por cuya ra¡£Ón, la evolvente o¡ reciba 

también ei nombro de desarrollo de la curva r lt que se obtiene desenrollando 
un hilo tenso enrollado a la evoluta 1\ (fig. 36). A cada evoluta lo corres¬ 
pondo una infinidad de evolventes* que responden a las diversas longitudes 
iniciales que puede tener el hilo. 

4 o . V árticos de una curva. Se llama vértice do una curva al 
punto de la misma en que Ja curvatura, tiene máximo o mínimo. Para 
determinar los vórtices de una curva se forma la expresión de la curvatura K 
y se bailan sus puntos extremos* En lugar de la curvatura K se puede tomar 

ol radio de curvatura Y ¡w busca su punto extremo, sí es que en 

A 


este caso es más fácil el cálculo* 


Ejemplo 2, Hallar el yértico do la catenaria y = a ch — (a ^ O), 
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a cU2 — 
a 


x í * x 

— , e y =— ch —■, 
a a a 

y, por consiguiente, if = a Tenemos, que 


Solución. Como ^' = sli 
1 


tendremos quo K— 


dli 

igualando a cero la derivada —, obtenemos sh-— O, de donde hallamos 

dx a 


el único punto crítico x = ü. Calculando la segunda derivada 


dm 

dx 2 


d^R 


-JLch — 

x=0 & & 


y ponían- 

=- > 0 . 
re—O a 


do en ella el valor de £=0, obtenemos 

Por consiguiente, x = 0 es el punto mínimo del radío de curvatura (o ©i má¬ 
ximo de la curvatura) de la catenaria. El vértice de la catenaria y = 

=rrach , será pues, el punto A (O, a). 


Hallar la diferencial del arco, y el coseno y el seno del ángulo 
que forma, con la dirección positiva del eje 0X 7 la tangente a cada 
una de las curvas siguientes: 

993, x 3 + y 2 = a 2 (circunferencia). 

994, ~r+ -fr = 1 (elipse). 

995, y 2 —2px (parábola), 

996, &V&+ y */3 a.(astroide). 


997- (catenaria), 

998- ¿r™ n (£ — sen í); y = a(\ —cosí) (cicloide)* 

999- x = a eos 3 £, y — a sen 3 1 (astroide) * 

Hallar la diferencial del arco y el coseno, o^el seno, del ángulo 
que fprnia el radio polar con la tangente a cada una de las corvas 
siguientes: 

1000* r = aq> (espiral de Arquímedes). 

1001, (espiral hiperbólica). 

1002* r = asec 2 ”- (parábola). 


1003. r — a eos® ~ (cardioíde), 

1004, r = (espiral logarítmica), 

1005* cos2f (lenmiscata). 

Calcular la curvatura de las curvas siguientes en los puntos 
que se indican: 1 
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1006. y = x^ —4a: 3 —l&c 2 en el origen de coordenadas. 

1007. x 2 +-xy -f- y 2 = 3 en el punto (1; 1). 

1008. + -p- = 1 en los vértices A (a, 0) y .6(0, b). 

1009. x — t*, y = l* en el punto (1; 1). 

1010. r 2 = 2a 2 eos 2<p en los vértices cuyos ángulos polares son 
9 = 0 y cp = ít. 

1011. ¿En qué punto de la parábola y 1 = 8a; su curvatura es igual 
a 0,128? 

1012. Hallar el vértice de la curva y = e x . 

Hallar los radios de curvatura (en cualquier punto) de las lí: 

siguientes: 

1013. y = x 3 (parábola cúbica). 


1014. -|1 + .|2~ = 1 (elipse). 



1016. x = acos 3 í; y = asen 3 í (astroide), 

1017. ;c = a{cosí4-¿sení); y= o (sen t — t eos í) (evolvente de 


circunferencia). 

1018. r — ae h< » (espiral logarítmica). 

1019. r = &(l + cos<p) (cardioide). 

1020. Hallar el valor mínimo del radio de curvatura de 
parábola y 2 = 2 px. 

1021. Demostrar que el radio de curvatura de la cateni 
y — ach “ es igual a la longitud del segmento de la normal. 

Calcular las coordenadas del centro de curvatura de las cui 
siguientes, en los puntos que se indican: 

1022. xy = 1 en el punto (1; 1). 

1023. ay* = x 3 en el punto (a, a). 

Escribir las ecuaciones de las circunferencias osculatrices de las 

curvas siguientes, en los puntos que so indican: 

1024. y = x l —6ar+10 en el punto (3; 1), 

1025. en el punto (0; 1). 

Hallar la evoluta de las curvas: 

1026. g 2 = 2 px (parábola). 
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1027 * ■S-+-S— 1 

1028. Demostrar que la evoluta de la cicloide 

x == a (¿ sen y = a (1 — 
es una cicloide desplazada* 

1029. Demostrar que la evoluta de la espiral logarítmica 

r = ae h w 

también es una espiral logarítmica con el mismo polo. 

1030. Demostrar que la curva ( desarrollo de la circunferencia) 

x = a (eos t-\-i sen ¿); y=*a (sen í — t eos i) 
es la evolvente de la circunferencia a cosí; ^ = asen/. 
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Capitulo TV 

INTEGRAL INDEFINIDA 


1. Integración Inmediata 

1 Q , Reglas principales para la integración. 

1) Si F* (a;) — / (a), entonces 

donde C es una constante arbitraria. 

2) ^ Af($)dx~A ^ f(x)dx, donde A es una constante* 

3} J /iW^± $ h(x)áx. 

4) Si í i (x) m dx — F{x)-\-C y (s), se tiene, 

^ f {u) du — F (u)-\-C. 

^ f(ax+b)dx^^-F(ax-^- 5)-fC (a 0}* 

2 o , T a b 1 a de integrales inmediatas. 

I- \ x*dxi=—r~ + C f n^ — í. 

i »+l 


En particular, 


da 


= la | £ |-f £\ 


,L S 

»'■ 5 ^p^-=v arc ‘ B -r +c “ _ 'r ,,00 * B v +c ‘ ( “^ 0) - 

,v - Ü-a=p—sHS£l +c < “’ i0) - 

S^ = - 5 T , »|S| + C 


V 

VI 


dx 


\ \ 

-s * 


.Inls + y^+al-K (a¥= 0 ). 


—= arcsen JL+C=— árceos _L +C t (o>0). 
1/aZ+x 1 * a a 
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VIL 

V11L 


IX. 


X. 

XI. 

XIL 

XIII. 


s 

$ 

s 

J 

s 

$ 

s 


a x d£-=:^ + C (a > 0); ^ 6* dx = e* -f- C. 

sen z dz » — eos * 4 - C. 

eos ^ d# “ gen. z + 0 
dx 

w*** +c - 

ot g ..+cr. 

— tB | tg 4~ | ■+£=lll|c0seci—Ctgzj + C. 

7 Ír = lQ [ tg (T + T) | + í =ln|t ga: + S ec I l + C. 


XIV. ^ sh a; 

o 

XV. ^ ch x dx =5 ah # -j- C. 

XV1 - S ^r= th '+ c ' 

xv “- S ik-- c “‘'+ c - 

Ejemplo 1. jj (aaE a “f-6af4“^) <£e = \ aséete4" jj bx da;-}- ^ c dz=¿ 

\ x*dx-\-b ^ ££¿£4~ c ^ dx = a ^+ 


Hallar las siguientes integrales* empleando para ello las regías 
principales 1), 2) y 3) y las fórmulas de integración. 

1031. ^ 5 a?x & d%. 

1032- ^ (6x a + 8x 4- 3) dx , 

1033. ^ x (#4- &) (# + ó) dx . 

1034. ^ (a4-¿^ 3 ) a d^- 

1035. ^ j/2pa:d®, 

Í036. t — . 

J ¥* 


8—1 OS 6 
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I —n 

1037. $ (rix) 71 dx. 

2 2 


1038. J (a 3 — x s fdx, 

ÍG39. J {Yá¡+l)(x~Vx+l)dx. 
,040. \l^±m^Ldx. 

1041. J 




V* 


dx , 


1042. \ Ü-tzJciídz. 

y «a 


1043 


i 

• s 




^ 4-7 * 

mi - ] t£¡¡> 


1045. J 

1046. J 


da; 


y 4 + a® ' 

c?j: 


~^/ 8 "t- 

,0«. f V^ljP fc 

¿ y4-a-* 

1048*. a) \ t g*xdx; 

b) ^ th^xdx. 


1049. a) ^ ctg 2 xdx; 

b > i 

1050. J 3* 


cfch 2 x dx. 


; e x dx. 


y 


3°* integración mediante la introducción bajo el 
signo de la diferencial. La regía 4) amplía considerablemente la 
tabla de las integrales inmediatas- Precisamente, gracias a esta regla, la 
tabla de las integrales es válida, independientemente de que la variable 
de integración sea una variable independiente o una función diferenciaba. 

Ejemplo % 

l 


\ vfe-y 


■ 45 * 


1 I 

2 , 1 “ 2 L r 

du== T'~r +C ' 


i (5 jt — 2) 

"5 T 

2 


1 

2 P _ 

+c=~ ysx—2+c, 


donde se supuso u = 5i —2. Se empleó la regla 4) y la integral I de ia tabla. 
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Ejemplo 3. 


s 


x dx i f 

yi+í* " T i 


Vi+(*“)* 


=4-)n &+V¡+**)+C. 


De forma implícita, so consideró que u = x 2 y so empleó la regla 4) y la 
integral Y de la labia. 

Ejemplo 4. \ t d = X e**-\-C de acuerdo con la 

« *' J 

regla 4) y la integral Vil de la tabla. 

En los ejemplos 2 T 3 y 4 t antes de aplicar las integrales de la tabla, 
transformamos la integral dada a la forma 


^ / (tp (x)) <p f (x) dx— ^ f(u)du, donde a = rp (j?). 

Esto tipo de transformación se llama introducción bajo el signo de la 
diferencial. 

Es conveniente señalar las transformaciones do las diferenciales que se 
emplean con frecuencia, como son las que se utilizaron en ios ejemplos 2 y 3: 

1 1 

a) dz = — d {ax-\-b) (a + 0); h) x d ( 2 -) y otras semejantes. 


Hallar las siguientes integrales, empleando para ello las reglas 
principales y las fórmulas do integración. 


1051**. 

\ a 

¿ a — x' 

1052**. 

\ 

*1053. 

f 1—3* 

\z+ü dx ' 

,1054. 

f x dx 

0 <L + bx " 

1055. 

[ a -^~dx. 
i ax + p 

1056. 

5 Sí* 

1057. 

yy, +7 ^- 

1058. 

\t±£±±dz. 

J a?— 1 

1059. 

S (« + r=i) dx - 

1060*. 

i C*+4>“ dx ' 

1061. 

? bdy 

i Vt~»' 

f* , , , 

1062. 

\ ]/ a— bxdx. 


1063*. 

1064. 

1065. 

1066. 

1067. 

1068. 

1069. 

1070. 

1071. 

1072. 

1073. 


y^-f i 

V'x~h lnx 

X 

dx 

3x2 + 5 ~ 

dx 


dx. 


dx . 


7s*~8 


dx 


J (a + 6) — (a — b)x* 

(0< í> < a). 


¿> + 2 


dx. 


«a —ií 


dx. 


x^-Gx + G , 

ñ , j 

x^ + 4 


dx 


y 7 + 8 ^ 

dx 

yif-sS * 

%x —5 


3*3-2 


dx . 


8* 


www.elsolucionario.net 
































Í16 


www.elsolucionario.net 

Integral indefinida 


1074. 

r 3 — 2x , 

hz+T**- 

1093. 

^ dx. 

1075. 

C 3* + i 

1094. 

\ x-T*dx. 

J ysz*+i 

V 

1076. 

C — dx. 

J \fx2- — 4 

1095. 

1077. 

f x dx 

) i 2 '—5 ' 

1096. 

r ^ v* dx 


f x dx 

) 2^ + 3 ' 


i ]/ X 

1078. 

1097. 

\ —l dx ‘ 

1079. 

f ax + h r>r 



1098. 

\ e x Y a — be x dx . 

1080. 

f x dx 

i 

1099. 

¿ 

x í x 

V (e a -¡-1 e a dx. 

1081. 

\ * a 0 dx ■ 


V 

f* dx 

j í+a® 

P X a íi:£ 

1100*. 

i 2*+3 ' 

1082. 

i yi«—i 

1101. 

” a x dx 

J 1 +a» ‘ 

1083. 

P „ /"arcscn x * 

J K -1=^-^' 

1102. 

í dx. 

i i — e - 2 bx 

1084. 

P arctg ~ 

J 4 + .. 2 ^ 

1103. 

¡* e* dt 

1085. 


1104. 

^ sen (a + bx) dx. 

1086. 

p dx 

1105. 

\ eos ~^r dx, 

j y2 

¿ (l+a: 2 )ln(x+ \Z\-\-x 2 ) 


1087. 

J «r" 1 * dx. 

1106. 

^ (cosax+senax)' 

1088. 

J 4 a " 3 “dx. 

1107. 

S a * V * V7 ■ 

1089. 

(e ! — e -! ) di. 

1108. 

J sen (lg x) ^ . 

1090. 

^ (e*í.4- e “) 2 dx. 

1109*. 

^ sen 2 a: dar. 

1091. 

f <«*-&*)*, 

J «*6* 

1110 *. 

^ eos 2 a; da:. 

1092. 

t 

j y a* 

lili. 

^ sec 2 (ax + b) dx. 
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1112. 

1113. 

1114. 

1115. 

1116. 

1117. 

1118. 

1119. 

1120. 
1121 . 
1122 . 

1123. 

1124. 

1125. 

1126. 
1127. 
Hallar 

1145. 

1146. 


\ ctg 3 ax dx. 


X 

sea — 
a 


3 eos 


( 5 *“t) 


sen (ax +fr) 
x dx 


í 

í 

s 

i COS 3 -E 3 ' 

\ x sen (1 — x 3 ) dx. 

\ (-Í—- — l\ 2 dsc. 

J V sen x y 2 / 

^ ig xdz, 

¡> 

\ ctgxdx. 

$c«e : 


dx. 


. 18 7- 


\ x ctg (x" 4-1) dx. 

\ 


SQB X COS X 


1128. \ 

1129 * \ 3 +eos 3z 


cos ax 
sen 5 ax 

sen Sx 


dx. 

dx. 


1130. J 


sen j cosjE 
"|/ eos® x — sea 3 x 

1131. \ 4-3cos 3 3:sen2xd3:. 

1132. ^ tg 3 —■ sec 3 y dx. 

1133. f "^- g * 


1134. 

1135. 


1137. 


\ eos—sen —dx. 

¿ a a 

l sen 3 6x eos 6a: dx. 
las siguientes integrales 
^ x y 5 — i® dx. 

t - v- 3 ~ V |fe- 

J a 1 —4í-yi 


s 

c_ 

J sen** x 
+ sen 3x 


eos 2 x 
2 


-dx. 


dx. 


Y 


dx. 


eos 2 3s 

U36, [ (oo 

J sen as 


f eo 


cosec 3 3r 


■ ¿I. 


a ctg 3a 

1138, ^ (2sh5x—3ch5x) dx 

^ sh 3 x dx. 


1139. 

1140. 

1141. 

1142. 

1143. 

1144. 
indefinidas; 


? dx 

J shT" 

i cta* ■ 

C ^ 

J sh £ eli a: 
th x dx. 

^ cth xdx. 


ii47, S 


X 3 

1148. J ze"* 3 dx. 
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1149. 

f 3-y¡2 + 3*3 
y 2 + 3a¡3 ” 

1150. 

f — 1 * 

Jí+T*- 

1151. 

c líí 

i y? 5 

1152. 

f 1 — sen a , 

\ ■ , dx. 

1153. 

f Íg3aj — ctg3¿ , 
i sen 3* 

1154. 

f dx 

J x ln 2 x ‘ 

1155. 

? seo 2 x j 

\ ~T -~- dx. 

s ytg^x—z 

1156. 

5( 2 +BTH)Bqi- 

1157. 

^ a £cn * eos x dx. 

1158. 

1 Vx*+i dz ' 

1159. 

f x dx 

) yi_*4 • 

1160. 

^ tg s ax dx. 

1161. 

^ sen 3 ~ dx. 

1162. 

f sec 2 x dx 
«J +'4—tg 3 ir 

1163. 

r y. 

1 eos — 

J a 

tí 64. 

yi.+ ^cto. 

1165. 

W^‘y=r 

1166. 

f X 
' sen (a; 2 ) 

1167. 

f í arct S x +x]n(H-*2)+i 

i *+** 


1168. 

1169. 

1170. 

1171. 

1172. 

1173. 

1174. 

1175. 

1176. 

1177. 

1178. 

1179. 


1180. 

1181. 

1182. 

1183. 

1184. 

1185. 


1 


sen x —■ eos x , 

-r- dx. 

senx + coss ' 

* \ 2 


(■ 


-sen 


yv 


dx. 


sen ■ 


yi 

s A*- 

\ ¿ Sen2:c sen 2x dx. 
5 —3x 


J 1/ 


y 4—3** 


: dx. 


e«+l " 

dx 

h) 4- (a — b) x$ 

(0 < b < a). 

. ñl* 

dx . 


Ik 


Vea*-2 
¿te 

sen ax eos ax 


s 

$ sen (++ <Po)*. 

s 


x (4—ln 2 x) 


árceos 


2 




V4—a;2 

e -tg x sec a x 


sen x eos x 
~Y 2 — sen 4 x 
/ix 

sen- x eos 2 + ’ 


dx. 


asesen x + & 

yrz^i 

f soexisfx 


ysec 2 x +1 


dr, 

<r/a\ 
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1186. 

f eos 2x ¿ w 

) 4-pcos 3 2x ÜX ' 

1189. 

1187. 

r dx 

¿ i + eos 2 X * 

1190. 

1188. 




^ x 2 ch (x 3 + 3) ch\ 

i 


■3>tb pc 

ch 2 x 


§ 2, Método de sustitución 

1°. Sustitución, o cambio de variable en la integral 
indefinida. Poniendo 

*=<p(o. 

donde t es una nueva variable y <p una función continua diferenciable, 
tendremos: 

\ f ^ / [tp (f)] <}>' (í) dí. (1) 


La función <p se procura elegir de tal manera* que el segundo miembro de 
la fórmula (I) tome una forma más adecuada para Ja integración. 
Ejemplo 1. Hallar 

\ x l/x — 1 dx . 


Solución, Es natural poner t=~\/x — 1, de donde x — £ É +L j dx*= 
= Ztdt . Por consiguiente: 

^ xl/T^i dx= (i2 ...t) (. 2tdt*=2 \ {l* + t*)dt = 

= f í5 + T t 3 + c =T( x -V 2 +T ix ~ i)2+Cm 


Algunas veces se emplea la sustitución dol tipo 

u = tp (x). 

Supongamos* que hornos conseguido transformar la expresión subinte- 
gral / (x) dx a Ja forma siguiente: 

f (x) dx = g (u) donde u — <p (x). 

Si la \ g (u) du es conocida* es decir, 

\ S (“) dtt — F {k)4*C, 

L 


tendremos 

$ /(z)¿z=F[<p(:c)H-C 

Este procedimiento es ci que ya utilizamos en el § 1* 3 o , 

Los ejemplos 2, 3 y 4 || i) se podrían haber resuelto de la forma siguiente: 
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_ Integral indefinida 


Ejemplo 2. u = 5r—2; du = 5dx\ dx=~-di(. 

5 




1/5*-2 


? du 

) yr 


■+c =-r-1/5*—2+<7. 


Ejemplo 3. u — x^; du — 2xdx\ x dx—^r- * 

z 

f zás i p rfit 1 __ 

1 VrF5-“- i yrR? = “' , ‘ ( “ +V,+ " a)+Ci 


= 1"ln(i>+VT+3*)+C. 


J,. 

Ejemplo 4. w*= x 3 ; da = 3 x*d$i x 3 dx = —* . 

ó 

^ dx = -j- ^ *** + C = -gr e® 3 + C\ 

2 # * Sustituciones trigo no m é trie a s* 

i) Si la integral contiene el radical ~\/a* —x®, generalmente se hac^ 
x—a sen t; de donde 

"j/<3 2 “ X 2 = íl COS 2 , 


2) Si la integral contiene el radical se hace x = asec i; de donde 

~j/x 2 — a 2 — a tg í* 

3) Si la integral contiene el radical se hace x= a tg í; de donde 


O 


~\f x 1 sec í* 


Hay que advertir, qué las sustituciones trigonométricas no son siempre 
las más convenientes. 

En ciertos casos, en lugar de las sustituciones trigonométricas, es pre¬ 
ferible emplear las sustituciones hiperbólicas t cuyo carácter es análogo 
(véase el ej. 1209). 

En e! § 9 se trata más detalladamente de las sustituciones trígono- 
métricas e hiperbólicas. 

Ejemplo 5, Hallar 


Q) 


’l/xSJ-f-l 


x 3 


dx. 


S © loción. Hacemos x = tg í. Per consiguiente, dx — 


dí 


eos 2 í 


Vz*+t dx {■ _j/tg®í+1 _dt 


-s 


-s 


t e a í 


eos 3 


H 


sen t eos 3 t di 


son 3 / 


eos 


p Íí ( 

* sen 2 í + cos 3 í ? 

¿i p 

J sen 2 1 eos t , 

) sen 2 í'eos t — J 

eos i ' ¿ 


Tt- 

C05 t 
sen 3 i 


diz 
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m 


=»la | tg -f secf + | tgí+Vl-l-tgíí | — 

yr+Wt . .-.'-rrr, yw+i 

-tgi-r C = ln | z-f- ]/i 2 + l [ —- - -rC. 

1191* Hallar las siguientes integrales, utilizando para elle las 
sustituciones indicadas: 

i 

- j > 


a) Ü7vfer- 


—ln £; 


**+1 ’ 

c) ^ £ (5x s — 3) 7 dz: f 5x 2 — 3 = £; 

ix {* a: da: 

d) iySTT 

. {* eos a; dx 

•> s 


¿ = y x+l; 
t = sen í. 


l/l+sen a a; * 

Hallar las integrales siguientes, empleando para ello las susti¬ 
tuciones más adecuadas: 


1192. J x (2x + 5) 10 dx 

1193. [ 1 + f_ dx. 

J 1+ ]/x 

1194. f -fi =. 

1195. ^ 

1196. \ 


H97. f & *™*) Ldx. 

J l/i — *2 

1198. \ — - ~= - dx. 

J y** ^-í 

sen 3 a: 


da; 

—t 
In 2a; da: 
In 4a: x 


1199. J - 

1200*. J 


^COS £ 

da: 


dx. 


Vi+< 


Hallar las siguientes integrales, empleando sustituciones tri- 
gonométricas; 


«"• s 

1202 . \ 

j y%—& 

1203. \ y*'- — dx. 

1204*. í - 

J i]/ 22-1 


1205, J y±tLdx. 

A ( 1 dx 

t206 *' 1 jv’gg ’' 

1207. t yrxp dx. 
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_ /ntegral indefinida 


Í208. Calcular la integral 

í 

j x{l — x) 

valiéndose de ¡a sustitución x^s 
1209, Hallar 

^ ]/a 2 -j-a: a dx t 

empleando la sustitución hiperbólica a: = a sh 

8 o I u c i/5 n. Tenemos* ^\/a* -j -= "|/a 4 +^sti*í t= a eh t y dx = a oh í 
Do donde, 

J ]/a- + x dx =. ^ ü ck ¿ eh i dt — 

— jj ch 2 tdt = a% ^ ~~y —¡- í ¿£ = ± r J 


Como 


H -§- (shíchí+Oi- 


sh í = — , ch t 


Y^ + ; 


<<-oh t+sh t = _£±3^±ÍL, 
tendremos en definitiva: 

^ ~l /a^-^-x^dx — -íj- 1 /a 2 -\-x 2 H—l* 1 ( x “1“ + 

¿|2 

donde C¡ — C -— jn a os una nueva constante arbitraria. 


1210. Hallar 


haciendo x — a ch t . 


P 

1 * 


§ 3, Integración por partas 

Fórmula para la integración por partes. Si u = tp (x) 
y = son íunciónos diferencial) Ies, tendremos que 

\ udv — uv~^'\ vdu. 


Ejemplo i< Hallar 
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Poniendo u = \nx: dv = xdx, tendremos du — — ; y = ~ , De donde, 

x ¿i 

f i - i ? x 2 dx x* , r 

J *ln»¿* = -5-1*1*- J -y — — r +C. 

A veces, para reducir ia integral dada a una inmediata* hay que emplear 
varias veces ia fórmula de integración por partes. En algunos casos* valión~ 
dase de la integración por partes, se obtiene una ecuación, de la que se 
determina la integra] buscada. 

Ejemplo 2. Hallar 


^ e x coa x dx . 

íj e x eos x dx— \ e x d (mn x) = e x sen x — J e x sen xdx = sm x + 


Tenemos 


^ e' x d (eos x) — 

¡¡ e x sen eos x — ^ e x eos x dx. 

Por consiguiente* 



\ e x eos zdx*=t x sen x + e* 

eos X — U 

e x eos x dx. 

ó 

de donde 



rt . gX 

\ e x eos x dx = (sen 

"P eos x) —1~ 1 1 

Hallar las siguientes integrales, 
integración por partes; 

utilizando la fórmula para la 

1211. ^ ln x dx. 

1220 *. 

^ x*e 3 dx. 

1212. \ arctgxdx. 

1221 . 

^ xsenxcosxdx. 

t* 

1213. \ aresen xdx. 

1222 *. 

^ (x 2 + 5x+6) eos 2x dx . 

1214. ^ xmnxdx. 

1223. 

^ x s ln x dx * 

1215, ^ arcos3 xdx. 

1224. 

^ ln s x dx. 

1216. 

1225. 


1217. J x-2 ~ x dx. 

1226. 

S W & 

1218**. \ x^dx. 

1227. 

\ x arctgxdx. 

1219*. J (;c 2 ~2z + 5 )e~*dx. 

1228. 

^ x aresen x dx. 
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1229. 

^ ln (x + Y 1 + x 2 ) dx. 

1233. \ 

1 3* eos arda:. 

1230. 

f x dx 
¿ sen 2 x 

1234. \ 

e a ‘* sen bx dx. 

1231. 

í 1 x eos x , 

¿ «sn ? dx - 

1235. \ 

i sen (Inz) dx. 

1232. 

^ e*senxdx. 



Hallar 

las siguientes integrales, 

empleando diferentes 

dímientos: 



1236. 

^ dx . 

1246. \ 

t 

1 arcsen y x A 

\ y i=r* 

1237. 

\ e^ dx. 

1247. \ 

j x tg a 2x dx. 

1238. 

^ (a: 2 — 2x + 3) ln x dx. 

1248. \ 

‘ sena* , 

\ & ax * 

1239. 

^xln-^dx. 

1249. \ 

( eos 2 (ln x) dx. 

1240. 

[ W* dx 

1250**. 

f 2:2 da; 

i ax - 


1241. 

f dx 

1251*. 

P ría: 

J a 

i (* a +« a } a ' 

1242. 

x a arctg 3x dx. 

1252*. 

í Y a 1 — x 2 dx. 

1243. 

^ x (arctg x) 2 dx. 

1253*. 

\ y A + x 1 dx. 

1244. 

^ {arcsen x) 2 dx. 

1254*. 

C %% dx 

i y$^x*' 

1245. 

\ arü ^ u * dx . 




0 

■ 

O 

c5 

o 

'o 

o 

_c o 

0 


§ 4. Integrales elementales que contienen un trinomio cuadrado 

I o . Integrales del Upo $ tJt+ta-fi' **' E1 P rocedimiento 

principal de cálculo consiste en reducir el trinomio de segundo grado a la 
forma: 

ax 3 -f- bx + c = a (£ + /c) a + í f U) 

donde k y l son constantes. Para efectuar la transformación (i), lo más 
cómodo es completar cuadrados en et trinomio de segundo grado. También se 
puede emplear la sustitución 


+ t. 
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Si m — 0, reduciendo el trinomio de segando grado a la forma (1), obte¬ 
nemos Jas integrales inmediatas III o IV (véase § 1, 2°, tabla de las inte¬ 
grales elementales). 

Ejemplo 1. 


dx í f 

k dx 

2x2 —5a:+ 7 2 , 

' 1 

(**-2-T*+f) 

l+l 

ri-*) 
[ 2 16 } 


M) 


(- 4 ) 2 +§ 


5 

x 4 

arctg —— 


\/3i 



Ax— 5 

" re,B W 




Si del numerador se separa la derivada 2ax^-b del trinomio 

de segundo grado 

Z-(2ax+b) + 


ax 2 ~\"bx-\~e 


dx 


-\ 


ax 2 -|- bx -f- c 


- dx — 


m 

*2a 


]q| a*a + fcx-f-c|+(»”-^-) jj 


dx 


ax 2 -f* bz + c 1 


y de esta forma nos encontramos con una integral como la que analizamos 
más arriba* 

Ejemplo 2. 




y(2-l)—~ 1 

dz^l- lnU 2 — *—i | — 


-x—<\ 




= Y in \^— X ~ 1 ! 


2 1/5 


= ln 


2x — i — ~\/ 5 

2x~i+ \/b 


+ C. 


2 o . Integrales del tipo \ - ■■■ . dx. 

o y dx* -\-bx-f-c 

Los métodos do cálculo son análogos a los examinados más arriba. En defi¬ 
nitiva la integral s© reduce a la V integral inmediata, si a > O, y a la VI, 
si a<Ü, 

Ejemplo S°* 


p dx 1 , 

f* dx 

\ V2 + 3x —2i 2 yz 

!§-i 

t- 4 ) 


i 

V2 


árese n 


Ax-Z 

5 


C. 
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Integral indefinida 


E j o m p 1 o 4 o . 


[ * + 3 = 4- \ > 2a! + 2 -= r . t Ja-f-2 í —- 

¿ Va: i í + 2í + 2 2 0 V* a + 2 * + 2 ¿ V(a 


dx 


(*+l)»+Í 

= V*® + 2a + 2 -f-2 In (a + 1 + VP+2a + 2) + C. 

Z°. Integrales del tipo 

dx 


ax?-\-b£~\-c 

Utilizando la sustitución inversa 

1 


mx -\- n 

estas integrales so reducen al tipo 2 o . 
Ejemplo 5. Hallar 


= /, 


b 


dx 


Solución. Ponemos 


:*-M) vwi 




de donde 


dx = 


dt 
t» ’ 


i 


Tenemos: 


¿a 


dt 




Vl~2í + 2íü 


i/(4r + r b-bb/^i 




V2 


~ ln 


ar+V2 {^-f 1) 


s + l 


4 o . Integrales del tipo ^ + c dx. Completando cua¬ 

drados en el trinomio de segundo grado» esta integral so reduce a una de 
las dos integrales principales siguientes (véanse los N 0& , N oa 1252 y 1253): 

í) ^ y 'a* — x* dx ^ ~[/a* — x f¿ + 4p a reaon + <T, 

2) ^ ~l/x 2 + vi da: — T/s a + ^ +"^" I 11 I ^4* l/^ 3 + *4 |-J-C* 
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Ejemplo 6. 

jj yr— 2x^1^ dx= f ys¡-~(i.+ !B)*d(l + x) = 

= - ÍT— ■■ ~\/i — 2x~~x 2 -f-arasen ■ 

2 ' 1/2 

Hallar las integrales: 


1255. 

1256. 

1257. 

1258. 

1259. 

1260. 
1261. 
1262. 

1263. 

1264. 

1265. 

1266. 
1267. 


dx 


z 2 + 2* + 5 ’ 
dx 
-\-2x 
dx 

&c !3 — X +1 ' 
x dx 

s 2 —7*4-13 ' 
3^ — 2 


- 4^c -)— 5 




\ f j r 

¡ x^+dx + ó 




x 2 — fitf + lO 
_ (Ix _ 

1/2 + 3*— 2»* 


j/a? — a; 3 
da: 

VaS + pa -|- g 
3a:— 6 


y .r 2 — 1\ a -(- 3 

2a: — 8 


- cía:. 


|/í — a: — a: 2 
_ z 

y 5x" — ‘¿x ~í- i 


dx. 


■ dx. 


1268. 

1269. 

1270. 

1271. 

1272. 

1273. 

2274. 

1275. 

1276. 

1277. 

1278. 

1279. 


dx 


\ 


dx 

dx 

(x ~ i) y*rr$” ‘ 

f_ dx 

í y-M) y¿s+áa ’ 

^ ]/"a: a -+* 2x -j- 5 tía:. 
^ ]/"a: — a: 51 cía:. 

^ 1/2 ~ x—x^dx. 

í* a: da: 


a:-»—4 í 2 ‘-[-3 
eos x 


son 2 #~-fósen x-{-\2 
i* dx 


7 , dx. 


VT- 


sen x dx 


"]/cos 2 x-\-A eos x +1 
In * d* 

% |/i —4 Jns — ln 3 x 


§ 5. Integración de funciones racionales 

I o , Método de los coeficientes indeterminados, La inte¬ 
gración de una función racional, después de separar la parte entera, se 
reduce a la integración de una fracción racional propia 


P{*) 

Q te) f 


(i) 
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Integral indefinida 


donde P (a:) y Q (a?) son polinomios enteros y el grado del numerador P (x) 
os menor que el del denominador $ (x). 

Si 

—n)“ ... (x — l) k , 

donde í son las diferentes raíces reales del polinomio Q (x) ya,..., X 

son números naturales (grades de multiplicidad do las raíces}, 3a fracción (1) 
podrá descomponerse en fracciones simples: 


J*W - ¿i 

«W 


x — a (X“fí) a 




(*—«) 


+ ■■* 


...4 


x~l 1 Z ) 2 


T+ —■ 


Lx 




k * 


(2) 


Para calcular los coeficientes indeterminados ^ amias partos 

de la identidad (2) se reducen a la forma entera y, después, se igualan, los 
coeficientes de cada una de las potencias iguales de la variable x (primer 
procedimiento). También se pueden calcular estos coeficientes igua¬ 
lando la x f en la igualdad (2) o en su equivalente, a ciertos números debi¬ 
damente elegidos (segundo procedimiento). 

Ejemplo L Hallar 


x dx 






Solución. Tenemos: 

x 


B i 


*4" 


Bo 


O 

O 


(x —1) (as + l)« x —1 ^ x + 1 T (x + lf ' 

de donde 

(3) 

a) Primer procedimiento para ta determinación de los coeficientes , Copiamos 
la identidad (3} dándole la forma 

xm (A+B ± ) x 2 4(2.4 4 Z? E ) x -f (á - - *a)< 

Igualando los coeficientes de cada una de las potencias iguales de x, tenemos 
0 = 4 + 5,; 1=2 4+5 2 ; 0 = 4—5, — 5 g . 

De donde 

1 11 
4 = t ; 5,— 7 ; 5 2 =2-. 

b) iíegiíRiíú procedimiento para la determinación de los coeficientes* Haciendo 
x = l en la identidad (3), tendremos: 

i 

i^A 4 3 es decir, A , 

Haciendo x=—1, tendremos: 

1 

— i “ —¿^*2, es decir, Zí a “ y * 

Haciendo después x —0, tendremos: 

0 —A — —B 2 * 


i 

es decir, Bi — A —B z —— 
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Por consiguiente, 

í £ dx 1 C dx 1 T dx 

4 i x — 1 4 J x-\-í + 2 J (tf + t)3 

= T ,n I * -1 I~T ln i g + ^ I 2 (aVJ) = 

1 1 

— 2(a + 1) + T ln 

Ejemplo 2. Hallar 

c_ *1 _=/. 

J -f- ¿c 

Solución* Tenemos, 

_j_ _ 1 _ A S _ C 

l} 2 x ' x — 1 ' (x^ l) s 


x— 1 

£ + 1 


+ C - 


y 

1 = ^1 (r—l) 3 + i?;r (a — 1)+C¿r. (4) 

Al resolver este ejemplo, se recomienda combinar los dos procedimientos 
para la determinación de los coeficientes. Utilizando el segundo procedi¬ 
miento, hacemos en la identidad (4) y obtenemos i^A. Luego, haciendo 

1, tendremos que Í^C, Después, empleando el primer procedimiento, 
igualamos en la identidad (4) los coeficientes de a: 3 * Tendremos; 


O —.4 + #* es decir, B— — !• 


De esta forma, 


*4 — 1* JJ— —1 y C = L 


Por consiguiente, 


/ = 



S T=r + S l^TF= ln !" I - In I" - 1 1 



fC. 


Si el polinomio Q (x) tiene Taíces complejas a ±i& de multiplicidad k, 
en la descomposición ( 2 ) entran ademas fracciones simples de la forma 


M i x + N l 1 Mftg+^Vfe 

**' + pJ? + í s ' ■ r + (Í2 4-p^-J. 


(5) 


donde 


/>* -|- 7 = \x — (a +&&)] [a: — (u — í&)] 


y M<íj N^i Mj l , Nh son coeficientes indeterminados que se calculan por 
los procedimientos indicados más arriba. Guando = la fracción (5) 
so integra directamente; cuando &^> 1 , se emplea el procedimiento de reduc¬ 
ción , recomendándose que previamente se le dé al trinomio de segundo grado 

2 p-\-px-\-q la forma —rpj 4 - 17 —y se haga la sustitución a?~j~ 4 |-= 3 * 

Ejemplo 3, Hallar 

5 (,* + ¿ + 5)1 dx=I ' 

S o 1 ü c i ón* Como 

jc» 4-4» + 5^(ar + 2)3 + l, 

9—1010 
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Integral indefinida 


poniendo x-\-2 = z t tenemos: 

z —1 ■ f z dz 


■-i 


(z 2 + l) 2 


■ dz 






\ 


(t + z 2 ) — z 2 


(z 2 + 1)3 


■ dz = 


2 (** + !) 


■Sm+S-[ 


i 


■h-I 


2(í3-H)J 2(z2-j-l) 

— arctgz—Y^-j--jy+-^-arctg 2 = “a^a+i) — 


—— arctg *+C = 

m 


x-\-Z 


1 


2 (^ a +4¿+^) 2 


arctg { 3 ^ 4 - 2) + C. 


2 o . Método do Ostrograáski, Si Q {%} tiene raíces múltiples, 

se tiene, 

0 

( 6 ) 


P(z) 


ew 




*(«) 


&(*> 


Y(^) 


<?2 (aO 


r/#. 


donde Q 4 (ar) es el máximo común divisor dei polinomio Q (x) y de su deri¬ 
vada Q* (ar); 

Q'i W=Q (*}:<?( (*); 


X ( 3 :} o Y (s) son polinomios con coeficientes indeterminados, cuyos grados 
son menores en una unidad que los de Q % (x) y Q z (ás} f respectivamente. 

Los coeficientes indeterminados do los polinomios X (je) o Y (x) se calculan 
derivando ía identidad (6), 

Ejemplo 4. Hallar 


03 


Solución, 


f ¿te 

i i* 8 -!}* 


f ds 

J <**-í) a ’ 

. f Z?jc a +Í?ar+F 


j?s —i 


dar. 


aP — 1 1 ; 

Derivando esta identidad, tendremos: 

1 (2Ax-\-B){aP — i)Sx2(Ax2 + B& + C) , Dx* + Bx+F 


(&— 1 )* 


+ 


^ —i 


(«9— 

o bien, 

1 = (2^4-^)(^_1)_3; C 2 (^ + ^ + c)4-(D^ + ^+F) 

Igualando los coeficientes de las correspondientes potencias de x 1 tendre 
D =0; i?—jd=0; 2S = Ü; D + 3C = 0; £+24=0; 

ií+^-=-i; 

do donde 

4 = 0; U =—=; C = 0; 0=0; E~ 0; F =— 


y, por consiguiente, 

P ¿te 

i (¿ a - 


1)3 


1 £ 2 P rfj 

T s 3 —i F i V-i ■ 


(?) 
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Integración de funciones racionales 


lái 


Para calcular la integral del segando miembro de la igualdad (?)> des¬ 
componernos la fracción———;-en fracciones elementales: 


x* — l 
i 


L Mx+N 


es decir. 


X — l “H X*+X + i 9 

l^l(x*+x + l)+Mx {x-í)+N{x — l). 


( 8 ) 


1 

Poniendo £—t t tendremos que £ = 

Igualando los coeficientes de las potencias iguales de x en ambos miem¬ 
bros de la igualdad (8), bailamos: 


es decir. 

Por lo tanto, 


L + M = 0; L — N = ii 


M =_± : ff- —§■ 



JLÍ 

1 dx 

1 ( 

> a + 2 

J * a — 1 

' 3 ) 

l x—i 

3 ¡ 

} + l 


f dx 

J 


l a i 4-1 

= -rr ln | a:— 1 |—J-ln arct g ~y=—h C 


1 , zz+x + l , 2 . 2* + t , ^ 

7T ln — t~ —rb—H — ~ arctg ■ .. r = -l-í" 


■ 1)2 3 (* 3 — 1 ) “ r 9 

Hallar las integrales: 
1280. 

*»*■ S *=£#"* 

1282 - S 

1283 - $ p= 

1284. J 

1285. [ ~ 


{a: —l) 2 T 3V3 


vs 


l 288, S (JSfctíy *- 


:»—8ar + 7 


+ 2 ) (*4-3) 
2*“ 4-41*—91 
■l)(*4-3) (*-4) 
5 *3 4-2 
5* 2 4- 4* 
dx 


1289 ‘ \ (*2 — 3 * — 10)2 

1290. J 21-3 


d;r. 




í+i) a ‘ 

1286. í y - 3 , -1 dg. 

J 4* J —* 

joct f * 4 —6* 3 4-12* 2 4-6 
1 i * s — 6*2 4 - 12 * — 8 


(*2 — 33 4-2)3 

áx ' 1291 . J dx. 

dx. 1292. ^ dx. 

12^3 [ _ — 

l¿iJ ] ( x 2-/j*+3) («a+4t-|-5) J 

1294. J -4 

1295. J 


dx , 


dat 

£ :J + 1 
cía; 

£* + l * 


9* 
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Integral 

indefinida 

1296. J 

dx 


1299. $ 

** + »* + * T 


1297. [ 
íí 

dx 


1300. J 

( i+.c 2 ) 2 ■ 


1298. J 

&F+-5 

dx. 





dx 




(xP — Ax+S)* 


dx. 


Hallar las intégralos siguientes, utilizando el método de Ostro- 
gradski: 


dx 


130i> i ihdto * 

1302. J 1Í ^ TF . 


1303. J 
1304 


dx 


(*2+1)4 ' 

;{£— -i-2 


\ JL ZZjte + L . . dx 

* ) (x 2 ” 2x -\- 2} 2 


Hallar las integrales siguientes, empleando diversos proce 
m lentos: 


z° 


1305. J 

130G. \ , . . 

J x 12 — 2a 4 + 1 


+ 


dx* 


1310* 


ría; 


dx. 


1307. í - f ^=±±lí -dx. 

¿ (x—4 )*(i—2) 

1308. ^ 

1309. í , . , , r - 5 - 


"• !*(**+í) ■ 

1311. ? —4* 

¿ x{z» 

1312, 


: (£* + l) a 


dx 


dx 

*4 _j_ 1)2 

rix 


(*2 + 2a; + 2> (z a + 2a: + 5; 

dx 


1314. J 


i8-LH ' 


§ 6, Integración de algunas funciones Irracionales 

1°, I ii te grajos d c I tipo 


r 

/ aa;-j-ú \ q i 

( ax-^h \ q 2 

i 

j ^ l 

{ cx + d ) 

\ ex-\-d } 

•J 


dx t 


donde }i es unu función racionad y p^ q±, Pz* ** * 3 
n úm oro í enteros. 

Las integrales del tipo (1) se hallan valiéndose de la sustitución 

ex ~j~d 

donde n es el mínimo común múltiplo de Los números g v q 2 , *■ ■ 
Ejemplo 1, Hallar 
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Integración de algunas funciones irracionales 

Solución. La sustitución 2* —1 = 2 4 rechice la integral a la forma 
P _ dx _ P 2 zú dz _2 f z1 (íz ^ 

i Ylx—1~ i —~ J 

— 2 ^ ^ í + 1 + T~i (í + l) a +2 ln | 3 — f | + C = 

=3? (l -(- ^ 2^ —1) 2 -|- ln (y 2 a-— 1 — l) +£L 

Hallar las intégralos: 

s 


1315. 

!316. J 
!317. J 
1318. J 


1319. 


1320. 


$ 

s 


j 

-- M. 

1321. 

y*-i 


a: 

1322. 

,ar - ; , * 

y r> 

dx 

1323. 

y¡B-i~i+y(s+i)» 


dx 

1324. 

~\/x + ]/ r j* 

y=y. 

y ^+1 

1325. 


s« 


<tx 


(2 —z) l/t — 


Sfiíí*- 


'• S *> 


:c-^3 


í* "l/21+S 




y¿+i +2 




(a? -y l) 2 — "l/^ + l 

2^\ Integrales del tipo 

f — ■ P,i ^L= dx, 

ü ]/ ax^-^-bx -)-c 

donde P n {&) es un polinomio de grado n. 
Se supone que 

1‘ ui ., (x) y™*+bx+c+x \ 

J ”[/ fix 2 -j- bx c ¿ 


dx 


-\Zax* + hx H- o 


0 

■ 

O 

c 5 

c 

o 

'o 

o 

( 3 ) 

0 

■ 

m 


v y <* «/—j ■ | i/ § ■ 

donde Qn-t(%) es un polinomio de grado (n—1) con coeficientes inde tennis 
nados y k es un numero, j * 

Los coeficientes del polinomio Qn-i ( r ) Y ol numero n se nalian 
vando la identidad (3). 

Ejemplo 2. 

\ X* yP+4 dx = í JEÍ ±j^ di = 

J J y*a + 4 

d# 


y *»+4 

= (j4i 3 -j-ÍJ j: 2 -f -Cx ü) V j 2 H-4H-X ^ 


De donde 

x* -j- ® 

V&+ 


i y*a+4 


^- ( 3^ +2te+C ,V3Ti + ^+y!¿g±^ -f^ 
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/ntegral indefinida. 


Multiplicando por’|/£ 3 +4 8 igualando los coeficientes de las potencias 
iguales de obtenemos; 

A = -~\ B^O;C=~\ D = 0; X=—2. 

Por consiguiente, 

J y^+\dx=^-^ y^fi~2ia(x+y^+i)-\.c, 

3 o . Integra les del tipo 

f dx 

\ :— g= = * (4i 


v — ct) n ^ ax*-\-bx-\-c 

So reducen al tipo de integrales (2) valiéndose de la sustitución 

1 


x— a 


-=í. 


Hallar las integrales; 

1326. f , - a ^-. . 

J i 


1327. í —~ 

i Vi— 

1328. \ 


y i—& 

V nfia 


¿a:. 


dar. 


1329. \ - -- . 

J ¡rs y ac-—1 

1330. J 

1331. J 


(s + l) 3 


£ "j/# 3 — £ + 1 


d#. 


o 

■ 

o 

c 5 

o 
'o 

“o 

í5 t;: 

donde m, n y p son números raciónalos. 

C o n d i c i o n o s d o G h ó b i c h e v. La integral (5) puede expresarse 
por medio do una combinación finita de funciones elementales únicamente 
gü los tres casos que siguen: 

1) cuando p es número entero; 

2) cuando ~~~ os número entero. Aquí se emplea la sustitución 
a+W*=*S donde s es el divisor de la fracción p; 

3) cuando —Í—f-p es numero entero. En este caso se emplea la sus¬ 
titución — 

Ejemplo 3 Hallar 


4°, Integrales de las diferencíales binomias 


J» 


? aj+r-c,. 

J V x 


V 

Solución. Aquí m = -L n = i- ; p __L . m, i~ \ . 

^ 4 3 1 n 

Por consiguiente, tenemos el 2) caso de integrahilidad. 


-y+1 


- 2 . 
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La sustitución 

1 

—z 3 

nos da: * = —1)4; dx=>i2z* (s®— i) 3 dz, Por lo quo 

/= 5 *~*(i+* 4 ) 8d *“ 12 $ 


^=12^ («® — z^)dz^= -* z 7 — 3z 4 +C t 


donde 




Ha liar las integrales: 

1332. \ z s (1 + 2i ! ) 2 dx. 

1333. \-rJS=r- 

J 1 + K 4 

1334. f- fe - . 

ix*yvf£ 


i 


1335. 

1336. \ 


dx 


x ^ l+z G 
dx 


1337. 


x % (2 + 33) 
dx 


í * 

3 


é n/.-á 


y x$ y 


§ 7. Integración de túndanos trigonométricas 

1°. Integrales del tipo 

^ sen 171 x eos” x dx = l m . n> 

donde m y n son números enteros. 

1) Cuando m = 2ft + l es un número impar y positivo, se supone 

l mi n = — ^ $en 2íi x C 03 u x d (eos a:) =s — ^ (1 —eos 2 a:)^ cos n x d (eos %)■ 

De forma análoga se procede cuando n es un número impar positivo* 
Ejemplo 1. 


í 


sen 11 x sen 13 x 


13 


+ C. 


p p sen 11 

\ sen 10 x cos a x dx = \ sentó ^ {1 ■— sen 2 x) d (sen s) = - ^ 

2) Cuando m y ti son números pares y positivos, la expresión subinte¬ 
gral (1) so transforma valiéndose de las fórmulas: 

i 1 

son 2 x =s (i — eos 2x) t eos 2 $ — ^ í * 4“ cos * 


sen x eos x ■=■+ sen 2z. 

a 
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_ Integral indefinida 


Ejemplo 2* 

^ eos 2 3.r sen 4 dz = ^ (eos 3x sen 3^) 3 sen® 3x dx = 

f sen*6* i—eos tix , 1 f , 

= \ — 4—•—-5 -\ (sen 3 Oí —sena gíreos Ox)dx^ 

U / í —eos 12$ p \ . 

— -g- V ^^- soh j 6^gos6ícJ £¿jt= 


=±( 

8 V 


1 / x sen Í2r 1 


24 


18 


sen» 


a (tej-j-C. 


8) Cuando w ~ — p y # = — v son números enteros, negativos y par 
del mismo orden, tenemos 


¿ nt, 71 — \ .rr~- -— = \ COSOC^ x Séc*’ 2 X d (tg x) = 

J sen^ x eos x J 

Ü v P-+v t 

( 1 + íib)' {1 +^ •• 


A este caso so reducen, en particular, las integrales 

p 


P dx __ í 

i sondar 


(f) 


dx 


cos m 4t- 


seu 


(-+f) 

(*+-f)' 

Ejemplo 3. 

S 'náí7 == $ sec2^(í(tgx)= ^ (i + lg 2 x) cí(tg z) = tg 2 + ~tg3z+í:. 
E j e m pío 4* 


? ( * x ^ * í 

¿ sen 3 x ~ 2 3 j v 


¿íp 


sen 3 — eos 3 — 


= 4 $ tg'3-Jsec«l-to- 




0 +*í) 


. * 
tg T 


sec 2 — rfa = 


4 S [ t ^ , T+3r+ l sf]‘ i ( l 8Í) = 


2 t s a f 


-2 in 


. x 
tg T 


tg*4 


■4~ 
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4) Las integrales de la forma ^ tg íra sítelo ^ ctg m ££tej , donde m es 
un número entero y positivo, se calculan valiéndose de la formula 

tg^ x = seo 3 x — 1 

(o de la correspondiente ctg 3 & = cosco 2 * — 1). 

Ejemplo 

^ tg 4 i; f ix= ^ tg 2 x (see 3 x —1) dx— — —\ t g 2 xdx~ 

— \ —^—\ (sec 3 ^ — 1) dx™ —tg + 


5) En oí caso general, las integrales / m , n de la forma (í) se calculan 
por modín de fórmulas de reducción (fórmulas de recurrencia) } que se deducen, 
ordinariamente, empleando la integración por partes. 


Ejemplo 6. 

dx P sun^d-cús 3 # „ f sena; _ , P dx 

- t .—= \ —-—í¡- dx = \ sen x - s — dx 4 - \ ——- 

eos 4 x ¿ cos J x ¿ eos-* x ¿ eos x 


— sen x 


1 


2 eos 3 x 




CUS X 

eos 3 x 



dx 

eos x 


Hallar 

las integrales: 

1338. 1 

J eos 3 # dx. 

1339. 1 

^ sen 5 2 : dx. 

1340. 

^ sen 2 x co# x dx. 

1341. 

J sen^e^y^- 

1342. ' 

P cos B a; 7 

\ - 5 — fia:, 

j Sfin 3 a; 

1343. 

£ sen 4 a: dx. 

1344. 

^ sen 2 ^ eos 2 x dx. 

1345. 

^ sen 2 £ eos 4 x dx. 

1346. 

^ eos 0 3 x dx w 


- v; S<}n ,v- +4^ I tga + soc* \ + C, 

2cos ¿x '2 1 6 11 


1347. 

J son 4 ^ 

lái8- i coP 5 ‘ 

1349 . \ í^dx. 

¿ sen D x 

1350. [ — a dx 4 . 

J sen 2 aí eos 4 x 

1351. í 

<■ 

1352. J 


da; 

$en B a; eos 3 a; 

£¿tf 

£ „ a: 

sen -- eos 3 — 

¿i ¿i 


son 


1353. 

1354. J 


(-+t) 

son a: eos x 
dx 

son 6 x p 


CÍJC. 
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integral indefinida 


1360. J xsen^z^dx. 


1361. J 


sen 4 x 


1362» sen B x y^cos xdx> 

1363. f . 

J y sen x eos 3 x 

1364. \ - 

o ytgx 


1355. jj sec 5 Axdx. 

1356. \ tg a 5 xdx. 

1357. ^ ctg 3 xdx. 

1358. ^ ctg 4 xdx. 

1359. J (tg a | + tg 4 -|)^. 

2 o . Integrales de las formas: ^ sen mx eos nx dx, 

^ son mx son nx dx y ^ eos mx eos nx dx. 

En estos casos so emplean las fórmulas: 
i 

1) sen mx eos nx =a — [sen + n) x + sen (m — rc) x] ; 

1 

2) sen mx sen nx = — [eos (m — ti) x — eos {m *|- rc) x] ; 

3} cas mx eos nx Jcos (m — n) x-^ eos (*n+ n) 

a 

Ejemplo 7* 

^ sen $x sen x dx ~ ^ -™ [eos Sjc — eos 10a:] ¿x = ~ sen 8¿t: — i sen lO?-} - C- 


Hallar las integrales; 


1365. 

^ sen 3xcos5x dx . 

1369. 

1366. 

^ sen iOxseu 15xtíx, 

1370. 

1367. 

\ cosacos — dx. 

1371. 

1368. 

P x 2x . 

\ sen ■jCos-^-axp 

1372. 


eos x eos 2 3x dx> 


3 o . Integrales de la forma 

\ E (sen x, eos 2 ) dx * 

donde R ©s una función raciona]. 

1) Valiéndose de la sustitución 


de donde 


x 

tgy = t, 


sen x — 


2 í 


1+í* 


■ t COS x — 


i—í* 
1-M 2 ' 


dx- 


2dt 


1 + & * 


(2) 
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iñs integrales de la forma (2) se reducen a integrales de funciones raciona¬ 
les do la nueva variable L 


Ejemplo 8 , Hallar 


dx 


14 " sen eos x 


= /. 


Solución- Suponiendo tg —■ = í, tendremos; 


/ = 


2 di 

1 + í 2 


2 1 


í 


=w=[ 1 £ rr =ln|í + íl+c = ln ' 1 ' 1 ‘ tg f 


+c. 


1 Í-H 2 Í + * 2 

2) Si se verifica la identidad 

R (— sen x, —*• eos x) = R (son eos x), 

para reducir la integral ( 2 ) a la forma racional so puede emplear la susti¬ 
tución tg X SG 5 t. 

En este caso, 

t i 

sen x = —, eos x = - 


yi+* a 


yi+í a 


dt 


x = arctg dx — ^ 


Ejemplo 9. Hallar 


Solución. Poniendo 


s 


dx 


1 + sen 2 x 


sen2l== Tq-7F 


dx -- 


dt 


tendremos: 
/ 




dt 


í dt _ 1 r 

i l + 2i 2 "-1/2 i í 


d{t 1 / 2 ) 


(3) 


(1+í)2 ( 1+ _^) 3 *+»' V2J i+dVD 1 

— 7 “ arctg (¿ ~l/2) + ¿7 — arctg (tg + £• 
j/ 2 y 2 

Debe advertirse que la integral (3) se calcula más de prisa si ol nume¬ 
rador y el denominador de la fracción se dividen previamente por eos 2 x* 
En algunos casos concretos os conveniente ei empleo de procedimientos 
artificiales (véase ol ejemplo N° 1379). 


Hallar las integrales; 

dx 


1373. J 

1374. \ 


3 4~ 5 ^ o s x 

dx 

sen x 4 - eos x 


1375 


■Sr 


dx. 


I 4 -eos x 

1376. í , sena dx. 

¿ 1 —señar 
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Integra l ¿n definid a 


UO 


1377. \ n - &L- - . 

J S—ósen x + 7 msx 

i f _ __ 

j coa ¿r+2 son #-J-3 

1370**. \ l" ett * + l'»* x dx. 

J 2 sen z 4 3 eos x 

1380. \ l±^dx. 

,1 1— lg« 

1381 '- U+ñ^- 

1 °»R2* í _ 

j 3 son 2 a?-f-5 eos®-r 

‘383*- $n»; 


1384*. [ —s -~ 

J sen 2 x — 5 a 


sen ^ eos x 


1385. 

1386. 

1387. 

1388. 


sen x 


(1 — COfl x) A 

sen 2x 
1 + son 2 x 

eos 2^ 


da;, 

dx, 

dx* 


i 


coa* x son* x 
eos x 

sen 2 x —í5 sen x -f- 5 


dx- 


0 


1389*. Í ----;: . 

J {2— sen íc) (ó — sen a;} 


2^4-3 sen x coa #—cosa # ’ 


1390*. 


s 


i ■— sen x -¡- eos x 
i +sen x — eos x 


dx . 


§ 8. Integración de funciones hiperbólicas 


0 


La integración de las funciones hiperbólicas es completamente análoga 
a la integración do las funciones trigonoraótricas. 

Deben recordarse las siguientes fórmulas principales: 


1) cha a—sh 2 x = i) 

2 sh®Jr==4 , ( cll2a!_J >; 

3) ch 2 x~ — (oh 2a:-)-1); 
1 

4} sli x cii x =-tj- sh 2r. 
Ejemplo 1. Hallar 


O 

O 

0 

0 


Cll 2 


da;. 


Solución, Tenemos: 

^ ch 2 a? di? =& ^ (ch 2# +1) dx = sh Zx ■+- 4" *+ 

Ejemplo 2, Hallar 

^ ch 3 r<3$. 


Solución Tonomops; 


^ ch^dx^ ^ ch 2 a:d (ah x) — ^ (1 + s ti s x) d (sh x) = sh # + — 
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Empleo de sustit* trígonotn* e hiperhól. para el cálculo de integrales de la forma 141 


Hallar las integrales: 


1391. 

^ sh 3 x dx . 

1397. 

^ th 3 x dx. 

1392. 

\ oh 4 x dx. 

1398. 

\ cth 4 x dx. 

1393. 

^ sh 3 zch a: dx . 

1399. 

C 

¿ sh 3 s-j-ch® x 

1394. 

^ sh 3 #ch a arria;. 

1400. 

P dx 

J 2 shaí-b3ch £ * 

1395. 

p di 

1401. 1 

' dx 

J sh i ch 3 at 

i th x — 1 

1396. 

í (¿I 

1402. ' 

* sh áí dx 

i sh 2 i ch s x 

\ yíO*' 


§ 9. Empleo de sustituciones trigonométricas e hiperbólicas para el calculo 
de Integrales de la forma 

J? (x, l/dx'í-t-i.T + e) dx, (Í) 

donde R es una función racional. 

1 Transformando el trinomio do segundo grado az%-\-bx-\-c en una suma 
o resta da cuadrados T reducimos la integral (1) a una de las integrales de 
las formas siguientes: 

1) \ R (z, ~]/m %— 2”) 

2) ^ R (í, VmS + s*) dz\ 

3) ^ R(z, Ví=-m.2) dz. 

Estas ultimas integrales se resuelven valiéndose» respectivamente, de 
las sustituciones: 

1) z — m sen í o z~ ni th t , 

2) z — m tg t o s — m sh £.» 

3) z = m sec í o : = m ch t. 

Ejemplo 1. Hallar 

C_ 

J {*+l)s V^Í+¡l*+2 

SoIucÍód. Tonemos: 


Pongamos a: + 1; 


x*-\-2x+Z=(x+l)Z-\-l. 

:tg¿, en cuyo caso t dt y 


r tíx i 

* sec 2 £ rff 

? eos t 

J OH ip . 

J tg 3 £ SCC £ 

J sen 2 t 


di — 


sen í 


+ C-. 


"l/x a -J-2x-i-2 


x + í 


+C. 
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Integral indefinida 


Ejemplo 2. Hallar 

^ %~\d$ = L 
Solución. Tenemos: 

( i > 2 Q 

x+ i) +T- 

Poniendo 

¡c+Y —-^shí y ds — —í ch í d¿, 

obtendremos: 


$ (¥ shí “T)^ cLf '¥ chíáÍ== 




3 f. jrt.d.. 


^ ch 3 i dt — 


_ 3 

~\f% ch s í 3 / 

s asi 

I 

Y sh tch t 

+T i ) +C - 

Como 





V 

sh l 


obí = -|= 

1/3 

l/x*+x + i 


t- 

-ln 

x 2 + ¿:-t-Í^ 

+ ln~=, 

V3 

definitivamente, tendremos: 


i - 

l— -j (* 2 4-*+l) 2 - 

4(*+t)v= 

cí+at+1- 





-á lE 

i (*H-y + V* i + 3 +1 

Hallar 

las integrales: 



1403, 

\^ 3 - 

2x — x fl dx. 

1409. 

\ Vx*~Gx—7dx. 

1404. 


x 2 dx. 

1410. 

jj (a; 2 + x-\- 1) 2 da:. 

1/dO=í 

C 

/!*• 

1411. 

P 


J 9 "í - ^ 

_1 U/Jt^rn 

c 3 


i (*—i)y»í— 3 * 4.2 

1406, 

s 

- 2x 4* ^ dx. 

1412. 

f-“ —S* ■ 



1 

J {*2-2*+5) 2 

1407. 

¡y*- 

-4 dx. 

1413. 

J (i+i-2) yí—x ,j ' 

1408, 

^ dx. 

1414. 

f da; 

J (1™**) Vl4-a:* 
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§ 10. Integración de diversas funciones transcendentes 


Hallar las integrales: 
1415- J {x' + iye^dx. 

1416, ^ x 2 cos a 3a: dx. 

1417 ' l x sen x eos 2x dx . 
1418, \ e 2X sen a x dx. 
1419* \ e x senzsen3xdx. 
1420, \ xe x eos x dx m 


1421. 

f da; 


J «** + **—2 * 

1422. 

f dx 


i y^-l-eK + l 

1423. 

í x 2 In lií dx. 


i 1 — x 

1424. 

^ ln 2 (x + Y i + z 2 ) dx. 

1425. 

^ x árceos (5x — 2) dx. 

1426. 

\ sen;csh x dx. 


§11. Empleo de las formulas de reducción 

1427. f n =, J ^^ a2)n ; hallar / 2 e I 3 . 

1428. J n = ^ sen 11 arete; hallar /* e / 5 . 

1429 ’ 7 " = l ’ haIlar f * e S " 

1430. /„ = ^ x n e~ x dz; hallar / 10 . 


§ 12. integración de distintas funciones 

tm - S 


1432. 

1433 


5*5 


4¿ + 9 
x — 5 


•í 


2x -|— 2 


x *+z+4r 


— dx, 

dx. 


1434. 

1435. 

1436. 


S 

s 

s 


dx 

x (jr 2 + 5) 

dx ' 

(*+2)S(a¡ + 3)S ' 
dx 

(* + l) a (i a -h l) ' 


1437. 

1438. 

1439. 

1440. 

1441. 

1442. 


áx 


{x*+2}* * 
dx 

X 4—2tf a + l 
x dx 

3 — 4a 

( 1 — 2 Yíf 
t-2-ds. 


dx. 


I Varí 


da? 


"[/# 2 -f- x -j- i 
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Integral indefinida 


1443. J 

1444. J 

1445. ^ 

144(i. J 

1447. \ 

1448. \ 

1449. J 

1450. r 


Va* 


da: 




{fp+fí) 

2 * + l 
V(4^-2*+'l) a 
CÍJC 


dx. 


VS-a + VB-í 

: da;. 


V - i) 3 

x dx 


(1 • V‘1 — r* 

a: da: 

yi—'2x E —"®* ' 


3 + 1 


(^ + 1) 


i 

z 

da: 


dx. 


{*M-4a) V4-* 2 


1451*. ^ 

Ll 

1452. 

1453. J 


1454. J 

1455. \ 

1456. í 
J 

1457. J 

1458. J 

1459. ^ J 

1460. \ 


l^x —4x a dx. 

dx 


x y x» + ® + i 


x ]/x s + 2x + 2 dx. 

d:C 


'\/x 2 — \ 

dx 


x \/ \ — x '** 
dx 


f~ 1 + 


f'l 4 - 1 
eos 4 X dx. 


dx. 


1461. 

1462. 

1463. 

1464. 

1465. 

1466. 

1467. 

1468. 

1469. 

1470. 

1471. 

1472. 

1473. 

1474. 

1475. 

1476. 

1477. 

1478. 


dx 


eos x sen 5 x 

í +y’ctg x , 
seas * 

sen 3 x 


S /-■—w— 

y eos*x 


dx. 


cosec 6 5x dx . 

sen 2 x jj 
-—dx. 


X 


s 
s 

i sM (f-*) 

X sen {■?■ + d' x - 

\ tí* (y+$■) *■ 

? __ 

J 2 sen # + 3 eos x —5 

C _ 

J 2-1-3 eos 2 o: 

e _ds_ 

j eos 2 3 + 2 sen x eos a 
-4-2 sen 2 x 
e da: 


sen. a? sen 2# 
d^ 


(2-4- eos x) (3 eos x) 

sec 3 x 


VlÜr i+4 tg i- + l 

dx. 


v- 

P eos (IX 

¡ ^/ó 3 + sen 2 as 
r a: d# 

J eos 2 3a; s 

^ x sen 3 xdx . 

^ xé a-1c dx. 
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1479* ^ x 2 In \f i — x dx . 
1480* 

i Vi+** 


1481. 



2 



1482 J 

1483. J 

1484. J 


_^_ 

(SBÍ1 X + C03 ®) 2 

dx 

(tg x~\-i) sea*x 
sil x ch x dx * 


1485. \ sh y 1 Z* dx. 

¿ |/ i -—X 


1486. J 
Í487. J 

1488. J 

1489. \ 


sb x ch x 


sb L Jí-f-ch a x 
x 


dx * 


sh a 3 

dx 


dx> 


**«*—2** * 
tf 2 * — Ctf* + 13 


dx* 


1490, P ■ t dx. 

J (* x +i)~ 

1491 ■ $ dx - 

1492. J (x*-l)10* a!< d». 

1493. J y ^ +1 di. 

1494. 2I£Íl£ d*. 

1495* \ x 3 a resen -4 dx. 
1496* \ eos {ln x) dx. 

1497. v (# 2 — 3z) sen 5x dx * 
1498* ^ a: arctg (2# + 3) dx* 
1499* ^ aresen T/x da:. 
1500* ^ ] # | dx. 


io-ioie 
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Capítulo V 

INTEGRAL DEFINIDA 


§ 1. La Integral definida como límite de una suma 

1°. Suma integral Sea / (#) una función definida en ef segmento 
a & y a =? xq < Xf <_ . ,, x n » h una división arbitraria de este seg* 

mentó en n parles (jíig. 37). La suma do la forma 

71-i 

/t£i)A*i. (1) 


Í=Ü 


donde x¡ < £¡ < ¡e¡ +1 ; Aa:¿ = a? í+1 —a¡¡ 

¿ = O t 1* 2, . >. (rt- 


■1), 


05 


recibe el nombre de si/roa integral de la función f (x) en [a, 6J. repre¬ 
senta geométricamente ia suma algébrica de las áreas de ios correspondien¬ 
tes paral elogramos (véase la fig- 37). 


O 

c/) 

CD 



2 o . Integral definida. El límite do la suma ¿p* cuando el 
número n de divisiones tiende al infinito y la mayor de las diferencias 
tiende a cero, so Mama integral definida do Ja función f (x) entre loa límites 
x = a y x^b , os decir* 

n —i í> 

Hm Y / (|í) Aii = í / (r) (2) 

máx- A:iw O J 

1 ¿=0 a 

Sí ía función / (x) es continua cu fa, b J T también será integrable en fa, Ó] t 
os decir, ol límite (2) existo, independientemente del método que se emplee 
para dividir el segmento de integración [a f ó] en segmentos parciales y de 
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La integral definida como limite de una suma 


U7 


Ja elección de los puntos dentro de dichos segmentos, La integral (2) f 

definida geométricamente, es de por sí la suma algébrica de las ¿reas de 
las figuras quo forman el trapecio mixlilínco oABb, en el que las áreas 
do las parles situadas sobre el eje OX se toman con signo positivo, mientras 
que las áreas de las partes que se encuentran bajo el eje OX so toman con 
signo negativo (véase la fig. 37). 




La definición de la suma integral y de la integral definida se genera¬ 
lizan, na tu ral mente, al caso cuando a >6. 

Ejemplo t , Formar la suma integral $ n para la fundón 

/ (*) = 1+® 


en el segmento [i, 30], dividiendo este intervalo en n partes iguales y 
eligiendo los puntos de forma quo coincidan con los extremos izquierdos- 
de los segmentos parciales l^j, cA qué es igual el lim 

TWO 

^ i o 19 Oí 

Solución. Aquí Az¡ =—-— = — y J t = ar¡ = 5r 0 + idz; — i + -^~ - 

Do donde / (¡;¡) = 1 + i 4- ~ =2 + ™ . Por consiguiente {íig. 38), 


n- i 


n— i 


u — 2 nu) Azi— 2 ( 2 +~) ■•+«— 1 ^= 


i=0 


i—O 


= 18 


, 81 n (n — 1) 
“2 



) 



81 

2 n ’ 


lim S n ^5 8-1 . 

ti~+'co ¿ 


Ejemplo 2. Bailar el área del triangulo míx ti lineo, limitado por el 
arco de la parábola y “a 2 , el eje OX y la vertical m=^a (o>0). 

Solución. Dividimos la base a en n partos iguales Atf = — . Eligien- 

do el valor de la función en el comienzo de cada segmento, tendremos: 


y* 




10 * 
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14 $ 


El área de los rectángulos inscritos se calcula multiplicando cada yh por 
la base = (íig, 39), Sumando, obtenemos el área de la figura esca¬ 
lonada 

Jn-“ (^) 2 [l + 23+3a+.,. + t»-D 3 ]. 

; V 

Utilizando la fórmula de la suma do los cuadrados de los números enteros 


2 '**- 

k=t 


n (& + 1) (2n H-l) 
6 


hallamos 


(n — 1) n (2n — 1) 

: fin» _1 


de donde, pasando al límite, obtenemos:. 


S = Sim $n — lim 


a 3 {n — l)fl (2 n — 1) 


a*_ 

3 * 


Calcular las integrales definidas siguientes, considerándolas 
límites de [as correspondientes sumas integrales. 



b 


i 

1501. 

\ ix - 

a 

T 

1503. 

\ x * dx . 

-2 

10 

1502. 

\ (va + gi)dt, 

Ó 

1504. 

j 2 X dx. 

¿> 0 y g son constantes. 

1505*. 

5 

\ x s dx, 

i 


1506*. Hallar el área del trapecio mixtilíneo, limitado por 
hipérbola 



el eje OX y las dos ordenadas: x = a y x~b (O < a < 5). 
1507. Hallar 

X 

f {x)= j sen í di. 
o 


}0U'Oueuq!on|os|0'MMM¡ 
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§ 2. Dalculo de las Integrales definidas por medio de Indefinidas 

I o . Integral definida con el límite superior varia¬ 
ble* Si la función / (f) es continua en el segmento [a } ¡>] T _la función 

X 

i’(*)= J f{t)dt 

a 

es una función primitiva de f{x) } es decir, 

F* (x) = / (x) para a «£ x h. 


2°. Fórmula de Newto n-L e i b n i z. Si F f (x) = / (x), se lien 


\ j{x)áx = F(z) 


= F(b)-F(a). 


La función primitiva F (x) se calcula hallando la integral indefinida 

\ f (u) dx =si?(at) + C* 


Ejemplo 1. Hallar la integral 

3 

x 4 dx t 


i 

-i 


C x® |3 

Solución. \ x*dx— 

i* 1-1 


13 35 (_ 1)5 4 

5 S 5 * 


1508. Sea 


Hallar: 




2 >§- 


Hallar las derivadas de las siguientes Junción es: 

x ** 

1509. F{x)= jjlntáí (*>0). 1511. F{x)= J e-* 3 dt. 


VZ 


1510 


. F (x) = ^ Vi + Z 4 dt. 1512. I— ^cos(í 2 )di (a: >0) 


X 
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1513. Hallar los puntos extremos de la función 

X 

y = \ ... di en el campo x O. 

t i f 


Utilizando la fórmula dé Newlou-Leibmz, hallar las siguientes 
integrales: 

i 


1514. J 


dx 

i+x ' 


1515. 


-2 


x 

1516. J e* dt. 

—X 

X 

1517. eos í dt . 

6 


Valiéndose de las integrales definidas, hallar ios dimites c 
las sumas: 

1518». li;n(±. + ^+...+^i). 

1519 **- “2 + ■ ■ -+;npr) ■ 

18». lim'í±%I±¿ (P > 0). 

Calcular las integrales: 

2 t 

1521. J {x a —2x + 3)dx. 

1 
8 


1522. ^ (V2x + /x)<ix. 
í) 

1523. 

i 

6 

1524. \ dx. 


2 

"3 


1525. f ■ dx 

.1 '1/25+32: 


O 

1526. J . 

-2 


1527. 

f x ¿a; 

j -h Sx "h 2 

1528. 

1 

f 

J ff+2 ’ 

-i 

1529. 

i 

f dx 

J *^+4» + 5 
0 

1530, 

4 

P ¿te 

i — 3x+2 

3 

i 

1531. 

Sti+t*- 

0 


Tí 


4 

1532. 

\ seo' 1 a da. 


■J 

jí 


a 
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V2 


Z 


1533. 

f dx 

\ i/i~ 

1534. 

3, 6 

dx 

J y 5+4x—xS 

1535. 

f y*dy 
j yV4~4 


JT 

4 

1536. 

\ coscaría* 


0 


ÍT 

2 

1537, 

V sen 3 <j> dtp. 

1538. 

0 

& 

j* dx 
¿ x ln x 

t 

1539. 

( sen(ln£)^_ 


Jt 

4 

1540- ^ tg x dx * 

JT 

4 

JT 

a 

1541* ^ ctg 4 q>c/<p, 

[ _?t 

6 

o 

i 

1543* \ tlkxdx. 
o 

ln 3 

1544* f 

J ch* a 
ln 2 

JT 

1545* \ sh *xdx~ 

o 


§ 3. Integrales Impropias 


1*. Integrales de las funciones no acotadas. Si un 
función f (x) no está acotada en ningún entorno del punto c, del seginenl 
[a, ój* y es continua cuando 
ilición se supone: 

b 


a^x<^c y c<^x<^b f de acuerdo con la defi 


\ f(z)dx — lim \ f(x)dx^}\m \ f(x)dx m 

O G—í-0 d T1-* G d 


(1 




Si existen y son finitos los límites del segundo miembro de 3a igualdad (1} ( 
la integral impropia recibe el nombre de conver gente : en el raso contrario 
será divergente* Cuando c~a o la determinación se simplifica do la 

forma correspondiente. 

Si existo una función F (x) 1 continua on el segmento [a, b] tal, que 
F* {x)^ j (x) para x c {primitiva generalizada)^ se tiene, 

b 

\ j(x)dx = F(b)-~F(u). 

n 


( 2 ) 
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V 

Si | / M | < F (3:) para a y F (x) dx converge, Ja integral (1) 

o 

también converge (criterio de comparación)* 

Si / (x) > 0 y lim {/ (x) J c — x ) m > = A ¡j& co, A =£ 0, es decir, / (x) — 

X-¥t 

A 

cuando tendremos que: 1) si m<^i, la integral (1) es 

convergente, 2) si Ja integral (i) es divergente. 

2 & ¥ Integrales con límites infinitos. Sí la función / (#) 
es continua para se supone que 


S í (#) dx — lim \ / (x) dx 

b^n-otj *) 


<3: 




y según que existe o tío exista límite finito del segundo miembro de la 
igualdad (3), la integral correspondiente recibirá el nombre de eotwergmU 
o de divergente. 

Análogamente 

b b o» b 

\ f(x)dx — lim \f(x)dx y \ f (x) dx *= lim \ / (tf) dx, 

« «-►—i» d *' ad 




w 

Si | / {*) | < F (#} y Ja integral \ F (a:) dx con verge f la integral (3) tam- 

a 

bién convergerá, 

A 

Si / {s) > O y lim {/ fc) x m } — A =£ oo, A O t es decir, f (^) — cuande 

£-*00 x 

a—>-oo, tendremos que: i) si m>l, la integral (3) es convergente, 2) si 
ia integral (3) es divergente. 

Ejemplo i, 

í~=lira \ Jim \ (i - l) + lim (--l)=s» 

J ^ e^O 3 z* e-*0 J ti-4-0 V ^ V ^ / 

— I “i 8 

la integral es divergente. 

Ejemplo 2, 

! lü-Sl i ií^=!i m J m, * i - aict s°>=f ■ 

O O 

Ejemplo 3. Investigar la convergencia de la integral de Euler-Poisson 

oo 

.J «-' xS ¿», (4) 
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Solución* So tiene! 

oo i oo 



La primera de las dos integrales del segundo miembro no os impropia 
y la segunda es convergente, ya que e”^ -< e~ x para £ > i y 

tX> 1 > 

C e -x dx — Jim í áx— íim (— <?-*>e -1 ) 

J 6■) 6-+oo 

I i 

por consi guíenlo, la integral (4) es convergente* 

Ejemplo 4. Investigar si es convergente la integral 





(5) 


S o.l tic i ó d. Cuando x ■ 
1 


* 4 - 00 , tenemos: 
1 1 


v -+‘ 



Como la integral 


oo 



es couvorgonte, nuestra integra] (5) también lo es. . 

Ejemplo 5. Investigar si es convergente la integral elíptica 


dz 

yr^**' 


( 6 ) 


Solución. El punto de discontinuidad de la función subintegral es: 
a:“ 1, Aplicando la fórmula de Lagrange & la diferencia 1 — #■* — (1 — x)x 
X(l-¡-*) (l4-x s ) t obtenemos: 


1 1 

Y~¿i = Y{i— x)-¿| 


i t 

T' 3 * 
(i — *)* 2a;} 


dondo #<aq<L Por consiguiente, cuando tendremos 


1 

yí=r* 
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Integral definida 


Coalo la integral 


\{xh) 


* dx 


es convergente, la integral dada (6) tamilíén convergerá. 

Calcular las siguientes integrales impropias (o determinar so 
divergencia): 


,M6. ¡f. 


1547. J-íp. 


i 


1548 


-s 


1552. 


ou 

1553. 1 % . 


1554. 


dx 


i T+x r 

-M 

oa 

dx 


<«*■ S -ü+E+r 

— 00 

ÚO 

1556. ^ sen xdx. 


1557 


•5 


dx 


x i« x 


l 

1558. 

c 

cta 


dx 

S 

0 

a: In a x * 


xP 

1559. 

t 

dx 

(«>*)■ 

Ja: 

i 

x ln x 

t*—i) a ■ 

1560. 

a 

OO 

f 

dx 


dx 

J 

X ln** 

Vi-** 


Ü’ 

Jt 





2 




1561. 


ctg x dz* 




ü 





00 



íta 

#5S 

1562. 

\ 

e^ x dx 

(ft>0). 


1563. f<¡*. 

O 

1504 . "$ ■ 

2 
oo 

1565. J 


da? 


z 3 + t ■ 


1566 


P_d* 

j ^ — 


dx 

5íP" 
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Averiguar si son convergentes las integrales; 


100 


1567. 

£ dx 

1571, 

v 




i 


4-oc 


z 

1568. 

P ds 

1572. 

\ 


J 2¡r + tf r * s H-l+5 


í 

X 

1569. 

f t 

1573. 

oo 


¿ *a+F 3*+i 


n 




2 

1570. 

co 

f X dx 




J V^ + i 




dx 


rt 


dx 


In x 


son x 
x 2 


dx - 


1574*. Demostrar quo la integral de Euler, de I a especie 
(función beta) 


B ÍPí í) = ^ z: p_1 (1 — x) q ~ l dx 


es convergente cuando p>* O y q!>0, 

1575*' Demostrar, que la integral de Euler, do 2 a especie, 
{función gamma ) 

oo 

r (p) - | xv-'e-* dx 
es convergente cuando p > 0. 


§ 4, Cambio- de variable en la integra! definida 

Si la función / (x) es continua en el segmento a^_x^b y ar= q> (£> es 
una función continua conjuntamente ron su derivada <p' {£)* en el segmento 
donde ¿a = q>(a) y b — <p (P). y la función / ¡<p (¿)j es definida 
continua en el segmento tenemos 

h (J 

J / (x) rf* = J /f«l>{í)]<P' (*)&■ 

a a 

Ejemplo 1, Hallar 

a 

J * 2 VíS-i*¿e {a > O). 

Ó 
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Solución- Hagamos 


x — a sen í; 
dx = a coa t di* 


En este caso, í —arcsoo — y> por consiguiente, sa puede tomar 
= arcsen 0==Q, j$ = arcsen 1 —Por lo cual, tendremos: 


i eos í dt = 


| x 3 ~\/a 2 — x 2 dx = a 2 sen 3 t~]/a2 — a 2 sen 2 í a < 

Jt XI 3f 

2 ^2 “Y 

= a 4 ^ sen 2 í eos 3 í dt = í sen 2 2t dt = ^ (1 —eos 4í) di = 

O U O 

/ 1 . \ f JXÜ 

= _^„_ soa4 í) \—J, 


xt 

2 


1576. ¿Se puede calcular la integral 

2 


\ Ví -** 


valiéndose de la sustitución x = cosí? 

Transformar las siguientes integrales definidas valiéndose 
las sustituciones que se indican: 


1577. [ Vx + ldx, x=2t — 1. 1579. \ dx a: = shí. 
J J V^ + l 


1578. \ — = , x = sení. 1580. \ f(x)dx, x = &Tctgt 

* * o 

2 

1581. Para la integral 

b 

^ f {x) dx (b > a) 

a 

indicar una sustitución lineal entera 

x *= ai + 
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que dé por resultado que los límites de integración se hagan 
respectivamente iguales a O y 1, 

Utilizando las sustituciones que se indican, calcular las siguientes 
integral es 


1582. í - 

i 1 


ú 

29 


x=tK 

+ V x 


1583. \ 


(*- 2 ) 


V3 


l (x-2f'* + 3 


dx , x — 2 = s 3 . 


ln 2 


1584 


. J Ye x ~\dx, e x ~i=z\ 


Jlr 

1585, J 


dt . t 

I> tgy-Z. 


3+2 eos 


1586. 


I 1+0*aun** * tyx — t. 


Valiéndose de sustituciones adecuadas, calcular; las integrales 


i _ Jn s 

1587. í dk. 1589. í 


Vj 

2 

2 


1588. \ y**-' dx. 

J * 


Calcular las integrales: 

3 

1591. \ 


dx 


a x \/^ 2 + 5a:+ 1 


1592 


i 

■ s¡ 


cía? 


(i+z 2 )* ' 


e* yv-^r 

e* + 3 




1590. \ 


da _ 

i7-¡- i/áí+T' 


ti 


1593- \ 1 / ax — x 1 dx* 

6 

2n 

1594. J ^ 


dx 

-3 eos x 


1595. Demo&trar* que si / {%) es una función par. 
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Si, por el contrario, / (a:) es una [unción impar, 

a 

^ / (x) dx — O. 

—a 

1596. Demostrar, que 


OQ ÍX> CVJ 

^ dx = 2 ^ dx ^ ^ 


y; 


— dx. 


1597, Demostrar, que 

i 


x 

I 


P dar _ P seriar ^ 

J árceos ar ,1 íc 

O O 

1598, Demostrar, que 

71 ÍE 

í Z 

^ / (sen x) dx == Jj / (eos x) dx. 
o o 

§ 5, Integración por partes 

Si las funciones u (x) y v (x) tienen derivadas continuas en 
segmento [a, h ], se tiene, 

b ~b b 

^ u (x) v r (x) dx=^u (x) v (x) | — ^ v (x) u f (x) dx. ( 

íi a a 

Calcular las siguientes integrales» empleando la fórmula de int 
gración por partes: 

jx 

2 «> 


1599, ^ xcosxdx, 

0 

e 

1603. 

1600. ^ Inxdx, 

i 

i 

1604. 

1601. sV* dm 

0 

it 

1602, ^ £*senx dx, 

0 

1605. 


O 

CO 
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1606**. Demostrar, que para la Función gamma (véase el N° 
1575) es válida la fórmula de reducción: 

r (P +1) = pr (p) (p> 0). 

Deducir de esto, que F (n +1) =n!, si n es número natural. 

1607. Demostrar, que para la integral 


JT 

2 


I rí jj sen H x dx = cos n x dx 

o í 

es válida ia fórmula de reducción 

I - ri ~ í I 

± n — ” 


Hallar si n es un numero natural. Utilizando la fórmula 
obtenida } calcular I d y ¿ 10 . 

1608. Calcular la integral siguiente (véase el N° 1574), em¬ 
pleando reiteradamente la integración por partes 


i 

B (jp f q) — ^ (1 — x) q ‘ l dx t 


donde p y q son números enteros y positivos. 

Í6Ü9*. Expresar por medio de B (función beta) la integral 


JT 

2 


dm 7 n— jj SQli m XCOS Tt X dx f 


si m y n son números enteros no negativos. 


§ 6. Teorema del valor medio 

I o . Acotación de 1 a s integrales. Si f(x)^F(x) para 
se tiene 

b b 

5 /(*>*«< J p (*) dx. (í) 

a a 

Si f(x) y q>(#> son continuas para y, además, qp (r) > Ü, se tiene, 

5 6 t> 

J 9 <*) d* < J / (*) qp (*) rfar < Jlf ^ q> (*) dx t (2) 


m 
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donde m es el valor mínimo absoluto y M el valor máximo absoluto de la 
función f {*) en el segmento [a, b\. 

En particular, si q> (a) s 1, se tiene 

b 


m {b — ü)< ^ / ($) ¿te < M[(b 


(?) 


Las desigualdades (2) y (S) so pueden sustituir respectivamente por sus 
equivalentes igualdades: 


í> a 

^ / {*) <p (s) ¿a = / (c) \ 9 (a;) ds 


o 

\ f(x)dx = f(t)(b-a) t 


donde c y £ son números que se encuentran entre a y b. 
Ejemplo i» Acotar Ja integral 


= f /‘+T 


sen a £ tte. 


Solución. Gomo O sen 3 3 : ^ 1 1 tendremos: 


£<'< 


n 1 L 
2“ K T 1 


es decir, 

l f 57 < / < 1,$l* 

2 a * Valor medio de la función. El número 

b 

í{x)dx ' 
a 

se llama valor medio de la función f (te) en el segmento a^x^b* 

1610*, Determinar el signo de las integrales siguientes sin 
calcularlas: 


a 

a) ^ x 3 dx; 
n 

b) ^ zcoBxdx; 


2a 

«i- 


sen x 


dx. 
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1611, Determinar (sin calcularlas) cuál de las siguientes inte¬ 
grales es mayor: 

t * 

a) ^ o ^ xdx ; 

o O 

1 í 

b) ^ x* sen 2, xdx o ^ x sen 2 xdx; 

o o 

2 2 

c) ^ e x2 dx o e x da:. 

i t 

Hallar Jos valores medios de las siguientes Funciones en Jos seg¬ 
mentos que se indican: 

1612. f(x)=*z\ 0<x<l, 

if>13. / (x) + freos x, — 

1614, f(x)^$en-x f 0<x<3t, 

1615, / (x) =? sen 4 x, 0 <x<je, 


& 

16Í6. Demostrar, que la \ 


dx 


"j/2 +- x — x* 


está comprendida entre 


2 j 

-^-^ 0,67 y —— ^ 0,70. Hallar el valor exacto de esta integral. 
*> y 2 


Acotar las integrales: 

i 

1617. j yr+?d*. 


íi 

4 


O 

4-í 


1620*. ^ x ]í tg xdx. 


1618. 


w 


2n 


dx 


cía; 


1621 


• s 


sen x 


dx. 


161 9 * \ ÍO + :j eos ¡c ' 

O 

1622, Integrando por partes, demostrar que 
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§ 7. Areas de las figuras planas 

l c . El área en coordenadas cartesianas. Sí una curva 
continua se da en coordenadas cartesianas por la ecuación y — f (x) [¡ {x} >0], 
el área del trapecio mix tí lineo, limitado por dicha curva, por dos verticales 
on los puntos ¿ ^ a y x = b y por el ¿segmento del eje de abscisas & o < £> 
(fig. 40 ) 7 se determina por la fórmula 

b 

S = J 1(x)üx. ' (t) 


Ejemplo 1. Calcular ei área de la J figura limitada por ia parábo 
, por las rectas y a:-3 y por el eje de abscisas (fig. 41)* 




Solución, El área que se busca se expresa con la integral 

3 

(* x* 1 

M-r*- 4 ®-- 

1 

Ejemplo 2* Calcular el área de la figura limitada por la curva 
x = 2— y — y a y el eje de ordenadas (fig- 42), 

Solución- En esto caso están cambiados los ejes de coordenadas y r 
por consiga i ente, el área que se busca se expresa con la Integral 

i 

•?= $ (2 -y-y*)d v =í±-, 

-X 

donde los límites de integración yj——2 o $2 —1 son ¡as ordenadas de los 
puntos de intersección do la curva dada con el eje de ordenadas. 

En un caso más general, cuando el área S de la figura está limitada 
por dos curvas continuas y — f { (x) e y = (x) y por dos verticales x = a 
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y x = b, donde (fig, 43), tendremos: 

b 

lfa{x)—h( x )W x - ( 2 ) 

a 

Ejemplo, Z. Calcular el área $ de la figura plana comprendida 
entre las curvas 


y — 2 — x 2 e y 3 = z% (3) 

(f[g. 44)* 

Solución, Resolviendo simultáneamente él sistema de ecuaciones (3) t 
hallamos los límites de integración: x$ — — 1 y ^ — Do acuerdo con la 
fórmula (2), obtenemos: 

' S - Í P-**— ,A )*=(!—4-f J)‘ -2Í. 

-1 

Si la curva se da por ecuaciones en forma pararoótrica, x — <$ (/), y — ij>(í}t 
el área de i trapecio mix ti lineo, limitado por esta curva, por dos verticales, 




x = a y 2 “ii respectivamente* y por el segmento del eje 0X r se expresará por 
la integral 

ÍB 

£ = { 
ti 

donde í f y t% se determinan de las ecuaciones 

a — <p(í t ) y i?™ íp(í 2 ) l^(í)> 0 en ol segmento [£ lt í 2 |]. 

Ejemplo 4* Hallar el área de la elipse £ (fig* 45) t utilizando sus 
ecuaciones paramétricas 

J x = a eos tj 
\y — h sen í. 

Solución. En virtud de la simetría será suficiente calcular el área 
de una cuarta parte y, después, cuadruplicar el resultado. Poniendo en la 

11 * 
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ecuación £=?acosí primero 3 = 0 y después x — a, obtendremos los limites 
de integración: É£=a—-y O, p or lo que 


n 

O 2 

— S = ^ & sen a (—sen t) dt = ah sen 2 t dt — 

JL o 

2 


siab 

~4~ 


y, por consiguiente* S^nab* 

2 C . El área en coordenadas polares. Si la curva continua 
so da en coordenadas polares por una ecuación r = / (qp), el área de[ sector 


Y j 



¡Ay 

/J 

w\ 

/ 1 \ 

W * 1 

f i ^ 

r ti .— 

i 0 

V x 


F i g, 44 



AÚB ffig- 46), limitado por ol arco do la curva y los dos radios pola 
O A y 0B % correspondientes a los valores q>^ — a y qp 2 = se empresa por 
iategral 

P 

■s=4- \ 


Ejemplo 5. Hallar el área de la figura limitada por la lemuisc 
de Bernouüi = a 2 eos 2(p (fig. 47), 
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Solución, Como la curva es simétrica* determinamos primero el 
arca de uno de sus cuadrantes 


-T^T S ^c OS a pí / <íí =-J-[-i-s e » 2 í p] o 4 

O 


De donde .$ — & 2 . 


U623. Calcular el área de la figura limitada por la parábola 


limitada por la curva 


y — ^x — x 2 y el oje de abscisas. 

^624, Calcular el área de la figura 

Uyz]-nx, el eje OX y la recta x = e. 

* 1625*, Hallar el área de la figura limitada por la curva 
y^= x (x— 1} (x — 2} y el ejo OX . 

% r 1626, Hallar el área de la figura limitada por la curva y A = x t 
la recta y= 1 y la vertical x = 8. 

/ 1627- Calcular el área de la figura comprendida entre una 

semionda de la sinusoide i/-senr y el eje OX . 05 

Í628- Calcular el area de la figura comprendida entre la curva 

y — tg x , el ojo OX y la recta x = . 

1629. Hallar el área de la figura comprendida entre la hipér¬ 
bola xy = m 2 , las verticales x^a y x^= 3a (a^>0) y el ejo OX . 
1630* Hallar el área de la figura comprendida entre la curva 

de Agnesi u = y el eje do abscisas. 

de la figura limitada ñor la curva 


x 2 -f- G 2 

1631* Calcular el 


área de la figura limitada por la 
y — x 3 , la recta y — S y el eje OY . 

1632. Hallar el área do la figura limitada por las parábolas 
y?^2px y x 2 = 2pij. 

J 1633* Calcular el área de la figura limitada por la parábola 
x 2 y la recta y = —x* 

¿ 1634- Calcular el área del segmento de la parábola y — x^ f 
que corta lá recta y = 3 — 2x. 

1635. Calcular el área de la figura comprendida entre las para- 

hjt 2 

bolas y = x 2 ? y — — y la recta y = 2x. 

1636* Calcular el área de la figura comprendida entre las pará- 
/ 2 


bolas y = ■ 


y=4 ~ i í2 - 


/ 1637. Calcular el área de la figura comprendida entre la curva 
do Agnesi y la parábola 

el área de la figura limitada por las curvas 


1638* Calcular 
y = e x , y = e~ x y 


,x la recta x = í. 
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1639. Hallar el área de la figura limitada por la hipérbola 

-p- = 1 y la reota x = 2a. 

1640*. Hallar el área limitada por ia astroide 

3 2 2 

x*+y3=*a 3 . 


1641. Hallar el área de la figura comprendida entre la catenaria 


p = a ch4 . 


0 


el eje OY y la recta p = ~{e*-(-1). 

1642. Hallar el área de la figura limitada por la curva 
a 2 y- = x 2 (o 2 — x 2 ). 

1643. Calcular el área de la figura comprendida doutro de ia 
curva 

(*)■+(*)*-<• § 

1644. Hallar el área de la figura comprendida entre la hipér¬ 
bola equilátera x s —iy 2 = 9 t el eje OX y el diámetro que pasa por 
el punto (5; 4), 

1645. Hallar el área de la figura comprendida entre la curva 
y = ol eje OX y la recta ¡r=l(:t>l). 

1646*. Hallar el área de la figura limitada por la cisoide 
y «a y su asíntota x = 2a (a :> 0). 

1647*. Hallar el área de la figura comprendida entre el estro- 
foide y 2 "— X ffa_ a J Y su asíntota (&^>0), 

1648. Calcular el área de las dos partes en que la parábola 
y 2 = 2z divide al círculo x 2 -J-y 2 = 8. 

1649. Calcular o¡ área de la superficie comprendida entre la 
circunferencia % 2 + y* = i6 y la parábola 2 a = 12 (y— 1), 

1650. Hallar el área contenida en el interior de la astroide 

x—acos z y — b sen 3 1 * 

1651. Hallar el área de la superficie comprendida entre el eje 
OX y un arco de la cicloide 

x=*a(t — sent), y^a(l^cost). 
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1652, Hallar el área de la figura limitada por una rama de la 
trocoide 

x~at — b sen t, 

(O 

y — a — b eos t 

y la tangente a la misma en sus puntos inferiores. 

1653. Hallar el área de la figura limitada por la cardioide 

x = a (2 eos i — eos 2/), 
y =a a (2 sen i —sen 2z). 

1654*. Hallar el área de la figura limitada por el lazo del 
folium de Descartes 

3a í . 3a < a 
x — i^ f s * U — i+*3 • 

1655*. Hallar el área de la figura limitada por la cardioide 
r =*a (1 +cos tp). . — 

1656*. Hallar el área comprendida entre la primera y segunda 


espira de la espiral de Arquí ruedes r = aq> (fig. 48), 



F i g. 43 

1657, Hallar el área de una de las hojas de la curva 

r = a eos 2q>. 

1658. Hallar el área limitada por la curva r 3 = o 2 sen 4<p. 
1659*. Hallar el área limitada por la curva r = asen3tp. 

1660. Hallar el área limitada por el caracol de Pascal 

r = 2-f-C03<p. 


05 

O 

O 

O 

_C/) 

(D 


1661. Hallar el área limitada por la parábola r 
las semírectas = y <p = ~. 

1662. Hallar el área de la figura limitada por la elipse 


asee 3 -tí- 


r =¡ 


i £ CCS <p 


(0<e< 1). 
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1663, Hallar el área de la figura limitada por la curva 
r=2a eos 3<p, que está fuera del círculo r = a. 

1664*. Hallar el área limitada por la curva = t/ 3 . 


§ 8. Longitud del arco de una curva 

i°. Longitud del arco en coordenadas rectangula¬ 
res. La longitud $ del arco de una curva regular y = f(x), comprendida 
entre dos puntos cuyas abscisas sean x—a y x — b, es igual a 


i.í 

>=l yr tf 


3 da;. 


Ejemplo i. Hallar la longitud do ¡a astroide x z/s 4 = 
(fig. 49). _ 

Solución. Derivando la ecuación do la astroide^ tendremos 


y — 




Por lo cual, para la longitud dol arco de un cuarto de astroide, teñe] 

■ i s ^\Y i+j ^ dx= iv¿ d * = í a - 

o o 

De donde, s = 6a. 

2°. Lo ugítud^ del arco de una curva dada on íor 
parametrica. Si la curva se da en ecuaciones de forma p&ramét 




2-9(0 f y — ( en <J ue 9 (O y ÍO tienen derivadas continuas), la Ion- 
gituá s del arco de la curva seré igual a 

h 

i=$y?*+ps3, , 

donde y t 2 son los valores del parámetro correspondientes a los extremos 
del arco. 
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Ejemplo 2, Hallar la longitud de un arco de la cicloide (fig. 50). 

í x — a (f — sen t), 

\ y (i — eos í). 

Solución, Tenemos a/ =-jí =.a (-1—cosí) 0 /s^a=asett í. Por lo 

cual 

2jt 2ít 

$= jj V a 2 (1 — cas 1) 2 +■ a 2 sen* t dt = 2a jj senydí=8c. 

Los límites de integración íj==0 y t%=2n corresponden a los puntos 
extremos del arco de 3a cicloide* 



Si una curva regular viene dada por una ecuación r — / (<p) en coorde¬ 
nadas polares r y (p> la longitud s del arco será igual a 

S= ^ Vrü + r'* dtp, 
a 

donde y p son los valores del ángulo polar eu los puntos extremos 
del arco. 

Ejemplo 3* Hallar la longitud total de la curva [r = a sen 3 ~ 

{fig, 51)* Toda la curva está descrita por el punto (r t <p) al variar <p desde O 
hasta 

1 Solución. Tenemos r' = a sen 2 — cos-2- ( por lo cual, la longitud 
do todo el arco de la curva sera 


3n ___ 3a 

$ = \ |/ a 2 son 9 -f son 4 eos® ~ dtp —a \ sen 3 


, 3na 

d{ e= — 


! 0 0 

^ 1665. Calcular la longitud del arco de la parábola semicubica 

desde el origen de coordenadas hasta el punto cuyas coor¬ 
denadas son x = 4, ^ = 8. 
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1686*, Hallar la longitud de la catenaria y^a ch — desde el 
vértice A(Q; a) hasta el punto B (i?; h). 

1667, Calcular la longitud del arco de la parábola y — 2~\íx 
desde x — Q hasta 

1668, Hallar la longitud del arco de la curva y— £ x f cooipren- 
dido entre los puntos (0; 1) y ( 1 ; e). 

1669, Hallar la longitud del arco de la curva p=slux desde 

z — yÜ hasta x — ]/& 

1670, Hallar la longitud del arco i/t^arcsen^"*) desde x = 0 
hasta x—\ m 

1871- Calcular la longitud del arco de la curva x = In seo y 
comprendido entre y — 0 e y — y - 

1 i 

1672, Hallar la longitud del arco de la curva %=-g y 2, —j ln y 
desde ^ = 1 hasta y^e, 

1673- Hallar la longitud del arco de la rama derecha de la 


tractriz 


x — | íd l — y z + a In 


a~\~ ']/d í '—yZ 
U 


O 

desdo y — a hasta y — b(0<Zb<Za). 

1674, Hallar la longitud de la parte cerrada de la curva 9 ay* = 
=*x(x — 3¿z) 2 . 

1675- Hallar la longitud del arco de la curva p = ln |cfch yJ 

desde x—a hasta %=b (Q< a<b)* 

1676*, Hallar la longitud del arco de la evolvente del círculo 


desde ¿ = 0 hasta t — T . 


x — a (eos í + ¿ sen/) ? 
y — a (sen í — t eos t) 

1677- Hallar la longitud de la evoluta de la elipse 


x = ^ eos 3 1\ P sen 3 1 (c 2 = a 2 — b a ). 


1678- Hallar la longitud de la curva 
x =5 a (2 eos l — eos 2í), 
p™a( 2sení — sen 2/). 

1679, Hallar la longitud do la primera espira de la espiral de 
Arquímedes r = £zqx 

1680- Hallar la longitud total de la cardioide 
r = ¿z(í -I- eos <p)- 
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1681. Hallar la longitud del arco de la parte de la parábola 
r — a sec a -2- , cortada de la misma por la recta vertical que pasa 
por el polo. 

1682. Hallar la longitud del arco de la espiral hiperbólica 
r<p = l desde el punto ^2; hasta el punto (y » 2^ . 

1683. Hallar la longitud del arco de la espiral logarítmica 
r = ae m< t’(m>0), que se encuentra dentro del círculo r — a. 

1684. Hallar la longitud del arco de la curva 

= desde r—l hasta r = 3. 


§ 9. Volúmenes de cuerpos solidos 

I o » Volumen de un cuerpo de revolución. Los volúmenes 
de los cuerpos engendrados por ja revolución de un trapecio mixliJíneD, 
limitado por una curva y — f (x), el eje OX y dos verticales x^a y # = 
alrededor de ios ejes OX y 0Y f se expresan, respectivamente, por las fórmulas: 

b b 

1) V x =jl \ y* dx\ 2) Vy = ‘¿7t ^ xydx*). 
a a 

Ejemplo 1, Calcular los volúmenes de los cuerpos engendrados por 
la rotación de la figura, limitada por una semionda do la sinusoide 
y — señar y por el segmento del eje OX alrededor: a) del eje OX 

y b) del eje OY , 

Solución. 

n 


a) V x =Ji J 


sea 2 x dx s= ^ ; 


b) Fy = 2ic *\ xsenxdx — 2n( — x eos a:-}-sen — 2il 2 , 
o 

El volumen del cuerpo engendrado por la rotación alrededor do] eje OY 
de la figura limitada por la curva x^-g(y), el eje OY y las dos paralelas 


*) Sea un cuerpo engendrado por la revolución alrededor del eje OY do 
un trapecio mixlnínco, limitado por la curva = y por las rectas 
x=¿ z e y==Ú. Como elemento del volumen de este cuerpo se toma el 
volumen de una parte del mismo, engendrada por la rotación alrededor del 
eje OY de un rectángulo do lados y y dx, que se encuentra a una distancia x 
del eje OY, En este caso, el clomento del volumen es: 

b 

dVy = 2n xy dx t d© donde Vy — 2jt xy dx. 

a 
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y —g 8 y = d, puede determinarse por la formula; 

d 

Vy^-n ^ x 2 dy t 
c 


que m obtiene de la fórmula 1), expuesta an te normen te f permutando las 
coordenadas x o y. 

Sí la curva se da de otro modo (en forma para métrica, cu coordenadas 
polares, etc ) en las fórmulas anteriores hay que hacer el correspondiente 
cambio de variable de integración. 


Y ¡ 




HÉ 

t! 

p 
5 í 

a 0 

X i 

a 


F i g . 52 



En el caso més general, los volúmenes de los cuerpos engendrados , 
la rotación de una Figura, limitada por las curvas y i mf i (x) e y 2 — h 
(siendo í| (*) 4?, / 2 (i)) y por las rectas x — a , x = b f alrededor de los ejes 
coordenadas OX y OY, serán respectivamente 

t> 

V x =** Jj (i r%~yl)dx 
a 


Vy — 2lt ^ x{ 7 J 2 — Ui)dx. 
u 

Ejemplo 2, Hallar el volumen do! toro, engendrado al girar 
círculo jcS-f (y — £>) 2 < a 2 (b ^ a) alrededor del eje OX (fig, 52), 
Solución, Tenemos: 

J, 1== 6 — y a 2— X- 9 

Por lo cual 


VV = ir 


“ 

V [{6 -f y a a — _(b_y a 2— x*)*\ dx = 

—a 


“4ji5 


a 

^ "j/a 2 ‘— x 2 dx — 2n 2 s 2 b 
—a 


esta última integral se resuelve haciendo la sustitución r=¡asenfb 
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El volumen de mu cuerpo, obtenido al girar un sector, limitado por un 
arco de curva r — F{ cp) y dos radíos polares q? = a, —p, alrededor del eje 
polar, se puede calcular por la formula 



f3 

^ f 3 sen <p di p. 

a 


Esta jnisma fórmula es cómodo aplicarla cuando se busca el volumen 
de cuerpos engendrados por la rotación, alrededor del eje polar, do figuras 
Limitadas por cualquier curva cerrada, dada en coordenadas polares. 

Ejemplo 3, Determinar el volumen engendrado por la rotación de 
la curva r=oscn 2 tp alrededor del eje polar. 

Solución, 


ji 





2 

\ sen 3 2 qp sen ip dip = 
o 


n 


32 

3 



64 

son 4 tp eos 3 <p d<p = 5 = — íia 3 


2*- Cálenlo de Los volúmenes de los cuerpos sólidos 
cuando se conocen sus secciones transversales. Si 
S = S{x) es el área de la sección del cuerpo por un plano, perpendicular a 
una recía determinada (que se toma como eje OX), en el punto de abscisa x, 
ei volumen de este cuerpo será igual a 

x 2 

V— \ S(x)dx, 


donde y son las abscisas de tas secciones extremas de dicho cuerpo. 

Ejemplo 4, Determinar el volumen do una cuña, cortada de un 
ciLinrfro circular por un plano, que pasando por el diámetro de la base 
está inclinado respecto a ella, formando un ángulo ot* El radio de ia baso 
es igual a R ffig, 53), 

So I u don, Tomamos como eje OX el diámetro de la base, por el que 
pasa el plano de corle, y como eje OY el diámetro de la baso, perpendi¬ 
cular al anterior. La ecuación de la circunferencia de la base será + = 

El área de la sección ABC , que so encuentra a la distancia x del 
origen do coordenadas O , será igual a 

S (x)- ar. A ABC — ^AB* BC=^yy tga—^ tg a. 

Por lo que el velumon que se busca de !a cuña, es 
R R 

F — 2 --^ \ y 2 tg a dx = tg a ^ (/Í a — x 2 ) dx — LL tg a /t 3 . 

o 6 


Í685. Hallar el volumen del cuerpo engendrado por la rotación, 
alrededor del eje OX , de la superficie limitada por el eje OX y la 
parábola y = ax — x 2 (a > 0), 
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1686. Hallar ©1 volumen del elipsoide, engendrado por la 

rotación do la elipse "2 + 52 —i alrededor del eje OX. 

1687. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, 

alrededor del eje OX, la superficie limitada por la catenaria 

y~ach~, el eje OX y las rectas x=^a. 

1688. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, 

alrededor del eje OX, la curva $f = sen a £, en el intervalo x = 0 , 

hasta x = n. 

1689. Hallar el volumen del .cuerpo engendrado al girar la 
superficie limitada por la parábola gemicúbica y 2 =x 3 , el eje OX 
y la recta x=l, alrededor del eje OX. 

1690. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar la: 
misma superficie del problema 1689, alrededor del eje OY , 

1691. Hallar los volúmenes do los cuerpos engendrados al girar 
las superficies limitadas por las líneas y = e x , x = 0 e y= O, 
alrededor: a) del eje OX y b) del eje OY. 

1692. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, alre¬ 
dedor del eje OY, la parte de la parábola y 2 4 ax, que intercepta 
la recta x = a. 

1693. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, alre¬ 
dedor de la recta x = a, la parte de la parábola y* — kaz, que se^ 
intercepta por la misma recta. 

1694. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, 
alrededor de la recta y=— p, la figura limitada por la parábola 


-2px y por la recta 


C/) 


1695. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, (D 
alrededor del eje OX, la superficie comprendida entre las para¬ 
bolas y = x % ey = Y x - 

1696. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, alre¬ 
dedor del eje OX, el lazo de la curva (x — 4a) y % = ax (x — 3a) {a>0). 

1697. Hallar el volumen del cuerpo que se engondra al girar 

la cisoide — — , alrededor de su asíntota x = 2a. 

3 ¿a — x 


1698. Hallar el volumen del paraboloide de revolución, si el 
radio de su base es Tí y su albura es H. 

1699. Un segmento parabólico recto, de base igual a 2a y de 
altura h gira alrededor do su base. Determinar el volumen del 
cuerpo de revolución que se engondra («limón» de Cava lien). 

1700. Demostrar, que el volumen de la parte dol cuerpo de 
revolución, engendrado al girar la hipérbola equilátera — 
alrededor del eje OX, que intercepta el plano x = 2a, es igual al 
volumen de una esfera de radio a. 
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1701. Hallar los volúmenes de los cuerpos engendrados al girar 
la figura limitada por un arco do la cicloide 


x=^a{t —sen¿), r/ = a(l—eos/) 


y por el eje OX, alrededor: a) del eje OX , b) del eje OY y 

c) del eje de simetría de la figura. 

1702h Hallar el volumen doi cuerpo engendrado al girar la 

astroide x ~ a eos 55 t , y — b sen 3 1 alrededor del eje OY . 

1703. Hallar el volumen del cuerpo quo resulta de la rotación 
de la cardioide r = a (1 -J-cos <p) alrededor del eje polar. 

1704. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar la 

curva r — a cos a <p alrededor del eje polar. 

1705. Hallar el volumen del obelisco, cuyas bases paralelas 

son rectángulos de lados A, B y a* & y la altura igual a h. 

1706. Hallar el volumen deí cono elíptico recto* cuya base es 
una elipse de semiejes a y b y cuya altura es igual a h * 

1707. Sobre las cuerdas de la astroide ^ a*/s, paralelas 

al eje OX , se ban construido unos cuadrados, cuyos lados son 
iguales a las longitudes do las cuerdas y los planos en que se 
encuentran son perpendiculares al plano XOY m Hallar el volumen 
del cuerpo que forman estos cuadrados, 

1708. Un círculo deformable se desplaza de tal forma, que uno 
de los puntos de su circunferencia descansa sobre el eje OY, el 

¿jjS [i 2 

centro describe la elipse ^ + 1, mientras que el plano del 


círculo es perpendicular al plano XOY, Hallar el volumen del 
cuerpo engendrado por dicho círculo. 

1709. El plano de un triángulo móvil permanece perpendicular 
al diámetro fijo de un círculo de radio a . La base del triángulo 
es la cuerda de dicho círculo, mientras que su vértice resbala por 
una recta paralela al diámetro fijo, que se encuentra a una dis¬ 
tancia k del plano deí círculo. Hallar el volumen dei cuerpo 
(llamado conoide) engendrado por el movimiento de este triángulo 
desde un extremo dei diámetro basta el otro. 

1710. Hallar el volumen del cuerpo limitado por los cilindros 

-z 2 = a? e j y* z 2 = a 2 u 

1711. Hallar el volumen del segmento del paraboloide elíptico 


¡i 2 

~2p^^q^ x ^ nterce P ta ^° P or ^ plano x = a. 

1712. Hallar el volumen del cuerpo limitado por el hiperbo- 

¡jj2 y2 2 

loide de una hoja - r = í y los planos z — 0 y z=^k* 


1713. Hallar el volumen del elipsoide + - 
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§ 10, Area de una superficie de revolución 

El área ele tina superficie engendrada por la rotación, alrededor del eje 
0X¡ del arco de una curva regular y = f(x) f entro ios pantos x — a y z = b, 
se expresa por la fórmula 

b b 

S x = 2 * ^ y i- - ÜJi $ y Vi+F 3 dx (1) 

a a 


(d$ es la diferencial del arco de la curva). 

Cuando la ecuación de la curva se da de otra forma, el área de la 
superficie S$ se obtiene de la formula (1), efectuando los correspondientes 
cambios do variables. 



F i g. 54 


Ejemplo i. Hallar el área do la superficie engendrada al girar 
alrededor del ojo Ox, el lazo de la curva 

(fig. 54)» 

Solución* Para la parte superior de la curva, cuando O O <,3, 

i _ 

tenemos: y = — (3—s) ~fx , Do aquí que la diferencial del arco d$= 
Partiendo de la fórmula (1), el área do la superficie será 

2 [/x 

iS'=2n \ -t- (3 — x) ~]/x 
0 


2 \/¿ 


dx = 3tí . 


Ejemplo 2. Hallar ©1 área de la superficie engendrada al girar un 
arco do la cicloide x = a{t —sen í)l g = a{l — cosí), alrededor de su eje de 
simetría (Üg-. 55). 

Solución. La superficie quo se busca está engendrada por la rota¬ 
ción del arco OA alrededor de la recta AB , cuya ecuación es x = na 9 
Tomando y como variable independiente y teniendo en cuenta que el eje de 
rotación AB está desplazado con respecto al ejo de coordeuadas OY a una 
distancia iuz f tendremos 
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Pasando a la variable tj obtenemos: 


IX 


S^2x j (nawií + asenO j/) 2 ¿t = 


Ü 



1714. En la fig. 56 se dan las dimensiones de un espejo para¬ 
bólico AOB. Hay que hallar la superficie de este espejo. 



B 

F i g. 56 


1715* Hallar el área de la superficie del «huso», que resulta 
ai girar una semionda de la sinusoide y=^smx alrededor del 
eje OX* 

1716. Hallar el área de la superficie engendrada por la rotación 
de la parte de la tangentoide y = tgx T comprendida entre x^O 

y a: = p alrededor dol eje OX. 

1717* Hallar el área de la superficie engendrada por lu rota¬ 
ción, alrededor del eje 0X t del arco de la curva y = e~ x compren¬ 
dido entre x = 0 y x = + co. 

1718. Hallar el área do Ja superficie (denominada catenoide), 
engendrada por la rotación de la catenaria y — ach^ alrededor 
del ej e OX, entro los límites x~Q y 


i a—loio 
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171Í). Hallar el. área de la superficie de revolución ,de la 
astroide **/* + j/*/* = a #/ * alrededor del eje OY. 

172(1. Hallar el área de la superficie de revolución de la curva 

x-.i-iya—1- lr> y alrededor del eje OX, comprendida entre y -i 


e y — e. 

1721*. Hallar el área de la superficie del toro engendrado por 
la rotación del círculo x 8 -j- (¡/ — b)" = a 1 alrededor del eje OX (/)> c). 

1722. Hallar el área de la superficie engendrada al girar la 

elipse + = 1 alrededor: 1) del eje OX; 2) del eje OY (a^>b). 

1723. Hallar el área de la superficie engendrada al girar uno 
de los arcos de la cicloide x — a(t — sen i), y — a (i — eos í) alrede¬ 
dor: a) del eje OX; b) del eje OY; c) de la tangente a la cicloide 
en bu panto superior. 

1724. Hallar el área de la superficie engendrada por la rota¬ 
ción, alrededor del eje OX, de la cardioide 

x=a (2 eos t —eos 2i), 
y = a (2 sen t — scn2f). 

1725. Hallar el área de la superficie engendrada al girar la 

lomniscata r 8 ■= a 2 eos 2<p alrededor det eje polar, 

1726. Hallar el área de la superficie engendrada por la rotación 
de la cardioide r = 2a (1 + eos cp) alrededor del eje polar. 


05 


§ 11, Momentos, Centros de gravedad. Teoremas da Guldln 


O 

C/) 


Momento estático. Se denomina momento estático do un punió 
material do masa m f situado a una diMancta d del ojo l t con respecto 
a este mismo eje l, a la magnitud 

M l m¿L 


Recibe el nombre de momento estático de uu sistema de n pantos mate- 
ríales, de masas ..., sitúa dos en el mismo plano que el ejo i, 

con respecto ai cual se toman, y separados de é\ por las distancias 
dj, do i . * * d J%i la suma 


Mi 



U) 


debiendo tomarse las distancias de los puntos que so encuentren a uu lado 
del eje í c<m signo más ( + ), y los que estén al otro, con signo menos (—)> 
Do forma análoga se determina el momento estático de un sistema de puntos 
con respecto a un plano. 

Si la masa ocupa continuamente toda una línea o una figura ue! plano 
XOY, los momentos estáticos Mg y My respecto a los ejes de coordenadas 
OX y OY, en lugar de la suma (1), se expresan por las correspondientes 
integrales. Cuando se trata de figuras geométricas, lá densidad so considera 
igual a la unidad. 
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En particular: 1) para la curva y=y[s), donde ©1 parámetro ¡t 

es la longitud del arco, tenemos: 

L l 


M x = | y (*) da; My = | * (s) ds 


( 2 ) 


{ds —es la diferencial del arco); 

2) para una figura plana, limitada por la curva y~y(z). el eje OX 
y dos verticales x = a e y = b, obtenemos: 


o o 

•M'x = y ^ y \'J I dx\ My= ^ x\ ]¡ I dx. 


(3) 


Ejemplo 1. Hallar los momentos estáticos, respecto a los ejes OX 
y Oy, del triángulo limitado por las rectas: 

-í- + -|- = i T k = 0, i/ = 0 (fig. 57). 

Solución. En este caso, y — b . Aplicando la fórmula <3>, 

obtenemos: 


o 

My = b J *(l—. 


2^. Momentos de inercia. So denomina momento de inercia f respecto 
a un eje l f de un punto material de masa m , situado a una distancia d 
de dicho ©je l r al número I¡ = md* t 




T i g. $8 


fíe do el nombre de momento de inercia t respecto a un eje do un 

sistema do n puntos materiales^ de masas m 1? m, „ „ a la suma 


h= S*MÍ> 

i=í 


12 * 
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donde d lt d<¿, .... Uní son las distancias desda los puntos al eje i, Cuando 
Ja masa es continua, en lugar de la suma, obtendremos la integral corres¬ 
pondiente. 

Ejemplo 2 % Hallar el momento de inercia do un triángulo de base h 
y altura h , respecto a su propia base. 

Solución. Tomamos )á base del triángulo como eje OX y su altura 
como eje OY (fig. 58). 

Dividimos el triángulo en fajas horizontales infinitamente delgadas, 
de espesor dy, que juegan el papel de masas elementales dm. Empleando la 
semejanza de triángulos, obtenernos; 

dm= h k — dy 


De donde 


dl x = y z dm = A '-yi (h—y) dy. 


ix = x S 9 *Q l ~ s ' idv= 'Tz bh ' K 


0 

■ 

O 


3*. Contra do gravedad. Las coordenadas del centro de gravedad 
de una figura plana (ya sea arco o superficie) de masa M, se calculan por las 
fórmulas 


- My - M X 
z = —T7- » y =• 


O 

~M * y ~ ~W ' 

donde M x y My son los momentos estáticos de las masas. Cuando se traca 
<le figuras geométricas, la masa M es numéricamente igual al correspondiente 
arco o ai área. __ __ : 

Para las coordenadas dol centro de gravedad (#, y) de un arco fie curva 
plana y=¡j(x) que une los puntos ¿i (a; ■/(«)) y ^ (b; /(¿O), 

tenemos 

B b B b _ _ 

Jzds J x Vl + (y')2 dx yds ¡ ¥ y l + (»')* dx 

f=L 


3 =^ 


JYi +df , y‘ 


¡ Vi +<*')■* 


Las coordenadas del centro da gravedad (x* y) del trapecio ioixtilíneo 
a x c b, O ^ p <¿ / (:c), se pueden calcular por las fórmulas 

b b 



TÍ 


xf 1 dx 


y = 


h 

donde S—\ y dx es el área do la figura. 

*? 

Formulas análogas se emplean para bailar las coordenadas del centro de 
gravedad de los cuerpos sólidos. 
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Ejemplo 3, Hallar el centro de gravedad del arco do la semicircun¬ 
ferencia + — (y 0) {fig- 59). 

£ 0 1 u c í 6 n* 'Tenemos 


y^Y<tf~x* y y * 


—-X 


y tí ü_ai 


y 


De donde 


ds = yi+t/p dx= a ?* 

af a 


My - 


S * ¿s= 1 


y a 2 — x 2 


~ d*=o, 


— \; — $ v— 


a 



Por consiguiente* 



4 & , Teoremas de G u I d i n. 

Teorema 4 o . El" área do la superficie engendrada por la rotación del 
arco de una curva plana alrededor de tm eje, situado en al mismo plano 



que la curvaj pero que no so corta con ella, os igual al producto de la 
longitud de dicho arco por la longitud do la circunferencia que describe el 
centro de gravedad del mismo. 

Teorema 2*> El volumen del cuerpo engendrado por la rotación de 
una figura plana alrededor de un eje, situado oq el mismo plano que la 
figura, pero que no se corta con olla, es igual al producto del área de dicha 
figura por la longitud de la circunferencia que describe el centro de grave¬ 
dad de la misma. 
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1727. Hallar los momentos estáticos* respecto a los ejes de coor¬ 
denadas* del segmento de la línea recta 

í+f =1 - 

comprendido entro dichos ejes do coordenadas. 

1728. Hallar los momentos estáticos del rectángulo de lados 
a y b> respecto a estos mismos lados. 

1729. Hallar los momentos estáticos, respecto a los ejes OX 
y OYj y las coordenadas del centro de gravedad del triángulo 
limitado por fas rectas: x + y~a f x = 0 e y = 0, 

1730. Hallar los momentos estáticos, respecto a los ejes OX 
y 0Y> y las coordenadas del centro de gravedad del arco de la 
asi rolde 


situado on el primer cuadrante. 

1731. Hallar el momento estático de la circunferencia 

r = 2a seníf, 

respecto al eje polar. 

1732. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del arco 
de lu catenaria 


o 

(5 


o 


y = a ch 


comprendido entibe x^ —a y z = a. 

1733. Hallar el centro de gravedad del arco de circunferencia^/) 
de radio a , que subtiende el ángulo 2a. 

1734. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del primer 
arco de la cicloide 

x — a (í — sen t); y = a( 1 — eos t ). 

1735. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la 

figura limitada por la elipse — + -§y = í y por los ejes de coor¬ 

denadas OX y OY (a:>0, y>0) (0<í<2n). 

1736. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la 

figura limitada por las curvas 

y==a: a ; y = Yx. 

1737. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la 

figura limitada por el primer arco de la cicloide 

x = a (í — sen t), y = a(I—cosí) 


y por el eje OX. 
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1738**. Hallar el centro de gravedad del hemisferio de radio a , 
con el centro en el origen de coordenadas, situado sobre el pla¬ 
no XOY. 

1739**. Hallar el centro de gravedad de un cono circular recto, 
homogéneo, si el radio de la base es r y la altura es h, 

1740**. Hallar el centro de gravedad del hemisferio de una 
hola homogénea de radio a, con el centro en el origen de coorde¬ 
nadas, situado sobre el plano XOY. 

1741. Hallar el momento de inercia de una circunferencia de 
radio a, respecto a su propio diámetro. 

1742. Hallar el momento de inercia de un rectángulo de lados 
a y b, respecto a estos lados. 

'1743. Hallar el momento de inercia do un segmento parabólico 
recto, respecto a su eje de simetría, si la base es 2b y la altura es h. 

1744. Hallar el momento de inercia de la superficie de la 

elipse = respecto a sus ejes principales. 

1745**. Hallar el momento polar de inercia de un anillo circu¬ 
lar de radios i?, y R 2 (Ri<Rí), es decir, el momento de inercia 
respecto al eje que pasa por el centro del anillo y es perpendicu¬ 
lar al plano del mismo. 

1746**. Hallar el momento de inercia de un cono circular recto, 
homogéneo, respecto a su eje, si el radio de la base es R y la 
altura es H. 

1747**. Hallar el momento de inercia de una bola homogénea 
de radio a y masa M , respecto a su diámetro. 

1748. Hallar el área y el volumen de un toro engendrado por 
la revolución de un círculo de radio a, alrededor de un eje situado 
en el mismo plano que el círculo y que se encuentra a una distan¬ 
cia b (b^-a) del centro de este. 

1749. a) Determinar la posición del centro de gravedad del 

arco de la astroide = situado en el primer cuadrante. 

b) Hallar el centro de gravedad de la figura limitada por las 
curvas y 3 - 2 px y x~= 2 py. 

1750**. a) Hallar el centro de gravedad del semicírculo, apli¬ 
cando el teorema de Guldin. 

b) Demostrar, aplicando el teorema de Guldin, que el centro 
de gravedad de un triángulo dista de su base a un tercio de la 
altura. 


0 

O 

0 

c 

o 

o 

o 
c n 

0 


§ 12. Aplicación de las Integrales definidas 
a la resolución de problemas de física 

1°. Trayectoria recorrida por un punto. Si un punto se 
mueve sobre una curva y el valor absoluto de su velocidad v — f (O es una 
función conocida del tiempo í, el espacio recocido por dicho punto en un 
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intervalo de tiempo [t ít í$] sera igual a 

h 

^ j ( t)dt. 


Ejemplo 1, La velocidad de un punto es igual a 

i7 = 0,ií 3 m/seg. 

Hallar el espacio s % recorrido por el punto» durante un intervalo de tiempo 
J 1 — 10 sog, transcurrido dosde el comienzo de su movimiento. <Á qué será 
igual la velocidad media del movimiento durante este Intervalo? 
Solución. Tenemos 


iü 


; = ^ 0,lf 3 dt = 0,1 


10 


= 250 


0 


v m — f = 25 m/seg. 

2 o . Trabajo _d o una fuerza. Si una tuerza variable X = i{x) 
actúa en la dirección del ejo OX, el trabufo de esta fuerza en el segmento 
[*l, x 2 ] será igual a 

ar 2 

A = \ / (z> dx. 

I 1 

Ejemplo 2* Si para estirar un muelle i cm se necesita una fuerza 
de 1 kgf ¿quó trabajo habrá que emplear para estirarlo 6 cm? 

Solución. Por la ley de Hooke, la fuerza X kgf que estira en x fn 
el muelle es igual a X^kx, dondo A' es urn coeficiente de proporcionalídad- 

Suponieodo que £ = 0,01 m y X = 1 kgf, tendremos que A = 1ÜG y, por 
consiguiente X —100 x. 

De aquí, que el trabajo que se busca es; 


0,06 


- s 


lOCtr dx = 5Qx 2 


o ,06 


— 0,18 kgf m. 


8 o . Energía cinética. So da el nombre de energía cinética de un 
punto material, de masa m y velocidad v , a la siguiente expresión: 


Á‘- 




La energía cinética de un sistema de n puntos materiales, de masas 
¿ a , m Zt . m n , cuyas velocidades respectivas sean v it v 2 , .es igual a 




2 
i 


d) 
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Para calcular la energía cinética de un cuerpo» hay que dividirlo con¬ 
ven] entórnente ©n partos elementales (que juegan el papel de puntos mate¬ 
riales) y» después» sumando la energía cinética de estas partes» y pasando 
a límites, en lugar de la suma (1) se obtendrá la correspondiente integral. 



Ejemplo 3. Hallar la energía cinética do un cilindre circular homo¬ 
géneo (macizo), de densidad 5* cuyo radio de la base es R y la altura 
que gira con una velocidad angular í ú alrededor de su eje. 

Solución, Gomo masa elemental dm se toma la masa de un cilindro 
hueco, de altura h, radio interior r y espesor de la pared dr (fig, 60). Tenemos; 

dm^=2jir-hñ dr , 


05 

c 

o 

o 


Como la velocidad lineal do Ja masa dm es igual a c = la energía 
cinética elemental es ¿ 

dK — ~~ ~ = nr*<sPh& dr. 


O 

C/) 


Be donde 


A’ = 110)8*5 ^ _ 

O 


4*. Presión de los líquidos. Para calcular la fuerza con que 
presionan los líquidos se emplea Ja ley do Pascal» según ia cual, la presión 
que ejercen los líquidos sobre un área S sumergida a una profundidad h T 
es igual a 


(D 

■ 

$ 

5 

5 


P = yhS t 

donde y es el poso específico del líquido. 

Ejemplo 4. Hallar la presión que soporta un semicírculo de radio r, 
sumergido verticalmonte en agua, de tal forma» que su diámetro coincide 
con la superficie Ubre de aquélla (fig, 61). 

Solución. Dividimos la superficie del semicírculo en elementos» fajas 
paralelas a la superficie del agua. EJ área de uno de estos elementos (omi¬ 
tiendo ios infinitésimos de orden superior), situado a la distancia h de la 
superficie det agua, as igual a 


dS = 2x dh = 2 Vra — fea dh. 
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La presión que soporta este elemento es igual a 
dP — y hds — 2yh ~]f r 2 — h‘ z dh } 

dundo y es el peso específico del agua, igual a la unidad, 
Do aquí que, la presión total es 

a 


2 


? = 2 ^ Ay^-^rfA®—y(r a -A B ) 


8 r 


1751, La velocidad de un cuerpo, lanzado hacia arriba vertí- 
cálmente con una velocidad inicial despreciando la resistencia 
del aíre, se expresa por la fórmula 

v V 0 — gt, 

donde t es el tiempo transcurrido y g la aceleración de la grave¬ 
dad. ¿A qué distancia de la posición inicial se encontrará este 
cuerpo a ios t seg de haberlo lanzado? 

1752. La velocidad de un cuerpo, lanzado ver tica Imente haci 


arriba cori una velocidad inicial 
aíre, se expresa por la fórmula 


contando 1 a resistencia de 


v — —y £ +""f") t 


donde i es el tiempo transcurrido, g es la aceleración de la gre, 
vedad y c es una constante. Hallar la altura a que se eleva el 
cuerpo, 

1753. Un punto del eje OX vibra armónicamente alrededor del 
origen de coordenadas con una velocidad que viene dada por la 
fórmula 


V— Vq COS Q}£, 


Q) 


donde t es el tiempo y y m son unas constantes. 

Hallar la ley de la vibración del punto, si para £ =0 tenía 
una abscisa -x = 0. ¿A qué será igual el valor medio de la ma* 
nitud absoluta de la velocidad del punto durante el período de JS 
vibración? 

1754- La velocidad del movimiento de un punto os 

y*= t€~ 0f0íi rn/sGg. 

Hallar el camino recorrido por dicho punto desde que comenzó 
a moverse hasta que se pare por completo. 

1755, Un proyectil cohete se levanta verticalmente. Suponiendo 
que, siendo constante la fuerza de arrastre, la aceleración del 
cohete aumenta a causa de la disminución de su poso según la ley 


. A t 

j — .-- y7 (á 

J a — bt x 


bt >0), 


OUEUOIC 
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hallar la velocidad dei cohete en cualquier instante t 7 sí su velo* 
cidad inicial es igual a cero. Hallar también la altura que alcanza 
el cohete en el instante í = t%~ 

1758*. Calcular el trabajo necesario para sacar el agua que 
hay en una cuba cilindrica vertical, que tiene un radio de base R 
y una altura II. 

1757. Calcular el trabajo necesario para sacar ei agua que hay 
en un recipiente cónico, con el vértice hacia abajo, cuyo radio 
de la base es R y la altura H. 

1753. Calcular el trabajo necesario para sacar el agua de una 
ca 1 d era se mi esí é r i ca, q ue t i en e un ra dio R = 10 ni. 

1759. Calcular el trabajo necesario para sacar, por el orificio 
superior, el aceito contenido en una cisterna de forma cilindrica 
con el eje horizontal, si el peso específico del aceite es y, la lon¬ 
gitud de la cisterna II y ei radio de la base R. 

1760**. ¿Qué trabajo hay que realizar para levantar un cuerpo 
de masa m de la superficie de la Tierra, cuyo radío es R f a una 
altura h? ¿A qué será igual este trabajo si hay que expulsar 
•el cuerpo al infinito? 

1761**. Dos cargas eléctricas e 0 = 100 CGSE y r 1 = 200 COSE 
se encuentran en el eje OX en los puntos x Q ^0 y 3^ = 1 cm, 
respectivamente. ¿Qué trabajo se realizará si la segunda carga 
se traslada al punto x 2 —10 cm? 

1762**, Un cilindro con un émbolo móvil, de diámetro D =20 cm 
y de longitud Z = 80 cm* está lleno de vapor a presión cío p = 

— 10 kgf/cm 2 . ¿Qué trabajo hace falta realizar para disminuir 
el volumen del vapor en dos veces si la temperatura es constante C/) 
{ proceso isotérmico)? 

1763**. Determinar ei trabajo realizado en la expansión adia¬ 
bática del aíre, hasta ocupar un volumen TQ = 10 m 3 , si el volu¬ 
men inicial es F 0 — 1 m 3 y la presión Po = 1 kgf/cin 2 , 

1764**, Un árbol vertical, de peso P y radio a , se apoya en 
una rangua AB (fig. 62). La fricción entre una parte pequeña o 
de la base del árbol y la suporficio del apoyo que está en con¬ 
tacto con ella os igual a Felipa, donde p = eonst. es la presión 
del árbol sobre la superficie del apoyo, referida a la unidad de 
superficie del mismo, y p es el coeficiente de fricción. Hallar 
el trabajo de la fuerza de fricción on una revolución del árbol. 

1765**, Calcular la enorgía cinética de un disco, do masa M 
y radio R, que gira alrededor de un eje que pasa por su centro 
y es perpendicular al plano dei disco con una velocidad angu¬ 
lar OK 

1760, Calcular la energía cinética de un cono circular recto, 
de masa M, que gira alrededor de su eje con una velocidad angu¬ 
lar cm El radio de la base del cono es /?, la altura //. 
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1767*. ¿Qué trabajo es necesario realizar [para detener una 
bola de hierro de radio i? = 2 m, que gira alrededor de su diá¬ 
metro con una velocidad angular co = 1000 vueltas/minuto? (El peso 
específico del hierro y = 7 f S gf/cm 3 }. 

1768, Un triángulo de base b y altura h está sumergido verti¬ 
calmente en agua, con el vértice hacia abajo, de forma, que su 



0 

■ 

o 
có 

base coi acide con la superficie del agua. Hallar la presión que 
el agua ejerce sobre él, 

1769- Una presa vertical tiene forma de trapecio. Calcular 
Ja presión total del agua sobre dicha presa, sabiendo que la base 
superior tiene a =^70 m, la base inferior d = 5G m y su altura 
h — 20 m, 

1770, Hallar la presión que ejerce un líquido, cuyo peso espe¬ 
cífico es y, sobre una elipse vertical, de ejes 2 a y 2b, el centro 
de la cual está sumergido hasta una profundidad h . El eje mayor 
2 a de la elipse es paralelo a la superficie del líquido (h'^b). 

1771, Hallar la presión que ejerce el agua sobre un cono cilin¬ 
drico vertical, con radio de Ja base R y altura H , sumergido 
en ella con el vórtice bacía abajo, de forma que la base se encuen¬ 
tra al nivel del agua. 

Problema^ diversos 

• 

1772, Hallar la masa de una barra de longitud ¿ = 100 cm r 
si la densidad lineal de la misma a la distancia x cm, respecto 
a uno de los extremos, es igual a 


5 = 2 + 0, OOlas* 


cm 


1773, Según datos empíricos, la capacidad calorífica específica 
del agua, a la temperatura t *C (0<í<100°), es igual a 

c = 0,9983 —5,184-10 -s í + 6,912- 10~ 7 ¿ a . 
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¿Qué cantidad de calor se necesita para calentar 1 g de agua 
desde 0° hasta 100° G? 

1774, El viento ejerce una presión uniforme p gf/em 2 sobre 
una puerta, cuya anchura es b cm y la altura h cm, Hallar 
el momento de la fuerza con que presiona el viento, que tiende 
a hacer girar la puerta sobre sus goznes. 

1775* ¿Qué fuerza de atracción ejerce una barra material, 
de longitud l y masa M, sobre un punto material de masa m 7 
situado en la misma recta de la barra a una distancia a de uno 
de sus extremos? 

1770**, Cuando la corriente de líquido que pasa por un tubo 
de sección circular, de radio a f es laminar estable, la velocidad 
v en un punto que se encuentra a la distancia r del eje del tubo, 
se expresa por la fórmula 


donde p es la diferencia de presión dol líquido en los extremos 
del tubo, \x es el coeficiente de viscosidad y l la longitud del 
tubo. Determinar el gasto de liquido es decir, la cantidad del 
mismo que pasa por la sección transversa] del tubo en la unidad 
de tiempo. 

1777*, Las mismas condiciones del problema anterior (1776), 
pero con un tubo de sección rectangular* en que la base a es 
grande con relación a la altura 2 b. En esto caso, la velocidad 
de la corriente v en el punto M (x. y) $e determina por la fór¬ 
mula 


y==s tf¡rl P—ib—yW- 

Determinar el gasto Q de líquido, 

1778**, AI estudiar las cualidades dinámicas de los automóvi¬ 
les se recurre frecuentemente a la construcción de diagramas espe¬ 
ciales: sobre el eje de abscisas se toman las velocidades u y sobre 
el de ordenadas, las magnitudes inversas a las correspondientes 
aceleraciones a. Demostrar, que el área S , limitada por la curva 
de esta gráfica, por las dos ordenadas u = í; 1 y v s= y el eje 
de abscisas, es numéricamente igual al tiempo que se necesita para 
aumentar la velocidad del automóvil desde v t a v % {tiempo 
de «embalado»). 

1779, Una viga horizontal, de longitud /, está en equilibrio 
bajo la acción de una carga, uniformemente repartida a lo largo 
de ella y dirigida verticalmente hacia abajo, y de las reacciones 

de sus apoyos A y ¿Í^A = Z? = -“^ f dirigidas verticalmente hacia 
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arriba. Hallar el momento de flexión M x en la sección transver¬ 
sal x ,, es decir, el momento respecto al ponto í\ de abscisa x 7 
de todas las fuerzas que actúan oo la parte AP de la viga, 

1780. Una viga horizontal, de longitud L está en equilibrio 
bajo la acción de las reacciones de sus apoyos A y B y de una 
carga repartida a lo largo de la misma, con una intejisídad 
de q = kx, donde x es la distancia al apoyo izquierdo y k un coefi¬ 
ciente constante. Hallar el momento de flexión M# en la sección x *. 


Observación, Se da el nombre do intensidad do distrilución do la 
carga, a la carga (fuerza) referida a la unidad de longitud, 


1781*. Hallar la cantidad 
alterna sinusoidal 


de calor que desprende 


una corriente 


i — Iq sen 



<p) 


durante el período T en un conductor de resistencia R. 
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FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 


& 1. Conceptos fundamentales 

1°. Concepto do función de varias variables* Desig* 
naciones de las funciones. Una magnitud variable z se don omina 
función uniforme do dos variables x o ?/, si a cada conjunto do valores de 
éstas (x r y) del campo dado, correspondo un valor único y determinado de í, 
Las variables x e y se llaman argumentos o variables independientes. La depen^ 
deuda funcional se representa así: 


z = y)‘ y)‘, etc. 


Las funciones de tres o más argumentos so dofinen de manera análoga. 
Ejemplo í« Expresar el volumen V del cono en función de su gene¬ 
ratriz x y del radio de la base y. 

Solución. Sabemos por la geometría, que el volumen del cono es 
igual a 



donde h es la altura del cono. Pero —y 2 - Por consiguiente, 



Esta es, precisamente, la dependencia funcional que se buscaba- 
El valor de la función z = f{$ T y) on el punto P{a t b )* os decir* cuando 
x — a e * = 6 S se designa por f(a, b) o / (P). La representación geométrica 
de la función z — f(z, y) on un sistema de coordenadas cartesianas X t Y, Z 
es* en términos generales, una superficie (fig. <j3)> 




Solución, Poniendo e — 3, hallamos: 


m -3)- 
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Poniendo i-í y sustituyendo y portenemos: 


decir, / (i, =/(*, 


v X f 

2. Campo de existencia de Ja función. Por campo de exis¬ 
tencia (de definición) de la función z = f(x, y), se entiende el conjunto de 
puntos (x. y) del plano XOY que determinan la función dada (es decir, 


M_ 1 + (- 

w 

2 

s 8 -f-y 2 

*> 2*1 (• 


Zxy 

l 

x } 


í/b 



stencia de 

1 a 

función. 


2. C ampo 

' ‘ inición) de la luncion „ , 

puntos (x, y j del plano XOY que determinan la función 



para los que Ja función toma valores reales determinados). En los casos 
más elementales, el campo de existencia do la función representa una parte 
finita, o infinita, del plano coordenado XOY t limitada por una o varias 
curvas (frontera del carnpo}\ 

De forma análoga, para las funciones de tres variables u = f[x, y* z), 
el campo de existencia de la función es un cuerpo determinado del espa¬ 
cio QXYZ. 

Ejemplo 3- Hallar el campo de existencia de la función 

1 


Y 4 —a:* — 


Solución. Esta función tiene valores reales cuando 


4—x 2 — y 2 ^>0 ó bien 

A esta última desigualdad satisfacen las coordenadas de los puntos situa¬ 
dos dentro de un circulo de radio 2 con el centro en el origen de coorde¬ 
nadas, El campo de existencia do esta función es pues el interior do os te 
círculo (fíg. 84), 

Bjam p J o 4. Hallar el campo de existencia de la función ■ 
z = are sen “2“ V■ 









www.elsolucionario.net 

Conceptos fundamentales 


193 


Solución* El primer sumando de la función queda determinado 
x 

para — ó bien —2^x^2, El segundo sumando tiene valores 

reales cuando xy^Q¡ es decir* en dos casos: 



i/>0* 


o si 


4 


* < O, 
y <o. 


El campo do existencia do toda la función se representa en la fig* 65 y com¬ 
prende la frontera del campo. 

3* Líneas y superficies de nivel de las funciones* 
Se da el nombre de línea de nivel de una función z~f(x¡ y), a la línea 



F i g. 64 



F i g* 65 


f (x y y) — C del plano XOY* para cuyos puntos la función toma un mismo 
valor 2 — C (que generalmente se señala como anotación on el dibujo). 



F i g, m 


Se llama superficie de nivel de una función do tros argumentos u = 
— f{x, y T z) aquella superficie / (jr f y, z) — C en cuyos puntos la función 
toma nn valor constante n = 

Ejemplo 5. Construir la línea de nivel de la función z = x*y. 
Solución. La ecuación do la línea de nivel tiene la forma x 2 y = C 

Q 

o bien y = —¡r * Haciendo C —O r ± i, d;2 ..*» obtenemos la familia de 

x* 

líneas de nivel (fig* 66)* 


13— 10 i G 
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1782. Expresar el volumen V de una pirámide cu adra aguiar 
regular en función de su altura a: y de su arista lateral y. 

1783. Expresar el área 5 de la superficie lateral de un tronco 
de pirámide exagonal regular, en función de los lados set/ d& 
las bases y de la altara s. 

1784. Hallar /(y,3)y/(l, -1), si 

/(ar, y) = xy + -y. 

1785. Hallar f(x, y), /(-*, -y), f (-J-, —) , 

x* •— y 2 


/(*! ¡O 


,si 


/ te, y) ■ 


2 xy 


0 


1786. Hallar los valores que toma la función 
í te, y) = l+x — y 


en los puntos de la parábola y = 3?, y construir la gráfica de la 


función 

F(x)=f(x, *'). 

1787. Hallar el valor de la función 

x&-\-2x%y 2 + y 4 


z 


1 '—s 2 — y 2 


0 

O 

O 

O 

c/) 


0 

■ 

$ 


en tos puntos de la circunferencia + y 1 — 

1788*. Determinar /te), si 

0). 

1789’*. Hallar f (x, y), si 

/(* + y, x — y)^xy + y 2 . 

1790*. Sea z = Y~y / (Vx —i)* Determinar las funciones 
y z, si z~x para y = 1. 

1791**. Sea z = a:/(-~- Determinar las funciones / y 2, si 
z — )/ 1 + y a para x = 1. 

17.92. Hallar y representar los campos de existencia de las 
siguientes funciones: 

a) z=V\ — x 2 —y 2 ; 

b) 2 = 1 + V — — Í/) S ‘ 

c) 2 = ln (¡c-f y); 
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d) z^x + are cosí/; 

e) z =? \ r i— x 2 -j- Y 1 — y®; 

í) z — are sen ™ ; 

x 

g) z = y r a; 3 —4 + V4 —y a ; 

t) 2 = y («“ + IT- O 2 ) (2c.* — _ y-) (d > 0); 

i) z = ]/ y sen X ; m) z = —- 1 -— ; 

\v — ~V’x 

j) z^\n(a*+y); n) S = _± r + -L ; 

k) 2 = arctg T ~=^ F ; o) z^V^WTT)- 

\\ % _ ^ , 

J -^ 4 ,^ ’ 

1793, Hallar los campos de existencia de las siguientes funcio¬ 
nes de res argumentos: 

a) u = Y~x + |/*p + \f z\ c) y = are sen # -j- are sen y -j- are sen z; 

b) u s= In (xyz); d) y = j/'í— ^ — if — z 1 . 

1794, Construir las líneas de nivel de las Junciones que se dan 
a continuación y averiguar el carácter de las superficies represen¬ 
tadas por diclias funciones: 

a) z^x + rj-, d) g) z = ^-; 

i) z = x* + y*\ e) 2 = (1 + j: + yf; h) z = ; 

¡/ X 

c) f) z=í~\x\-\yb = 

1/95. Hallar las líneas de nivel de las siguientes funciones: 

a) 2 =ln(x 2 + i/); d) z = f(y~ax); 

b) 2 = are sen xy\ e) 2 = / ^ J . 

c) z = f Qf a; 3 + rj; 

1796. Hallar las superficies de nivel de las siguientes funcio¬ 
nes de tres variables: 

a) u = x -f y -j- 2 , 

b) M = ® a -fy 2 + 2® > 

c) « = J7 2 r/ 2 — 2 a . 


13 * 
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§ 2. Continuidad 

1. Límite de una función. El numero A recibe el nombre de 
límite de ¡a función z*^f(x, y) ciando él punto P* (x } y) tiende al ponto P(# ? b), 
si para cualquier e>0 existe un ó>0 tal, que cuando 0<p<d 7 {donde 

o = Y{x~a)~+ (li — b) 2 es la distancia entre los puntos P y P'} , se verifica 
Ja desigualdad 

l/(a> y) —A |<b. 

En esto caso se escribe; 

Hm / {x y y) = A . 
y*+k 

2. Continuidad y puntos do discontinuidad. La fun¬ 
ción z = f(x, y) recibo el nombre de continua en el punto P [i i, b). si 

lim/ (a, y) = f(a, b). 

y-*h 

La función que es continua en todos los puntos de un campo determi¬ 
nado, se llama continua en este campo. 

Las condiciones de continuidad de una función f (#, y) pueden no cum¬ 
plirse en puntos aislados (puntos aislados de discontinuidad) r o en puntos que 
formen una o varias líneas (líneas de discontinuidad) y, a veces, figuras 
geométricas mis complicadas. 

Ejemplo 1. Hallar los puntos de discontinuidad de la función 

xy + i 


Solución. La función pierde su sentido, si el denominador se anuh 
p ero o o sea, y^x 2 es la ecuación de una parábola. Por consiguíei 

te, k función dada tiene una línea de discontinuidad: ia parábola y = x' 

1797*, Hallar los siguientes límites de las funciones: 


c) lim 

JC-+Ü 

V™+2 


sen xy 


x-\-y 


d) lúa (l+-£)*; 


a) lim {x* + y )sen -rr 

Í/-+Í) 

b) lim- 

1798. Averiguar si es continua la función 

/(*, v)~ 


X-*aa 

U-*h 


e) lim ■■ . ■ ; 

Í/-+-Ü 

i. x 2 ■— y' 2 

í} 


Y i —X 1 — y*, Si a: a +r/ a <l, 
, si 


O 


- 1799. Hallar los puntos de discontinuidad de las siguientes 
funciones; 

“ c) i. * 


a) zslnV^-i-y®* 

b) * = 


1 — 

i 

d) z = eos — . 
; xy 
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1800*. Demostrar, que la función 


z = 


2 xy 

0 , 


si x 2 + y 2 0 T 
si x = y = 0, 


es continua con relación a cada una de las variables x e y por 
separado t pero no es continua on el punto (0, 0) respecto al con¬ 
junto de estas variables. 


§ 3. Derivadas parálales 

1. Definición de las derivadas parciales. Si (x, y) 7 
si hacemos, por ej., que y sea constante, obtenemos la derivada 


dz 

dx 


lim 

¿jc->Ü 


/ (.+A,,»)-'(-.») 


que recibe el nombra de derivada parcial de la función z con respecto a la 
variable se. De modo análogo se define y se designa la derivada parcial do 
la función % con respecto a la variable y. Es evidente, que para bailar las 
derivadas parciales pueden utilizarse las fórmulas ordinarias de derivación. 

Ejemplo 1, Hallar las derivadas parciales de la función 


z = In te — * 

b y 

Solución. Considerando y como magnitud constante, tenemos; 

Í1 1 1 jj_ = 2 

dx . x x y * 2x 


x , x 
tg — cos& — 
h y y 


y sen - 


Análogamente, considerando x como constantej tendremos; 


dz 


dy 


, x 
tg—* 
y 


a X 

eos* — 

y 


(-*)■ 


2 x 


sen 


2x 


Ejemplo 2. Hallar las derivadas parciales de la función de tres 
argumentos 

u =5 x 3 y 2 z 2%—Zy -f- z + 5» 

Solución, 


iíi = 3a V*+2. 

Ox 


-£=^ 2 + 1 - 
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2- Teorema de Eu 1 er. La función f (x, y) se llama función homo¬ 
génea du grado n, si para cualquier factor real A se verifica la igualdad 

/ {kx^ hy) = k n f (x¡ y )* 

Uiia función racional entera será homogénea, si todos los términos de la 
misma son del mismo grado. 

Para toda función homogénea áiferenciablo de grado n t se verifica 
siempre la igualdad (teorema de Euler): 

y)+¡r/¡,<*t y) = nf(x t y). 

Hallar las derivadas parciales de las funciones: 

1801* z^x 3 -\-y 3 — 3axy. 1808. z = x v . 


1802* z = ~M * 

1803* . 

X 

1804. z^yV-t/ 3 . 

1805. g= ~ 

~l/x 2 -f-y 2 

1806 . z = ] u (x -J- yz* -j- y' 1 ). 

1807. 2 =3 arctg — , 


1809. z = e tu *. 

1810. 2 = are sen j/ . 

1811. 2 = lnsení-—. 

vv 

1812. u = (xy*). 

1813. u = z xv . 


1814. Hallar f x { 2; 1) y /'(2; 1), si f (x, y)= j /zy + f. 

1815. Hallar /¿{l; 2; 0) T /'(l; 2; 0) y /; (1; 2; 0), 

/ !f, z) = ln(xy + 2 ). 

Comprobar el teorema de Euler sobre las funciones liomog 
neas (N os , H os 1816 — 1819): 

1816. / (x, y) = Ax- + 2 Bxy + Cy\ 1818. f(x, y) » — ^ . 

y 

1817. Z = rr? . 1819. /(*, y) = ]iii-. 


2 * + ^ - 

1820. Hallar ■—, donde r = |/'x 2 -fy 2 + za - 


1821. Calcular 


$3 

Or 3<p 
% óy 


t si ,T-r eos qp o y = r sen qp. 
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1822* Demostrar, que = 2$ si 

s = ln 

1823, Demostrar, que x~-\-y~ — xy J r z, si 

v 

z — xy-\-xe x . 

1824, Demostrar, que “■-j-J;f = 0, si 

u = (x~~y) ( y~z) {z — x). 

1825, Demostrar, que —|—^ 7 - = 1, si 


l¿ = x 

1826. Hallar z = s{x, y), si 

dz 




dy + ' 

1827. Hallar z = z(z f y), sabiendo, que 

y z(x r y)~se n y cuando x~ í. 

0X X x 

1828. Por el punto M (1; 2; C) de la superficie s — 

se han hecho pasar planos paralelos a los coordenados XOZ 
e YOZ . Determinar, qué ángulos forman con los ejes de coorde¬ 
nadas las tangentes a las secciones así obtenidas, en su punto 
común M. 

1829. El área de un trapecio de bases a t b y de altura k es 

igual a S = — (a + b)h. Hallar y, mediante su dibujo, 

esclarecer su sentido geométrico. 

1830*. Demostrar, que la {unción 

/(*, »)- j ^ 


O, 


v2 , si a ; 3 + ip # O 
si a? = y = 0 , 


tiene derivadas parciales f x {x, y) y fy(x, xj ) en el punto (O, 0 ), 
a pesar de ser discontinua en este punto. Representar geométri¬ 
camente esta función en las proximidades del punto ( 0 ; 0 ). 


§ 4. Diferencial total de una función 

1. Incremento total <le una función. Se llama incremento 
total de una función z = /(¿c, y) a la diferencia 

Az = A/(a: I y) = j[x-\-Ax, yJ¡-Ay) — f[ x , y). 
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2. Diferencial total de una función. Recibe el nombro 
de diferencial total do una función z^f(x^ g) La parte principal del incre¬ 
mentó total A z, lineal respecto a los incrementos de los argumentos Ax y Ag, 
La diferencia entro el incremento total y la diferencia l total de la 

función es un infinitésimo de orden superior a p™yA 2 2 -hAg 3 . 

La función tiene, indubitabLómente, diferencial total, cuando sus dife¬ 
renciales parciales son continuas. Si la función tiene diferencial total, se 
llama diferenciable. Las diferenciales de las variables independientes, por 
definición, coinciden con sus incrementos, es decir, dx = ¿a: y dy = Ay. 
La diferencial total de la función z^f(x y y) so calcula por la fórmula 

5a dz 

dz — ^— dx + —— dy . 
dx l dy 


Análogamente, la diferencial total de una función de tres argumentos 
u — f (jc, g, z) se calcula por la fórmula 


du = — + — + ™ dz. 

Qx ~ dy J dz 


Ejemplo 1. Para 3a función 

/(*> i/ 2 

hallar el incremento total y la difcroncial total. 
Solución. 


/(s+.A®, g-+-Ag) = (^+A3J) 3 “h(x+A^} (g-f-Ag) —(g+Ag) E ; 

A/ ( x , g)^[(s+¿;r) 2 -Har+As) (g +Ag) —{g + Ag) a ] — + —g 2 ) == 

—2x>Ax + &x 2 +£*Ay^y-Ax + áZ'Ay— 2g-Ag — Ag a = 

= [{2x + g) Ax+(z-2y) Ay) + (As 2 + Ax-Ay- Ay 2 ), 


Aquí, la expresión df — (2^ + g) Ax+ (z*—2y) Ay es la diferencial t 
de ía función, mientras que (A x' a-f.A x - _ A y — ■ A y- 3 ) es un infinitésimo 
orden superior al del infinitésimo p = yAs 2 H~Ag 2 . 

Ejemplo 2. Hallar la diferencial total de la función 

z — ~\/ g 2 . 

Solución, 

dz __ x dz ^ y 

Tte ~ + * &U ~ \Zx% + y 2 ' 


dz s 


X 


dx 


V ^_xdx~\-ydtj 

~ , . 5J —- U[]j( * 

y^+g* y^+g* 


3. Aplicación de la diferencial do la función a los 
cálculos aproximados. Cuando | Ax | y | Ag | son^ suficientemente 
pequeños, y por consiguiente, os suficientemente pequeño también p — 
= VArf+Aff*, para la funeión diforenciablo z — f{x, y) se verifica la 
igualdad aproximada A z^dz^ o sea, 

dz | dz . 

****?£ to+-g¿&9- 

Ejemplo 3. La altura de un cono es /f = 30 cm, el radio de su base* 
U = 10 cm. ¿Cómo variará el volumen de dicho cono sí H se aumenta 3 mía 
y i? se disminuye t mm? 
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Solución, El volumen del cono es V = ~nH 2 H. La variación del 

o 

volumen la sustituimos aproximadamente por la diferencial AF ^ dV — 
= -jn{ZRH dif + ü 2 2-10-30-0,1+ Í00-0,3)= ——31,4 cm 3 . 

Ejemplo 4. Calcular aproximadamente l,02 Sfti . 

Solución, Examinemos la función z = xü. El número que se busca 
puede considerarse como el valor incrementado do esta función cuando x=i i 
A* = 0*02 y A$—0,01, El valor inicial de la función es r = l 3 — J t 

Az «s dz = yxy~ 1 Az-i-xV in x Ay = 3-1-0,02+1 - fu 1-0*01 — 0,06, 

Por consiguiente, i ,02 3 * 01 ^ 1+0,06 = 1*06- 

1831* Para la función f{x r y) — x % y, hallar el incremento total 
y la diferencial total en el punto (1; 2); compararlos entre sí, si: 

a) Ax=l, A y —2; b) Ax = 0,f, Ar/ = 0*2, 

1832 , Demostrar, que para las funciones u y v de varias 
(por ej. t de dos) variables se verifican las reglas ordinarias de 
derivación: 


a) d {a + v) = du + du; b) d (uu) = u du + u dv; 



v du — u do 


Hallar las diferenciales totales de 


1833. 

1834. 

1835. 

1836. 

1837. 


z = x s -f- y" — 3 xy. 
z = x*y 3 . 

íí a 

-f v 2 ' 

z = sen s x + eos 2 i/, 
z — yx y . 


las siguientes funciones: 
1838* z=ln{x* + y 2 }' 

1839. f(x,y) = ln(t + ~) - 

1840. z = arctg ~ + arctg-í- - 

1841. 2 = ln tg 

“ % 


1842. Hallar df (-1; 1), si f(x,y) = ^ T . 

1843. u —xyz. 


1844. y. = y"x s + y a -(-z a . 


1845. P + + f )*- 

1846. w = arctg if-. 


1847. Hallar df (3; 4; 5), si f{x, y, z)= - 
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1848, Uno de los lados de im rectángulo es a = 10 cm, él otro, 

24 cm, ¿Cómo variará la diagonal / de este rectángulo si el 

lado a se alarga 4 mm y el lado b se acorta 1 mm? Hallar la 
magnitud aproximado de la variación y compararla con la exacta. 

1849. Una caja cerrada, cuyas dimensiones exteriores son de 
10 ern, 8 cm y 6 cm, está hecha de madera con.tr achapada de 
2 mm de espesor. Determinar el volumen aproximado del material 
que se gastó en hacer la caja. 

185U*. El ángulo central de un sector circular as igual a 80° 
y se desea disminuirlo en 1°. ¿En cuánto hay que alargar el radio 
del sector, para que su área no varíe, si su longitud inicial era 
igual a 20 cm? 

1851. Calcular aproximadamente: 
a) (l,02) 3 -(0,97) 2 ; b) y(4,05) a +{2,93)*; 

c) sen 32 D -cos59 l=> {al convertir los grados en radianes y euand 
se calcule el sen 60° t tomar solamente tres cifras decimales; 1 
ultima cifra debe redondearse), 

1852, Demostrar, que el error 
aproximadamente igual a la suma 
factores. 

1853, AI medir en un lugar el triángulo ABC f se obtuviere 
ios datos siguientes; el lado # = 100 m ^ 2 ni, ol lado fe = 200 ¡ 
¿8 m y el ángulo C — 60° i I o . ¿Con qué grado de exaclitn 
puede calcularse el lado c? 

1854. El período T de oscilación del péndulo se calcula p( 
la fórmula 


relativo de un producto i 
de los errores relativos do le 




donde l es la longitud del péndulo y g, la aceleración de la gra¬ 
vedad. Hallar el error que se comete al determinar Z 1 , como 
resultado de los pequeños errores Al — a y A# = ¡í cometidos al 
medir l y g. 

1855. La 
igual a p 


es 


distancia entre los puntos P 0 (x Q ; y 0 ) y P (x; y) 
el ángulo formado por el vector P 0 P con el eje OX y 
es igual a a* ¿En cuanto variará el ángulo a, si el punto P toma 
la posición (x + dx > y + £?*/), mientras que el punto P Q sigue 
invariable? 


§ 5, Derivación de {unciones compuestas 

1. Caso do una sola variable independiente. Sis — 
—/(<z T y) es una función diferencial»le de los argumentos x e y t que son, 
.a su vez, fundones díforencíables do una variable independien le t: 
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la derivada de la función compuesta ^ (í)J so puede calcular 

ipor la fórmula 

&z dx , 0% dy 


dz_ = ^_^ L , 

dt rlf ' 


dx di ' dy dt 


d) 


En el caso particular de quo t coincida con uno do los argumentos, 
fior ejemplo, con#, la derivada «totab de la función z con respecto a x sera; 


dz dz dz dy 

dx dx Oy dx 

a dz 

Ejemplo 1- Hallar , sí 

z = e 3í *H“ 2 ^ t donde x — m^t y y = 
Solución- Por la fórmula (i) tenemos: 

= e 3x+2y ^3 (_ sen í) -}-í 3;c+2u ■ 2 ■ 2( = 


= e ^+2» (4í - 3 sen í) - e 3 C0B t+2t * 


dz 


Ejemplo 2. Hallar la derivada parcial y la derivada total sí 


dx 

z = e xu > donde í/^(p(:r)* 


( 2 ) 

0 

■ 

O 

(4 1 — 3 sen £)* 
il.si 


dz 


Solución. l/^ xy > Basándonos en la fórmula (£), obtenemos: o 

-^~ = yi¡xy i-xc*Vy' {x}. 

2. Caso do varías variable» independientes. Si z es 
una función compuesta de varias variables independientes, por ejemplo, 
z=f(x i y) } donde * = <p (w, v) o y (i¿, v) (u y v son variables indepen¬ 
dientes; /, <p y i|í son funciones díferenciables), Jas derivadas parciales de z 
-con respecto a u y v se expresan así: 


dz dz dx dz dy 
da dx du dy du 


dz _ dz dx dz dy 
dv dx dv ' dy dv 


(3) 


< 4 ) 


> 

> 


En todos los casos examinados se verifica la fórmula 

dz dz . 

dz — -r— dx +—— dy 
dx dy 


<propiedad de invariabilidad de Ja diferencial total). 

dz 

W 


Ejemplo 3. Hallar ~ ^ -gp * sí 


t donde x^uv, y — - 
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Solución Aplicando las fórmulas (3) y (4), obtenemos: 

jjl i 

*)■«+/; (®. v)-~ 


du 

dz 

dv 


= t'x (*- y)-jr 


Ejemplo 4. Demostrar, que la función g = <p (* a + y 2 ) satisface a la 
ecuación y ~- x —O, 

Solución- La función *j? dependo do x o y a través del argumento 
intermedio ¿r a 4-y 3 -=f, por lo cual 

¿?¿ dz O l 


dz dz dt 

v = dr^r =( p 

Poniendo las derivadas parciales en el primer miembro de la ecuac 
tendremos: 

dz dz 

u l^~ x ~di =yt f <* + i' 2 ) 2x ~ x< P r 2 y = 

= 2 xyy’ (z í +u‘ i ) — 2xyq>’ (* s + ¡ í s ), 
es decir, la función z satisface a la ecuación dada, 

1856. Hallar si 

z — ~^y donde x^e*, lnt. 

1857. Hallar 4£, sí 


u = la sen -í=r , donde x ~ 3 f 3 , y = 1/f a 4-1 - 


1858, Hallar |¿, si 


u = xyz, donde £ = ¿* + 1, y = lnf, z = tgf. 

1859. Hallar , si 

dt 

1 donde x=^Rcost, y = Iisent, z = B» 

1860, Hallar ~ , si 

z = u u , donde u = sen y = eos x 


111 K 
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1861. Hallar ■§. y §, ai 


z — arctg — e = 


1862. Hallar |i y §, si 


2 = ^, donde í/ = q> (a:). 


4863. Hallar y si 

¿te J dy 1 


z= / (u, i?). T donde ií — — í/ 2 , 


1864. Hallar £ y ai 

2 = arctg y, donde 2 = w sen u, y = ucosv t 

1865. Hallar ~ y -g-, si 

z = /(u), donde u = xy-f-■j - • 

1866* Demostrar, que si 

donde x^R costpcosop, 
t/ k R eos q} sen 2 = Jíseinf í 

entonces, 

du __ rt du ^ 

<3cp ~~~ ^ ^ 


¿fu 


1867. Hallar si 

u = f(x,y,z), donde y = qp (x), 3 = ^( 3 ;, y). 

1868. Demostrar, que si 

z = f(x + ay), 

donde f es una función diferenciable, entonces, 

dz _ dz 

dy a dx 

1869. Demostrar, que la función 

k W=f(u, V ), 

adonde v = y^bt\ satisface a la ecuación 

dw Oía t t dw 

-dT =a -te+ b W 
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1870* Demostrar, que la función 

p (x 2 — y 2 ) 

satisface a la ecuación 


1 dz i t dz 

x dx ^ y dy 


£ 


1871. Demostrar, que la función 

z = xy+ «p(-|-) , 

satisface a la ecuación 


dz dz 


1872* Demostrar, que la función 


#2 


satisface a la ecuación 


s ^ e- v q} (ye 2 ^ 2 ) 


(**-*') Ir+*»•!?■-*»*• 


0 

O 

cü 


o 


1873. Un ludo do un rectángulo de x = 20 m, aumenta con un» 
velocidad de 5 m/seg, el otro lado de y = 30 m, disminuye con 
una velocidad de 4 m/sog. ¿Con qué velocidad variarán el perí¬ 
metro y el área de dicho rectángulo? 

1874. Las ecuaciones del movimiento de un punto material son 

(D 


£, y = £ 2 , z = í 3 , 

cCon qué velocidad aumentará ]a distancia desde este punto afc 
origen do coordenadas? 

1875. Dos barcos, que salieron al mismo tiempo del punto A¡ 
van, uno, hacia el norte y, el otro, hacia el nordeste. Las velo¬ 
cidades de dichos barcos son: 20 km/b, y 40 km/h, respectivamente*. 
¿Con qué velocidad aumenta la distancia entre ellos? 


§ 6* Derivada en una dirección dada y gradiente de una función 


L Derivada do una función en una dirección dada. 
Se da el nombre de derivada de una función z^f (x 1 y) m una dirección dada 

l^PP x a la expresión 


dz 


di 


lim 

PlP-*Q 


HPi)-f(P) 

Pip 
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donde f(P) y / (Pj) son los valores de Ja función en los puntos P y P x . 
Si la función z os diferencial}Le, so verificará la fórmula 


d % 

di 


dz . dz 

=-~ cosct+^— son a, 

dz dy 


d) 


donde ct es el ángulo formado por el vector l con el eje OX (fig> G?). 

Análogamente se determina la derivada en una dirección dada í , para 
una función do tres argumentos u=j{z f y } z ), En este caso 


OiL 

~dl 


&u , Ou a , dit 

=-eos a A —— eos p + —-— eos y t 

dz Oij dz 


( 2 > 


donde a, p y y son los ángulos entre la dirección l y los correspondientes 
ejes de coordenadas. La derivada en una dirección dada caracteriza La* 
velocidad con que varía la función en dicha dirección. 



Ejemplo 1- Hallar la derivada do la función — %y* en c Y 

punto jp(l; 0), en la dirección que forma con ol eje OX un ángulo de 120°. 

Solución, Hallamos las derivadas parciales do la íonciún dada 
y sus valores cu el punto P: 


Aquí 





eos <x=cos 120°“ — 


1 


2 * 


son <x= sen 120° — 


V3 

2 4 


Aplicando la fórmula (1), obtenemos: 


dz 

!ñ 


^4 



— 2 , 


El signo menos indica, que la función en esta punto y m la dirección 
dada, decrece. 

2°, Gradiente do una función. Recibe el nombre de gradiente 
de una función z^f(x* y ) f un vector, cuyas proyecciones sobre los ejes do 


www.elsolucionario.net 







www.elsolucionario.net 

208 Funciones de varias variables 


j dz , 

grads= i j í+ - 


j. 


(3) 


coordenadas son las correspondientes derivadas parciales de dicha función* 

dz 
~dy 

La derivada de Sa función dada en la dirección £, está relacionada con ©1 
gradiente do k misma por la siguiente fórmula: 

dz 

_ =a np £ grad z T 

es decir» la derivada en esta dirección os igual a la proyección del gradien¬ 
te de la función sobre la dirección en que se deriva* 

;^E1 gradiente de la función en cada punto tiene ia dirección de la 
normal a la correspondiente línea de nivel de la función. La dirección del 
gradiente de Ja función» en un punto dado, es la dirección de Ja velo- 
-cidad máxima de crecimiento do la función en este punto» es decir, 

cuando l — grad z, la derivada loma su valor máximo, igual a 


vm+m- 


Análogamente se determina el gradiente de una función do tres variables 

»=/(*. íí. *): 

El gradiente'do ' unaj función de tres variables, en cada punto lleva la 
dirección do la normal a la superficie do nivel que pasa por dicho punto* 
Ejemplo 2. Hallar y construir el gradiente de la función 
<en el punto P(i; 1). 



O 

_c/) 

CD 


F i g. 88 

Solución* Calculamos las derivadas parciales y sus valores Ten el 
punto R 

' Sr = 2 “'- (-£-),- 2 í 

■w"‘- (ir),- 1 - 

Por consiguiente» grad z = 2t-\-j (fig, 68), 


1876. Hallar la derivada]? de la función z — x 2 — xy — 2y 1 en el 
punto P (1; 2) y en la dirección que forma con el eje OX un 
.ángulo de 60 o * 
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1877, Hallar la derivada de la función z ^ 2x*y + xy* 1 

en el punta P (1; 2} f en la dirección que va desde éste al punto 

N (4; 6). _ 

1878, Hallar la derivada de la función z ^ln )/V" -j- y 2 on el 
punto P( 1; i) en la dirección de la bisectriz del primer ángulo 
coordenado, 

1879, Hallar la derivada de la función en el 

punto M (i; 2; —1) en la dirección que forma ángulos iguales 
con todos ios ejes de coordenadas, 

: 1880. Hallar la derivada de la función u = xy + yz-\~zx on el 

punto M (2; 1; 3) en la dirección que va desde éste ai punto 
N (5; 5; 15). 

1881. Hallar la derivada de la función z¿ = ln (e^ + íd'-br) en 
el origen de coordenadas, en la dirección que forma con los ejes 
de coordenadas OX , OY y OZ los ángulos a, p y y, respectiva¬ 
mente, 

1882. El punto en que la derivada de una función, en cual¬ 
quier dirección, es igual a cero, so llama punto estacionario de 
esta función. Hallar los puntos estacionarios de las siguientes 
funciones: 

a) z = 3? + xy — — 

b) z — x^-\-y* — 3in/; 

c) u— 2y 2 + z 2 — xy — yz + 2x> 

1883. Demostrar, que la derivada de la función , tomada 

en cualquier punto de la elipse + = a lo largo de la 
normal a la misma, es igual a cero. 

1884. Hallar el grad z en el punto (2; 1), si 

z = x 3 4- — 3xy. 

1885. Hallar el grad z en el punto (5; 3), si 

x = Y & — 

1886. Hallar el grad u en el punto (1; 2; 3), si u^xyz* 

1887. Hallar la magnitud y la dirección del grad u en el 
punto ( 2 ; — 2\ 1), si 

1888. Hallar el ángulo entre los gradientes de la función 

z = ln^ en los puntos A y B( 1; i). 

1889. Hallar la magnitud de la elevación máxima do la super¬ 
ficie 

z = x*+^y* 

en el punto {2; 1; 8). 


U-i Oití 
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1877. Hallar la derivada de Ja función z=¿x n — 2x*y + xy l + 1 
en el punto P (1; 2), en ía dirección que va desde éste al punto 
N (4; 6), 

1878. Hallar la derivada de la función z — In ]/ x 1 + y~ en el 
punto P (í; 1) en la dirección de la bisectriz del primer ángulo 
coordenado. 

1879. Hallar la derivada do la función — Ayz^ 5 en el 

punto jkf(l; 2; —1) en Ja dirección que forma ángulos iguales 
con todos los ejes de coordenadas. 

1880. Hallar la derivada de la función u = xy + yz + zx on el 
punto M {2; 1; 3) en la dirección que va desde ésto al punto 
N (5; 5; 15). 

1881. Hallar la derivada de la función u — In (e*+■ en 

el origen de coordenadas, en la dirección que forma con los ejes 
de coordenadas OX, OY y OZ los ángulos a, p y y, respectiva¬ 
mente. 

1882. El punto en que la derivada de una función, en cual¬ 
quier dirección, es igual a coro, se llama punto estacionario de 
esta función. Hallar los puntos estacionarios de las siguientes 
funciones: 

a) z = x* + x¡f + y*~ — 2y; 

b) z = x* + y 1s ^*áxy; 

c) u — 2y 2 + — — yz +■ 2x. 

1883. Demostrar, que la derivada de la función z = , tomada 

en cualquier punto de la elipse 2 x*-\~y 2 ~C 2r a lo largo de la 
normal a la misma, es igual a cero. 

188ó. Hallar el grad z en el punto (2; 1), si 

z = + —3^, 

1885. Hallar el grad z en el punto (5; 3), sí 

z — — í/ s . 

1886. Hallar el grad u ©o el punto (4; 2; 3), si u^xyz. 

1887. Hallar la magnitud y la dirección del grad u en el 
punto {2; —2; 1), si 

1888. Hallar el ángulo entre los gradientes de la función 
z — en los puntos ¿4^4-; -j-) y B {i; 1). 

1889. Hallar la magnitud de la elevación máxima de la super¬ 
ficie 

z = x 2 + ^ 

on el punto (2; 1; 8), 


14-iOííi 
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1890. Construir el 
guiontes funciones: 

a) z = x-\-y; 

b) z = xy; 


campo vectorial del gradiente de las si- 

c) z = x ¿ -\-y 2 ; 

d) u =— — 1 . 


§ 7, Derivadas y diferenciales de órdenes superiores 


1, Derivadas parciales de órdenes superiores. Se llaman 
derivadas parciales de segundo orden de una función y) a las deriva¬ 

das parciales de sus derivadas parciales de primer orden. 

Para designar las derivadas de segundo ordo» se emplean las siguientes 
notaciones 


Ú_ 

Oy 



3H =¡í 
Ose 2 


xx 


(** y)\ 


dx dy 


=r x „(*. io. etc. 


■ 

O 


Análogamente se determinan y se designan las derivadas parciales de 
orden superior al segundo. 

Sí las derivadas parciales que hay que calcular son continuaste! resul¬ 
tado de la derivación sucesiva no depende del orden de dicha derivación _ 

Ejemplo 1. Hallar las derivadas parciales de segundo orden de la 
función O 



S o I ióc í 6 o. 
orden; 


1 fallamos primeramente las derivadas parciales de 

3 z _ 1 i y 

dx ~ i. jt.' v ~ x ' 2+y2 ‘' 
y 2 

jk_ I / __z_\ _ _ g 
8y ^ . * 3 \ y* / 

i/ 2 


Ahora volvemos a derivar: 

OH 0 f y \ 2xy 

dx 2 úx \ x 2 -\-y 2 / (a^-bí ^) 2 * 

d*z di x \ 

dy* ~ dy \ x 2 + y 2 ) (x 2 + p 3 ) 2 


primer 

m 

Q) 

■ 

$ 

$ 

$ 


ffh _ J_ ( _ y _\ = t-(z 8 -|- y 2 ) —y* 

Ox dy dy V / (£ 3 -¡-¡f E ) 2 ( x2J rü 2 ) 2 


Debe advertirse que la llamada derivada parcial «cruzada» se puede hallar 
de otra manera, a saber; 


32 - d2 z d ( x )_ 1 ■(x ^ + y^} — 2x 1 x 

* H - Í / 2 f (**+?*>* {^+¥ 2 ) 2 ' 
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2, Diferencíalos de árdenos superiores. Recibe el nombre 
de diferencial de segundo orden de una función z = f{x t y)^ la diferencial 
de la diferencial de primer orden do dicha función: 

d í ¿z = d (dz). 

Análogamente so determinan las diferenciales de la función z de orden 
superior al segundo, por ejemplo: 

— d {d 2 z) 

y, en general, 

d n z — d (d ?l_1 s)* 


Si z — f(x, y), donde x e y son variables independientes y la función / 
tiene derivadas parciales continuas do segundo grado, la diferencia 1 de 2 o 
orden de la función z se calcula por la fórmula 


,n OH ^ j dH , n 

d2z =^r ri * 3 + 2 T7W dy+ ^W ¥ 


(!) 


En general, cuando existen las correspondientes derivadas se verifica i a 
fórmula simbólica 


d n z 


{dxJL+dy 



que formalmente se desarrolla según la ley JbinomíaE 

Si 2 = / (x 7 y), donde los argumentos x e y son a su voz fnncítftiifó ife una 
o varias variables independientes, tendremos 


tnz = 


dx% 


dx*+2 


d 2 z 
dx dy 


dx dy' 


BH 

dy v¿ 


<2) 


Si x e y son variables independientes, d 2 x=* O, d % y — O y la fórmula (2) se 
hace equivalente a la fórmula (i). 


Ejemplo 2. Hallar las diferenciales totales de I o y 2 o órdenes de la 
función 


z — 2x2 — 3¿o|# — y 2 . 
S o 1 u c i ó n, 1 er procedimiento. Tenemos: 


Por lo cual, 

dz i)z 

dz — dx +■ dy = (Ax — %) dx — (3x 4- 2y) dy. 

Después, 

mz _ f OH _ d*z t) 

dx& ^* dxúy 1 Oy 2 

de donde se deduce que 

d 2 z ó 2 z dH 

dH — dx 2 4-2 ^ ^ dx dy 4- dy* — 4 dx% — 6 dx dy — 2 dy'¿, 

2 0 procedimiento. Diferenciando, hallamos: 

dz dx — 3 {y dx + # dy) — 2y dy = (4jí— dy) dx*— {3¿c + 2y) dy r 

Volviendo a diferenciar y recordando que cía: y dy no dependen de ío ^ 


- 14 * 


www.elsolucionario.net 









212 


www.elsolucionario.net 1 

Funciones de varias variables 


obtenemos: 

d 2 z ~(4 dx—S dy) dx — (3^4-2 dy) dy ^4 dx 2 — 6 dx dy — 2 dy*. 

. tt ii d' 2 z d*z 

1891* Hallar , -r-» , sj 


dx 2 1 dx dy ' dy 2 

/ ü» y 2 

u+w- 


1892. Hallar 4^r. — , Sr, si 


1893. Hallar 


dx* * dx dy 1 dy 2 

z=Hn{:c a + y). 

d 2 z 
dx Oy 


i SI 


s — ! 2 xy + !/ 8 . 


1894. Hallar si 


3 = arcl-g 


* + 

i—«y 


1895. Hallar -g-, si 


r ~ \í x z + j/ a + 2 a . 

1896* Hallar todas las derivadas parciales de 2° orden de 
íundón - 




1897. Hallar 


d*u 


ar , si 

dx dy dz J 


U = . 


1898. Hallar 


33z 


dx dy'i 


, SI 


z — sen (.r¡/). 

1899. Hallar /^(O, 0), f xv (O, 0), /" y (Ü, 0), si 

/(x, ¡f) = (l +!/)"■ 

1900. Demostrar, qne =“s—, si 

dy 3y tías 


z = arsen 


K 


Í90L Demostrar, que -g^— — / t , si 
tta dy dy dx 
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1902*, Demostrar, que para la función 

/(*■ y) = x y^$- 

con la coiidíción complementaria de / (O, 0)=0, tenemos- 
f‘í u ( O, 0)-1, flx (O, 0) = i. 


1903. Hallar 


dH 


5% 


OH 


si 


dx 2 ? dx dy 1 dij 2 

3 = / (U, V), 

donde u = x^ + y 2 , v = xy. 


1904. Hallar 


1905. Hallar 


d*ll 


SI 


Üx 2 7 

y % z)¡ donde z^<p(x, y). 


d 2 z 


OH 


OH 


si 


dx 2 i 3% dy 1 % 2 * 

z^f{u, v) donde y), v — ip (x, y), 

1906. Demostrar, que la función 


u = arctg 


satisface a la ecuación de Lapiace 

d 2 u . d 2 u ¿y 

1907, Demostrar, que la función 

u^ín — , 

donde r = ]/*(#— &) 2 + [y — satisface a la ecuación de 

d 2 u d 2 u ^ 

u - 

1908. Demostrar, que la función 

a (x¡ t) =■ A sen (aXí + (p) sen Xx 

satisface a la ecuación de vibraciones de la cuerda 

d 2 u * 

_— — n ¿ _ 

dt 2 dx* 


1909, Demostrar, que la función 

“ (x '••*■ 1 )= l 5 T 7 sp'’ 


4 a*í 


2ÍJ 


Lapiace 
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Fundones de varias variables 


(x 01 g Qt z Ql a , son constante) satisface a la ecuación de la conduc¬ 
tividad calorífica 

du a / d 2 u \ 

dL a \ dx 2 ' dy 2 ' dz 2 ) 

1910. Demostrar, que la función 

u = q? (x — at) + $ ( x + t 

donde qj y ty son unas funciones cualesquiera, diferencíables dos 
veces, satisface a la ecuación de las vibraciones de la cuerda 

d~U ^rr d 2 u 

1W^ a ■ 


1911* Demostrar, que la función 

satisface a la ecuación 


d 2 x 

dx 2 


+ 2 xy 


(flz 


d 2 z 


Oxdy dy* 


1912- Demostrar, que 3a función 

« = <p(zy) -¡-/^(ir) 

satisface a la ecuación 

32 ^ Jí!íí_ = o 

X dx* y dy* U - 

1913* Demostrar, que la función z = / [o; -\- cp (j/)j satisface j 
ecuación 

dz_ d 2 z _ _ jte_ OH 
dy dx 2 


dx dx dy 

1914* Hallar — 1 /), sí 

d 2 u 


-Q. 


dx dy 

í915. Determinar la forma do la función te = tt (ac, y) que s 
face a la ecuación 

d 2 u 


dx 2 


==Ü. 


1916* Hallar dH, si 


2 = e xv . 


Í917. Hallar d?a, si 


a — xyz. 
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Integración de diferenciales exacia$ 

1918. Hallar d?z, si 

z s= <p f¿) 7 donde t = x 2 -j- y 2 - 

1919. Hallar dz y ePz, si 

donde w = — , v — xy. 
y 

1920. Hallar si 

z^f(Ui v), donde u = ax 1 p — by. 

1921* Hallar efiz, si 

z — f (u 7 v) t donde u xe y t u=ye x . 

1922. Hallar dFz, si 

z = e x oos y r 

1923. Hallar la diferencial de 3 er orden de la función 

z =^x eos y + y sen x , 

y determinar todas derivadas parciales de 3* r orden. 

1924. Hallar df ( 1, 2) y á a /(l, 2), si 

/ (#* y) = x 2 ^xy-\-y 2 —4 ln x~40 In j/. 

1925. Hallar ¿ a /(0 7 O, 0), si } (x ¡y, z) — x 2 -\-2y 2 -\-3z 2 — 2 xy-\- 
+ 4a;z -(- 2yz. 


§ 8. Integración de diferenciales exactas 

I o . Condición de diferencial exacta. Para que la expresión 
P(z, y)dx + Q{x t y)dy, en, que las funciones P(x> y) y Q(x, y) son conti¬ 
nuas conjuntamente con sus derivadas parciales de primer orden en un 
recinto simplemente conexo D t represente do por sí, en el recinto Z), ia 
diferencial exacta de una función determinada u {a, y)¡ es necesario y sufi¬ 
ciente que se cumpla la condición 

BQ ^ dP 
dx dy 

Ejemplo 1. Cerciorarse de que la expresión 
(2x+y) dx + {x + 2y) dy 

es la diferencial exacta de una función determinada y hallar dicha función* 

S o 1 u c i ó a. En este caso P = 2x-\-y t Q — x-{-2y* Por esto, -4^-= 

L dx dy 

y, por consiguiente, 

{Zx+y)áxJ r {xJ r 2y)dy=dü^-^dx+^dy, 


donde u es la función que se busca. 
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du 


De acuerdo con Ja condición -—-2s+y, por consiguiente, 


U ~Í (2x-i-y) dx = x2+xy + tp (p). 

_ 

Pero, por otra parte, ~ =* + 9' (y) + 2y, de donde q>*(y)~2y t y{y)=* 
= V 2 + C 


y 

Finalmente, 


-j- xy+tfi + C. 


(2x-\-y) dx -f- (x+2y) dy d{x 2 +xy -\-y 2 -¡ -<7), 

2 W . Caso de tres variables- Análogamente, la expresión 
P (x 7 y, z) dx-¡-Q(x, y t z) dy+R (#, y, z) dz , 
en que P(x¡ y, z), Q(z , y, z) y /í(x, z) t junto con sus derivadas pare 
Ies de 1 er ordenj son funciones continuas de las variables x, y t z represet 
la diferencial exacta de una función determinada y, z}> en tm recíi 
simplemente conexo D del espacio, cuando, y sólo cuando, en D se curnj 
la condición 


dQ_^_dP_ JW_ = JQ_ dP __ di? 

dx ~~ dy * $y dz ? dz ” dx 
Ejemplo 2. Cerciorarse de que la expresión 

{3£ a +3y-*1) d£+{ 2 a + &r)% + (2|^-f 1) dz 


es la diferencial exacta de una función y hollar dicha función. 

Solución, Aquí P^=Zz2~\-$y — 1, y R ~2¡fz+l* Estab 

cornos, que 


dQ dP _ dR dQ ÚP dR 

dx !% dy ^~z ¿Zt Óz ^ dx “ 

y, por consiguiente, 


(3^ a 4" 3y — 1) dx -J- (z 2 + 3&) dy 4” (2y 2 + i) dz =: dn — - dx -f 

donde a es la función que se busca. 

Tenemos: 


*L„3»H3r~ i. 


es decir, 


De otra parte. 


«= í í) —x-f cp{y, 2 ). 


t?« dtp 
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2Í7 


de donde = z% y -^- = 2El problema se reduce a buscar una fun¬ 
ción de dos variables tp (y, z) 7 cuyas derivadas parciales se conocen, habién¬ 
dose cumplido la condición de diferencial exacta 
Hallamos cp: 


<f> (y, z) = \ I a dy = >/3 3 -f i|> ( 2 ) 


-~- = '¿>Jz+->p' ( 2 )=2ys + l, 

^>'(a) = í, f(2) = 2 + C, 

es decir, 9 (y, s) = z-\-C, y, finalmonto, obtenemos 

u — x 3 + 3xy— -a -f-C. 

Después de comprobar que las expresiones que se dan más abajo 
soií diferenciales exactas de ciertas funciones, hallar estas fun¬ 
ciones . 

1926. y dx J r xdy, 

1927. (eos x + 3:r a _y) dx 4 * (^ 3 — % * 


JQ9g (a? + 2j/)¿g + tf ¿y 

(*4^) a 


1929. 


s + 2 y_ 
x 2 ^ ^2 


dX' 


2x—y 


T d V- 


1930. — dx - %rdy. 

y y* * 


1931. 


-dx - 


¿y. 


y *3 + 1 y^a^yí' 

1932. Determinar las constantes a y b de tal forma, que Ja 
expresión 

(ax*-\-2xy 4“ l/ 2 ) dx— (;c 2 4 2xy -\-by 2 ) dy 
( x 3 +^ 2 ) 2 

sea la diferencial exacta de una función z, y hallar esta última. 

Después de comprobar que las expresiones que se dan más abajo 
son las diferenciales exactas ele ciertas funciones, hallar estas 
funciones. 

1933. (2a: + y + z) dx + (x + 2y + z) dy 4 (x + y + 2 z) dz< 

1934. (3ar -j-2,y 2 4 3z) da: + {kxy + Zy — z) dy-\~ (3x —y — 2) dz , 

1935. (2 xyz —3 y % z 4- 8 xy* -| 2 ) dx -|- 

4- — &xyz 4- 8 x 2 ?/ + 1 ) dy + (x 2 y — 3xy 2 + 3) dz. 


1936 




1937. 


x ¿fx -{- p ¿y 4" 2 ds 

"l/ £ 2 4 y 2 4 3 a 
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1938*. Se dan las proyecciones de una fuerza sobre los ejes 
de coordenadas: 

Y u y — ^ 

donde X es una magnitud constante, ¿Cuál debe ser el coeficiente X, 
para que la fuerza tenga potencial? 

1939, ¿A qué condición debe satisfacer la función f (x , y), para 
que la expresión, 

f(x, y) (dx -f dy) 

sea una diferencial exacta? 

1940. Hallar la función si 

du = / (xy) (y dx -j- x dy). 


§ 9, Derivación ds funciones Implícitas 


1. Caso de una variable independiente. Si una ecuació 
f{x t y) — O, donde f {x, y) es una función diferenciabío de las variables 
e¡^ f determina a y como función de x, la derivada de esta función dada o 
forma implícita, siempre que fy {x 7 y)^= O, puede hallarse por la fórmul 


dy 

dx 


fx (*> y) 

f'v(z> y) 


Las [derivadas de órdenes superiores se hallan por derivación suc< 
de Ja formula (J). 

Ejemplo t. Hallar y “ , si 

(x2 y y *)%—3 {*2 + y*) + : 1 = 0 , 

Solución, Designando el primer miembro de esta ecuación 
/ (s, jf), hallamos las derivadas parciales 

fx (x , y) =r. 3 {s3+y2)3,2x-3.2¿r^6* + —i] t 

/í(*. 3-2jr^6K(**+ffV—H- 

De donde, aplicando la fórmula (1), obtenemos: 

d V _ ¿ (g t j) _ + 1) £ 

6y((*á + ? a )*—1] y ' 

Para hallar la segunda derivada, derivamos con respecto a x la primera derivada 
quo hemos encontrado, teniendo on cuenta al hacerlo que y es función de x: 



di x \ _ 

dy 

1 ■*-*£ 

1 

k; 

1 

H 

T 

1 

l 


dx# 

(Ix \ U ) ~ 

y 3 

j/ a 

y» * 


2, Caso de varias variables independientes. Análoga¬ 
mente* si la ecuación F (#* y, 2 ) = O k donde F (#, y , 3 ) es una función di fe- 
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renciablc de las variables x, y y z, determina a z como íunción de las 
variables independientes % e y, y Fz(x,y , s) ^ O, las derivadas parciales 
de esta función dada de forma implícita pueden bailarse por las formulas; 


dz 

dx 


F x (z< y, ¿) 


dz 

1F 


Fy (x, y y z) 


( 2 ) 


Fz (x> y , z) 

Otro procedimiento para hallar las derivadas de la función z es el siguí unte: 
diferenciando la ecuación F {x, y* ^) = 0, obtenemos: 

dF 

% 


dF 7 . 


-dy + ^idz=0. 


De donde”puede determinarse dz f y por consiguiente y . 

E 7 j o m p Uo 2. Hallar y » si 
r 1 dx dy 


S 

de esta 


^2 — 2 y 2 + 3z*—yz+y = 0. 

o 1 u o]i ó n . í or procedimiento. Designando el primer miomb 
:a ecuación por medio de F (x, y , z), hallamos las derivadas parcial 

FÍc (*, y* = Fy (x , y, ?):== ^4y —z+ 1 T 


i 3 * (x, y* z) = 6z — y. 

Aplicando la fórmula (2), obtenemos: 

¡y dzl _ K (a* g) _ ^ dz _ Fy (x, y, z) _ 1 — Ay — z 

dz - K(x,V,z)- ° T y ’ ^ F*(*. y, *) = ñz ~lf 

2 ° procedimiento. Diferenciado ]a ecuación dada, obtenemos; 

2x dx — 4 y dy + 6 zdz — y dz — z dy + dy = 0. 

De donde determinamos dz, es docir, la diferencial total de la funci 
implícita: 

2x dx -f- (1 — 4 y — z) dy 


Comparándola con Ja fórmula 


dz dz 

d z = - 7r ^dx4~^ r - 
dx 1 dy 


dy, vemos, que 


dz 2x dz 1—4 y — z 

dx ~ y — fe ' dy y — 6 z 

3 D , Sistema de funciones implícitas. SÍ el sistema de 
ecuaciones 

F <*, y, íí y ^) = 0j 
G (x, y f v) = O 

determina u y i? como funciones diferencia bles de las variables x e y, y el 
jacobíano 

D (F, G) 

D (iu v) 


3F0F 
du dv 
dGdG 
du dv 


=é= Oí 
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las diferenciales de estas funciones (y por consiguiente, sus derivadas 
parciales) se pueden hallar de las siguientes ecuaciones 


( OF . . ÜF . dF j dF A 

dx + - dy - -^ du+da = O, 

| úx dy Ou do 

! dG i i OG dG- dG , 


(3) 


% 1 du 

Ejemplo 3. Las ecuaciones 

u + e — x-^y. 


xu-\-yv = í 

determinan u y v como funciones de x e y\ hallar 44- ; 

dx 

S o 1 u c i 6 n í tír procedimiento. Derivando 
con respecto a x, obtenemos: 

da dv _ 
dx 1 dx * 

u -+ ;í —+? a^=°* 


du 

üF' 

ambas 


dx 


da 

dy 


ccuacione 


de donde 


Su 


dx 


u + x 


dx 


x — y ’ dx 


V X 


Análogamente, hallamos: 

du, _ 
dy ~ 

2 ° procedimiento. Por derivación hallamos dos ecuaciones qu 
relacionan entro sí las cuatro variables: 

duq- dv = dx dy\ 

% da-\- u dx*+-y dv^-v dy — O, 

Resolviendo esto sistema respecto a Las diferenciales du y da, obte 
nomos: 

t i u _ (** + U) dx + (v -j- y) dy _ (u + a:) dx + (a-j-x) dy 

x — y 7 ~ x-~y 

Do donde 

du _ u-\-y du _ u-{-p 

dx x — y dy x — y 

da u-\-x da v-\-x 
‘dx 


x — y 


dy x — y 


4 o * Funciones dadas en forma paramétrica. Si la función 
diferencíatele z de las variables x e y so da en ecuaciones pammétricas 

x — x(u,a), y^y(u, v), z = z(u,v) 


B (£* u) 


D (u, a) 


dx dx 
du da 
dy dy 
du da 


¥= O, 
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ia diferencia! de esta función se puede hallar del sistema de ecuaciones 

i ** = lí du +lfr*», (4) 

7 dz dz 

dz = --— du 4- —— dv. 

\ du 1 dv 

Conociendo la diferencial dz = p dx -j- q dy hallamos las derivadas parciales 
dz dz 

— = py ~^ q . 

Ejemplo 4. La función z de Jos argumentos x e y viene dada po 
las ecuaciones 

x — u u, y = u 2 + v 2 r z = u$ -¡- «i® (u =£ v). 

u n dz dz 
Hallar -^r— y - , 

dx J dy 

Solución. 1 er procedimiento. Por diferenciación hallamo 
tres ecuaciones que relacionan entre sf las cinco variables: 

( dx — du-\~dv y 
«j dy — 2u du -j- 2v du t 
l ds = 3u* du-f-30 2 dv. 


De las primeras dos ecuaciones despejamos du y dv: 


du =z 


2v dx — dy 
2 —■ u) 


dv — 


dy — 2u dx 

2 ( v — u) 


Ponemos en la tercera ecuación las expresiones así determinadas de du y dv 


dz = 3u s 


2v dx —*■ dy 
2 (v— uj 


-3y 2 


dy — 2 u dx 


2 (v — u) 

6 uv (u — v) dx + 3 (n 2 — u 2 ) dy 

2 (v -£¿} 


= — 3uv -p ( u ~b v ) dy ■ 


Oc donde 


dz 

—= - i», 


a^=T <*+»>- 


2° p r o c e d i m i o n t o. De la tercora ecuación dada se puedo hallar: 

dz du F o * d v . ■? * | Q * dv 

—— — du* ——h ~x~ -t— =3u £ — —j- 9t¿$ -— . (5) 

dx dx dx Bu du du w 


Derivamos las dos primeras ecuaciones, primeramente, con respecto a x, 
y después, con respecto a y: 


du dv 


du dv 
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Del primer sistema tenemos: 

du v da u 
&x v — u ' 3¡x u — u 


Del secundo sistema tenemos: 

du í dt? _ 1 

dy 2 {Mr — 1 >) ' dy " 2 (v — u) * 


Poniendo las expresiones y en la fórmula (5), obtenemos: 


dz > a u 

—— = óu 2 - 

ax v — u 


j-3u 2 


u 


u — v 


-3 ul \ 


Oz 

dy 




1 


2 (ti—u) 


3r 2 


1 

2 (a — n) 


- uy í u + ¿í ). 


i941* Sea y ni) función de x, determinada 


X 2 y 2 

7^ + ~W “ 1 ■ 


por la ecuación 


Hallar 


dy d 2 y 
d ¿r * dx 2 


y 


£% 


1942. Sea y una función determinada por la ecuación 

&* + O (a > 1). 

Demostrar, que = 0 y explicar el resultado obtenido. 

1943. Hallar , si y=í+y*. 

1944. Hallar y si i/=■ £-!-1 h y. 

1945. Hallar (-g)^ y (g)_ I , « 

x 1 — 2xy + + ^ + ^ — 2 = 0. 

Utilizando los resultados obtenidos, representar aproximada 
mente la gráfica de e*sta curva en el entorno del punto x = i. 

1946. La función y está determinada por la ecuación 


in y r x 


■ 2 = aarctg 


Hallar ^ y 

dx J dx 2 


1947. 


ÉL y ‘l-l si 

dx l ' Js 2 3 


(*¥= 0). 


(e**+r*») = 0. 
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1948. La función z de las variables x o y se da por la ecuación 

x 3 + 2if + z 3 — 3 xyz — 2y + 3 = 0. 

Hallar y . 

dx J dy 

1949, Hallar y 

dx J dy 


Si 


x eos y + y eos z^-z eos x = 1 . 

1950, La función z viene dada por la ecuación 

x* + if-z* — xy = Q. 

Hallar^- y para el sistema de valores x — — 1 , ^t =0 y z — l 


1951. Hallar -p- , 4 

dx dy 


d^z 

dx'¿ 


dH 


~dy* ' >:l 1? 

1952. f (x, y, z) = 0. Demostrar, que -4—— 1. 


dx dy 




Oz dx 

1953. z — *p(x y y), donde y es función de x t determinada por i 
ecuación t]> , y) = 0 . Hallar ~ . 


1954* Hallar dz y dH, si 


+ = 

1955- Sea z una función de las variables x o y determinad 
por la ecuación 

2x 2 4- 2t / 3 -j-z ¿ — Sxz — z + S = 0- 

Hallar dz y d*z para el sistema de valores x~ 2 , y = 0 y z — í 

1956. Hallar dz y d 2 z f si In z = x-\-y-* r z — í~ ¿A qué soí 
iguales las derivadas primera y segunda de la función z? 

1957. Sea la función z dada por la ecuación 

^ + y % + — í 1 {ax + by + cz), 

donde <p es una función cualquiera diferenciable y a, ó, c t cons 
tan tes. Demostrar, que 

(cy — bz)~+ (az -^cx)-j^ = bx — ay . 


1958* Demostrar que la función z , determinada por la ecuación 
F {x — az y y *— bz) ^ 0 , 

donde F es una función diferencia ble cualquiera de dos argumentos, 
satisface a la ecuación 


dz , dz . 

a-r— + 0-r— —1 - 

dx 1 dy 


T £ . pa * . 
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1959. F , -y ) — 0, Demostrar, que x~-\~y~^z. 

1960. Demostrar, quo la función z t determinada por la ecua¬ 
ción ^ —a:q3 (s) + a^(z), satisface a la ecuación 


OH / dz 


V 2 8s 

dz 

d*z 

, 0H | 
' dy- 

{ 82 V 

J ¿ dx 

~W 

dx dy 

{ dx J 


1961. Las funciones y y z de la variable independíente x se 
dan por el sistema de ecuaciones 

*•+,,» —*>«O, ** + 2¡r’ + Si»-4. Hallar % , § , g y -g- para 

£ = l y=;0 y Z—l. 

1962, Las funciones y y z de la variable independiente x se 
dan por el sistema de ecuaciones 

xyz — a, x + y-^z^-b. 


Hallar dy , dz, ffiy, d?z, 

1963. Las funciones y v de las variables iudependientes x e 
se dan por el sistema de ecuaciones implícitas 

+ uu^y. 

Calcular 


du du O^u ÓH du &t? d^v _d*u _ d^v 

~dx 1 ~dy 1 ¿te 2 7 ~dx dy * dy 2 T 3x 7 Ify ' r^ 2 cí^ 7 " 

x = 1/ = 1. 


1964. Las funciones u y d de las variables independient 
x c y se dan por el sistema de ecuaciones implícitas 

ii^-vz~x f u — yv — 0. 


Hallar du , dv , d 2 t¿, ¿ 2 ía 

1965. Las funciones u y y de las variables x e y se dan 
el sistema de ecuaciones implícitas 


x = q(u f v), y — v). 

Tl T > du du dv dv 

Hallar -=— , , -=— y -z— • 

dx dy J óx J dy 

1966. a) Hallar ~ y , si x — u eos v, y — u sen i> y z — cv. 
f dx J dy 

h) Hallar y si x = u + o, y = u — v y z-^uv. 
c) Hallar dz, si x + e u + v , y = e y z = uv. 
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1967* z^F(r y q>) t donde r y (p son funciones de las variables 
x e y, determinadas por el sistema de ecuaciones 

x — rcostp, 

Hallar y -fi. . 
dx J dy 

1968* Considerando z como función de x e u, hallar -4^ y 4- , 

dx J dy 1 

si x = a eos cp cosijo, y = ó sen q> cosijo 

z == osen i|>. 


§ 10, Cambio do variables 

Cuando se cambian las variables en las expresiones diferenciales, las 
derivadas quo entran en ellas deben expresarse por medio de derivadas con 
respecto a las nuevas variables, aplicando para ello la regla de diferencia¬ 
ción de funciones compuestas. 

I o . Cambio do variables en las expresiones que con- 
tienen derivadas ordinarias. 


Ejemplo 1. Transformar la ecuación 




1 

poniendo £=— . 

Solución. Expresamos las derivadas de y respecto a ^ por medio 
las derivadas de y con respecto a t. Tenemos: 


dy dy 

dy _ di — dt = dy 
dx dx 1 dt 

dt V 1 

jL ( dy ^ 

d 2 y _ _d_ í dy_ \ _ dt \ dx ) __ 
dx i¿ dx \ dx } dx 

dt 


de 


-f +, ‘ 


d^y 


Ponemos las expresiones do las derivadas halladas on la ecuación dada 
1 

y cambiando x por , obtenemos: 


( 2 S-+'-§-)+ 2 4(-‘ ! -"r)+“’‘ a »-° 


1 5 — i o i e 
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E j e m p 1 o ■ 2, Transformar 3a ecuación - * 

dx- ^ l. dx ) dx 

lomando y como argumento y x como función. 

Solución. Expresamos las derivadas do y respecto a % por medio de 
las derivadas de x respecto a y 

dy 1 t 

dx dx_ * 

dy ' ■ 


d 2 y_ d 1 \ 

__ d 

1 ^ 

dy 

d 2 x 

dy* 

i 

cf 2 a: 

dy® 

dx 2 da: 

“ dy 

dx 

dx 

( dx \2 

dx ~ 

/ dx \ 3 



dy J 


J 

dy" 

W 


Poniendo estas expresiones de tas derivadas en la ecuación dada, tendrem 

d^x 

1 1 


dy* 


+ 


o, finalmente. 


I 1 dx 

\dy) J \dy ¡ dy 


-Ü, 


Ejemplo 3> Transformar 3a ecuación 

dy x + y 

dx^ x —y 

pasando a las coordenadas polares 

aireos 9, y=irsen<p* 

Solución. Considerando r como función de 9, de la fórmula 
obtenemos; 

dx — eos 9 dr — r sen 9 dq>, dy — sen 9 dr + r eos 9 ¿9, de donde 

dr 

, T . * son 9 -3— 

dy son 9 dr + r eos 9 ¿9 _ ¿9 

¿í£ eos 9 dr— r sen 9 ^9 _ dr 

* dy 

Poniendo en la ecuación dada las expresiones de x, y y ^ tendremos; 


dr 

sen 9 -g— + r eos 9 


r eos 9-frsenjp 


dr 

cos9-^—rson9 


r eos 9 —r sen 9 


o, después de simplificar, 


dr 
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2 o . Cambio do variables en las expresiones q u e con- 
tionen derivadas parciales. 

Eje m p 1 o 4 , Transformar la ecuación de las vibraciones de la cuerda 


d*u 

dt'¿ 


d*u 

dx 2 


{a *fz 0 ) 


a unas nuevas variables independientes a y p, donde a— x —af T p = £-j-aí. 
Solución Expresamos las derivadas parciales de u con respecto a x y í 
por medio de derivadas parciales do u con respecto a a y p. Aplicando las 
fórmulas de derivación de funciones compuestas 


du 


dt 


du da ^ du 


du du da du #P 
~da te ’ 


obtenemos: 


da dt 1 dp dt * dx 

du , du f du du \ 


du 

dt 


du du , du _ du .du 

dx ~~ @a ¿?p da dp 


Volvemos a derivar aplicando estas mismas fórmulas: 


d 2 u 

- d i 

f 8u \ 

_ * / 

du \ 

da , di 

■sT +_ spT 

dW 

dt 1 

l dt J 

da \ 

lu ) ' 




/ d'*u 

d*u 

) ( —o) + 0 




\ da dp 

da 2 

■y-u 

d 

/ Su \ 

- * i 

du \ 

da , d f 

dx ¿ 

dx 

^ dx ) 

da \ 

. dx ) 

[ 


d*u 


0 2 u 


d $ 2 
= a 2 ^ 


da d(i 


) a= 


d 2 u 


d 2 u 


da 2 


" 2 .SaSP + apa 


-( 


d*u d^u 
da? ' da dp 


) T l da sp ^ ep a } da- 


-|- 2 


d 2 u 


da ¿?P T dg» 


Poniéndolo en la ecuación dada, tendremos: 

d'u d 2 u d 2 u \ „ / d 2 u 


a a 


da 2 da dp ” ¿?p 2 


)-( 


d*u 


3 2 u 


da* 1 dad P ^ 0p* 


o bien. 


d 2 u 
da dp 


= O, 


dü ds 

Ejemplo 5 , Transformar la ecuación —=í a T tomando 

1 1 

como nuevas variables independientes u = x t v = — -— , y como nueva función 

_ J_ í_ 

W z x ' 


15 * 
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Solución. Expresamos las derivadas parciales y ~- 

las derivadas parciales y . Para ello, diferenciamos las 
dadas entre las variables antiguas y las nuevas 


Por otra parte, 


Por esto 


, , dx dy » dx dz 

du=dz, <to—y—JI-. **—3—^- 


dw dw 
dw = -r—dt¿-|—-— du, 
da 1 


_ . dw . dar ds 


o Men, 


De aquí que 


dw , / 

do { 

F dz dy \ 

b i/ 2 / 

dz 

™ x ¿ Z* 

_** (* — 
\ x* du 

i ¿?1¿> ^ 

£ 3 ÚD ¡ 

1 z* dw 

1 dx+ -^~d¡r 

ÍÍ = ¡¡ 3 ( 

i 

dw 


dx l 

X* " 


x* dv ) 


dz z 3 dtu 

dy i / 2 ¿y 

Poniendo estas expresiones en la ecuación <lada T obtenemos: 


( 1 

dw 

1 dw \ 

\ X* 

du 

x* dv ) 


\ l 2 div 

) + z ir= 2 


£ l)ion T 


dw 

da 


= 0. 


1969* Transformar la ecuación 


d*y 


dx* { dx 

haciendo x — e l . 

1970. Transformar la ecuación 


2*4+!/=-». 




mediante 

relaciones 


poniendo £~cc>s¿- 
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1971. Transformar las siguientes ecuaciones, tomando y como 
argumento: 


»>s+M!r=o. 


b) 


dy d H y r. I d z y \2_ , 
dx d¿¿ V dx* ) ~ 


1972. La tangente del ángulo [r, formado por la tangente MT 
y el radio vector OM del punto de tangencia (fig. 69), se expresa 
de la forma siguiente: 


tgp,= 



i+f V' 

X 


Transformar esla expresión, pasando a las 
x — reosep, í/ —rsencp. 


coordenadas polares 



1973- Expresar la fórmula de la curvatura de una línea 

y" 

"" [i+(^') 2 f /2 

on coordenadas polares # = rcosqp, í/=rseoíp T 

1974- Transformar a las nuevas variables independientes u y 
la ecuación 


y 



dz 

~éy 


= O, 


si u = x, v—x^-^y 2 * 

1975- Transformar a las nuevas variables 
la ecuación 


si w — 



x 


Bz , dz 
aT ^ ~dy 


— z = O, 


independientes u y u 
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1976, Transformar la ecuación cíe Laplace 

d^u | S^u ____ A 

lxá + U 

a Jas coordenadas polares r y tp f poniendo 

x = r eos tp, =^rsen qu 

1977, Transformar la ecuación 


dH 


dx 2 


2 i\ 


haciendo u — xy f v — -i * 

1978, Transformar la ‘ecuación 

dz dz . . 

y i 7 ~ x -sf = ^- x ^ z ' 

introduciendo las nuevas variables independientes 

u = a: a + w 2 t y = — 4 - — 

* x í y 

y la nueva función i¿/ = lnz — {x+i/). 

1979. Transformar la ecuación 

OH 0 OH dH A 

% ** dy s 1 

tomando como nuevas variables independientes 

iz = a: + y, í> = -j 


y como nueva función = — . 

x 

1980. Transformar la ecuación 


dH j_ o 

dz 2 dz dy ' dij 2 


o, 


poniendo ii = a;-t-y, y,=a:— p, w~xy — z, donde u?=ií?(m, v). 


§ 11. Plano tangente y normal a una superficie 

I o , Ecuaciones del plano tangente y do la normal 
para el caso en que la superficie está dada de forma 
explícita. Recibe el nombro do plano tangente de una superficie en el 
punto M {punto de contacto) el plano en que están situadas todas las tan¬ 
gentes en el punto M y a las curvas trazadas en dicha superficie que pasan 
por esto punto M . 

Se llama normal de una superficie a la recta perpendicular al plano 
tangente en el punto de contacto. 

Si 3a ecuación de la superficie está dada de forma explícita en un sistema 
de coordenadas cartesianas, z = f(x y í/), donde / (x t y) es una función diferon- 
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ciable, la ecuación del plano tangente en el punto M (tf 0 , s 0 ) fl ^ super¬ 

ficie será 

Z — Zq — fx (£p> ^o) (*o* ^o) — H)' 

Aquí 2 0 =/(^, y 0 ) y X, Y, Z, son las coordenadas variables de los puntos 
dol piano tangente. 

Las ecuaciones de la normal tienen la forma: 


X-Xp 


y-h 


fx(z&i y$) fy( x m Uo) 


—1 


( 2 ) 


donde X, Y, 2 » son las coordenadas variables de los puntos do la normal. 

Ejemplo 1. Escribir las ecuaciones del plano tangente y de la nor¬ 
mal a la superficie -y a en su punto M (2; —1; 1)- 

So Ilición. Hallamos las derivadas parciales de la función dada y sus 
valores en el punto ií. 

(ÜM — 2 , 

dx 1 \ dx / j\r 


dz 


(Ur* 


(3) 


De donde» aplicando las fórmulas (i) y (2), tondromos: z — i = 2(ar—2)4f 
+ 2(f/ + 1) o bien» 2x + 2y — que es la ecuación del plano tangente, 

y — ^—1 , son las ecuaciones de la normal, 

2 * Ecuaciones del plano tangente y de la normal 
para el caso en que la superficie está dada de forma 
implícita. En, el caso en que La ecuación do la superficie regular osló 
dada do formo implícita 

F(x, y, *}-0 

y F {xq, i/oi s ü) = O, las ecuaciones correspondientes tendrán la forma 
Fx(z oí H) (X — x Q ) + Fy{x 0í i/ 0l z Q ) (Y — g^+Fz z Q ) (Z — Zq)^® 

que es la ecuación del plano tangente, y 

X — _ Y — ff 0 _ Z —%q 

Fx {x 0f IfOr -o) Fy (x 0i UQt S 0 ) Fz (^Oí yo» H) 

que son las ecuaciones de la normal. 

Ejemplo 2. Escribir la ecuación del plano tangente y de la normal 
a la superficie Bxyz — z 3 — a 3 ' en el punto que tiene #^Üey = £z-^ 

Solución. Hallamos la cota z del punto de contacto» poniendo x = 0 
e y—á en la ecuación de la superficie; — z^ — a 3 , de donde 2 —— a. De esta 
forma, el punto de contactó 1 es M (O* a» — a). 

Designando por F (x, y, 2 ) el primar miembro de la ecuación! hallamos 
Las derivadas porciales y sus valores en el punto M ; 


0 

■ 

O 

0 

c 

o 

o 

o 

(/) 

(D 


(4) 


Fx =3 yz, 

Fy = 3az, 

Fz — 3zy — 3z 3 , 


(Fy )jw = 0, 

(Fz)m~ —3a 2 . 
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Aplicando las fórmulas (3) y (4) f obtenemos: 

—{s_0) + 0{i f — a)^3a* (z + a)=^ O, 
o sea, x-\* 2 -j-a ecuación de] plano tangente» 

— O _ y —3 z-j-a 
— 3a* “ O “-3aV 

x y — a z -f- a 

o sea, — = —g—— ——* ecuaciones do la normal. 

_ 198L Escribir las ecuaciones de los planos tangentes y las de 

ias normales a las siguientes superficies en los puntos que se 
indican: 


a) al paraboloide de revolución en el punto (1' —2; 5); 

b ) al coi »° en el P unt0 ( 4 ;3;4} ; 

c) a la esfera x* -f- y 2 -j- z s = 2Jiz, en el punto (reos a; i? sen a; H). 

1982. ¿En qué punto del elipsoide 


— + — 4-~= 1 

íi í ~ i ~a 1 


Ctf 


la normal forma ángulos iguales con los ejes coordenados? 

1983. Por. el punto M {3; 4; 12) de la esfera x* -f y 2 + z 2 = 169 
pasan planos perpendiculares a los ejes OX y OY. 1 Escribir la 
ecuación del plano que pasa por las tangentes a las secciones que 
originan aquéllos, en el punto común M. 

1984. Demostrar, que la ecuación del plano tangente a la 


superficie central de 2 o orden 

ax 2 -p by 2 + cz 2 = k 

en su punto M (x 0 , y 0 , z 0 ) tiene la forma 


_C/) 

CD 


ax 0 x + by 0 y -f cz 0 2 == Je. 

1985. Dada la superficie a; 2 4- 2g 2 + 3z a = 21, trazar a ella 
nos tangentes que sean paralelos al plano x4yQz = 0. 

1986. Dado el elipsoide 



trazar a él planos tangentes que intercepten en los ejes coordena¬ 
dos segmentos de igual longitud. 

1987. Hallar en la superficie — z 2 — 2z = 0 los puntos 

en que los planos tangentes a ella sean paralelos a los planos 
coordenados. 

1988. Demostrar, que los planos tangentes a la superficie 
xyz = m 3 forman con los planos coordenados tetraedros de volumen 
constante. 
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1989* Demostrar, que los planos tangentes a la superficie 

VWW+V* —Y a inl-ercoptan en los ejes coordenados sogmen- 
tos, cuya suma es constante, 

1990, Demostrar, que el cono 

£Í_lJí1 — 

a s = c 2 

y la esfera 

*■+»•+(*—-£.<*+*) 

son ta rigen tes entre sí en los puntos (O, ±- 6, c). 

1991. Se llama ángulo entre dos superficies en el punto de su 
intersección, al ángulo que forman los planos tangentes a dichas 
superficies en el punto que se considera. 

¿Qué ángulo forman en su intersección el cilindro z 2 -{-if = R 2 

y la esfera (x— R} 2 + y* 1 4 - z 2 -- R 2 en el punto M ^ \ O) * 

1992* Se llaman ortogonales las superficies que se cortan entre 
sí formando ángulo recto en cada uno de los puntos de la línea 
de su intersección. 

Demostrar, que las superficies z 2 + y 2 + z 2 = r 2 (esfera), y =*x tg <p 
(plano} y z 2 — (x % ^y 2 ) (cono), que son superficies coordenadas 
del sistema de coordenadas esféricas r, <p T iji, son ortogonales entre sí* 
1993, Demostrar, que todos los planos tangentes a la superficie 

cónica en su punto M (z^ y 0f zq ) 7 donde x^^O y pasan 

por el origen de coordenadas, 

1994** Hallar las proyecciones del elipsoide 

x 2 + y* + % 2 — x v —i = o 

sobre los planos coordenados. 

1995, Demostrar, que Ja normal, en cualquier punto de la super¬ 
ficie de revolución z — f (j/"x 2 + y 2 ) (f¥= 0) corta a su eje de rotación* 


§ 12, Formula de Taylor para las funciones de varias 
variables 

Supongamos que la función /(#, y) tiene en un, entorno del punte (a y b) 
derivadas parciales continuas hasta el orden frc + 1) inclusive. Entonces, 
en este entorno so verifica la fórmula de Taylor : 

1 (*. y) = 1 (a, 6)+ -Jjp[/¿(a. í») <*—a) + /'(o, b){y —&)] + 

b)(x-a)i+2% v {a, b)(x- a Hy-b)+il v (a, b ) (?-*)•]+... 

• [ (*—+ (?—*) ]"/(«> b) + ñ n (x, y), (i) 
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donde 

Rfi {** V) — 


1 


[í 2 ” a ) -k +^- 6 )-|r] n+(>í 

X/[« + 9 {i — a), b-\-Q(y — í>] 


(0 < 9 < 1 ). 


(* + *)! 

Eín «tras notaciones: 

/(*+*,»+*)-/(», v)+~~[hr x (z, y)+kí’ v <*, y)+ 

+w m i*,v)+»r w (*, »)i+4-( A ^+*-¿ )"/<*• «+ 

+( 4 í)i( ft ^ +fr w) n+i ' «■+•* * +0fc} ’ 


< 2 ) 


o bien* 

A/{*, y) = df(x, y)+-S-<}if(x, y)+... 


0 


rt+'jnp íjt 


d* +1 /(*+«*; #+ 0 *)* (3j 


En el caso particular en que <3 = 6=0, la fórmula (1) reciba el nombre 

de /ármitta de Maclaurin. 

Fórmulas análogas son válidas para las funciones de tres y naos va¬ 
riables, 

Ejemplo. Hallar el incremento que recibe la función f (x y y) — 
= x% — 2y 3 -\-3xy al pasar do los valores s = 1, y^= 2, a los valores ^=1 -\-h r 
Síi=2 +fe- 

solución. El incremento quo se busca puede encontrarse aplicando 


la formula (2). Calculamos previamente las derivadas parciales sucesivas 
y sus valores en el punto dado (i, 2): 

t'x (*- 

y) = 3a s -f 3¡f, 

/;(l; 2)-3.1 + 3.2-0, 

C/) 


y) — 6y B +3s, 

r y (U 2):-6.4+31= —21, 

0 

■ 

/»<*. 

¡0 = 6a, 

/£(i; 2)= =6*1 = 6, 

fxy (** 

¡/) =3, 

/"(l;2)-3, 


füü <*■ 

? )==12j-, 

/"<1; 12-2=-24. 


i XXX (*, 

?)-o, 

/^(1;2)=6, 

5 

f'xxy (*> 

!/) = 0, 

/^(1;2)=0 ( 


1*Vtí 

^} = 0, 

2)-o, 



H 

i 

H*- 

r^(i; 2) = -i2. 


Todas las derivadas si guíenles serán idénticamente iguales a 
Poniendo los resultados obtenidos en la fórmula (2), obtenemos: 

cero. 

&f(x, ?)=/(!+A, 2 + fc)-/(l, 2} = 

A*9-|-fc (—2Í)4- 



■f 4 -lA 2 - 6 + 2 fcfc. 34 -fc 2 (— 24 )] +-^-IA a - 6 -f- 3 & 2 ft* 0 + 3 Aft«- 0 +A 3 (— 12 )] = 

21 u¡ 

= 9 h - 2ík 4- 3A 2 + 3 hk— 12A 2 +A 3 — 2 A 3 . 
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1996* Desarrollar f{x J rh 1 y J rk) en potencias enteras y posi¬ 
tivas de h y si 

f { x , y) =* ¿ix a + 2 bxy -f ¿y 3 * 

1997. Desarrollar la función /{x, y) ——x 3 4“2xyd-3y 2 —Ox— 
— 2y—4 por la fórmula de Taylor en un entorno del punto 
(-2; 1). 

1998. Hallar el incremento que recibe la función / (x, y) = x*y 
al pasar de los valores x—1> y — 1 a los valores 

“ 1 “h A, y* = 1 + 

1999. Desarrollar la función 

| (x, y, s) -hy ü + s s + 2xy — ys—4x — 3y — s-f-4 

por la fórmula do Taylor en el entorno del punto (1; 1; 1). 

2000. Desarrollar / {x + k r y-f-A, £+ l) * en potencias enteras 
y positivas de k y 1 , si 

/(x, y» s) = x 2 + y 3 + z s — 2xy — 2xs — 2yz. 

2001. Desarrollar por la fórmula de Maclaurín, hasta los tér¬ 
minos de 3° orden inclusive, la función 

f(x, y) =.é*seny. 

2002. Desarrollar por la fórmula de Maclaurín, hasta los térmi¬ 
nos de 4° orden inclusive, la función 

jf(x, y) = eos x eos y, 

2003. Desarrollar por la fórmula de Taylor, en un entorno del 
punto (1; 1) hasta los términos de 2"" orden inclusive, la función 

f(x t y) = y*. 

2004* Desarrollar por la fórmula de Taylor, en un entorno del 
punto (i; —1) hasta los términos de 3 o orden inclusive, la función 

/(x, y) = e*+ y . 

2005* Deducir las fórmulas aproximadas, con exactitud hasta 
los términos de 2° orden, con relación a las magnitudes a y p, 
para las expresiones 

a) arete i±2- ; b) j/(- t ?C+ Ü'_ + & , 
si \a) y ]|5| son pequeños en comparación con 1. 
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20GÍ5*. Aplicando la fórmula de Taylor, hasta los términos 
de 2 o orden, calcular aproximadamente: 

a) \/'íM; fcTÜS; b) (0,95) 2 . 01 . 

2007, Sea z una función Implícita de x e z/, determinada por 
la ecuación z*~2xz-\-y = Q l que toma el valor z^l cuando x = i 
ey — í. Escribir varios términos del desarrollo de la función z 
en potencias crecientes de las diferencias x~í e y —1. 


§ 13, Extremo de una fundón de varías variables 

1°. D e f i n 1 c i 6 & de extremo do una función, Se dice q ue 
una función / (x, y) tiene un máximo (o un mínima) f (a, ó) en el punto 
Plü¡h) y si para todos los puntos P f {x\ y) diferentes de P, de im enlomo 
suficientemente pequeño dei punto P, se cumple la desigualdad /{a, ó)> 
]>/{■*, y) fc T respectivamente, / (a f ó) < } (x, y )). El máximo o mínimo de una 
función recibe también el nombre de extremo de la misma* Análogamente 
se determina el extremo de una función de tres o más variables. 

^.Condiciones necesarias para la existencia de 
extremo. Los puntos, en que la función diferenciable f (x t y) puede alcan¬ 
zar un extremo {es decir, los llamados puntas estacionarios)^ se hallan resol¬ 
viendo el sistema do ecuaciones 


í x (x> /y(^ T y )=0 


( 1 ) 


{condiciones necesarias para la existencia de extremo)- El sistema (i) es equi¬ 
valente a una ecuación df (x* y)=0. En el caso general, en el punto extremo 
P {a, b) do la función / (a, y), a no existo dj (a, ó) o bien df (a, 

3 o , C e n d I c i o n e s suficientes para la existencia de 
extremo- Sea P { a % ó) un punto estacionario de la función / (x, y), es decir, 
df{a*b) = 0. En este caso: a) st d%j {a¡ b) < O, siendo dz3.|ldy^>0, f(ñZ S) 
es un máximo do la función f (x, y): 1>) si d 2 f (a, b) > O, siendo d,r 2 -My 2 >0,* 
f (a, b) es un mínimo de la función /(r, y); c) si d**f (a, b) cambia de signo, 
f {a 7 b) no os punto extremo de la función / (x, y). 

Las condiciones citadas equivalen a las siguientes: sea f {a f b) = 
— í¡f {»* fi) = 0 y d — fxx & )* £ = b )- Enrinamos el dis- 

criminante 


A = AC — B*. 


En este caso: 1) si A > 0, la función tiene un extremo en el punto 
P(a,b) y éste es un máximo, si ^<0 (o C<G), y un mínimo, si d>0 
(o £>-0); 2) si A ü, en el punto P(a, ój no existe extremo; 3) sí A^O, 
la existencia de extremo do la función en el punto P (a, b) queda indeter¬ 
minada (es necesario continuar la investigación). 

4 e „ Caso defunciones el 9 muchas variables. Para las fun¬ 
ciones de tres o oías variables, las condiciones necesarias para la existencia 
de extremos son análogas a las condiciones del párrafo 1% (1), y las con¬ 
diciones suficientes, análogas a las del párrafo 3 5 , a), 1) y c). 

Ejemplo 1. Averiguar los extremos de la función 

z ¿as x 3 + %xy% — tbx — 12y, 
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Solución, Hallamos las derivadas parciales y formamos el sistema 
de ecuaciones ( 1 ); 

~ = 3* a + 3^-15 = 0 &rff-12=0 

dx 1 dy 

<i bien, 

\ xy 2 = O* 

Resolví onde este sistema obtenemos cuatro puntos estacionarios: 


/>,(!; 2); P 2 (2; i); J> 3 (-Í;~2); P*(-2;-l). 


Hallamos las derivadas de 2 g orden 


d^z 


— frr, 


3 2 2 








' dx dy ’ 3¡y 2 

y formamos el discriminante A = .4 ó" —i ? 2 para cada uno de los puntos esta- 

d ,¿ z \ „ ^ f & 2 z 


cionanos, 
i) Para 

d%z 


el 


C = 


punto P,; ^=(^) pi = 6, B= [^^12, 

í —“ ó, A — AC ^— 30 —144 <0. Es decir, en el punto P x no hay 
\ dy 2 )p 1 
e x fcreni o , 

2) Para el punto Pgt ^4 = 12, B = 6, C = 12; ¿ = 144—-36 0, A 0. En 
el punto P 2 la función "tiene un mínimo. Este mínimo es igual al valor 
de la función cuando as = 2, y — t: 

z m[ n ^8 + 6—30-12=—28, 

3) Para el punto P 3 s ¿=-6, 2? = 12, £ = -6; A = 36-144<0. 

No hay extremo, 

4) Para el punto P¿: = — 1 2 T B=- 6, C= -12; A =144—36 > 0 ? 

A <; 0. En el punto P 4 la función tiene un máximo. Este máximo es igual a 

^--8-6 + 30 + 12-28. 

5°, Extremo condicionado. Se llama extremo condicionado 

do una función f (x, i )* en el caso más simple, al máximo o mínimo de esta 
función, alcanzado con la condición de que sus argumentos están ligados 
entre sí por la ecuación qp(:r< y) = 0 [ecuación de enlace). Para bailar el ex¬ 
tremo condicionado do la función / (x r y), con la ecuación do enlace q> (a?, z) =■ 0, 
se forma la llamada función de Lagrange 

y)-f(£i y)+X-yfa í y)* 

donde X os un multiplicador constante indeterminado, y se busca ol extremo 
ordinario do esta función auxiliar. Las condiciones necesarias para que haya 
un extremo sé reducen al sistema de tres ecuaciones 


o, 

dx <JX dx 


46 = 6-+á 

ay úy dy 


■o, 


( 2 ) 


9 ( 2 , 5f) = 0 

con tres incógnitas, x, y, X, de las que, en general, se pueden deducir éstas. 


www.elsolucionario.net 





238 


www.elsolucionario.net 

Funciones de varias variables 


El problema do la existencia y el carácter del extremo condicionado se 
resuelve sobre la base del estudio del signo ijuc tiene Ja segunda diferencial 
de la función de Lagrango 


d*F (*, y) 


dx* 


dx*+2 


d*F 
dx dy 


dx dy 4 


d*F 

dy* 


dy 2 


para el sistema de valores do x, y, h que investigamos, obtenido de (2), 
con la condición de que dx y dy estén relacionados entre sí por la ecuación 






Precisamente, la función f (x, y) tendrá un máximo condicionado, si d 2 F<0> 
y un mínimo coadicionado, si ¿ 2 F>0. En particular, si el discriminante 
Á para la función F {x, y) en el punto estacionario es positivo, en este punto 
habrá nn máximo condicionado de ¡a función / (z, y), si ,4 < O (o C < 0)* 
y un mínimo condicionado, sí j4>0 (o C t > 0). 

Análogamente se hallan los extremos condicionados de las funciones 
do fres y más variables cuando existen una o más ecuaciones de enlace 
(cuyo número debo ser menor que el de variables). En este caso, hay que 
incluir en la función de Lagrango tantos multiplicadores indeterminados 
como ecuaciones do enlace haya, 

Ejemplo, 2, Hallar los extremos do la función 


z = 6— 4x —3| f t 

con la condición de que fas variables x e y satisfagan a la ecuación 

y^ — L 


Solución- Geométricamente, el problema so reduce a encontrar 
valores máximo y mínimo de la cota z del plano z=¿B ~— para 
puntos de intersección con el cilindro x 2 ^y 2 —í. 

^Formamos la función de Lagrange 

F (dT f ^) = 6 — 4x —+ ^ —1)- / 

df úF 

Tenemos, = — 4 + 2Xx, = — 3 + 2 Xy* Las condiciones necesarias 
porcionan o i sistema de ecuaciones 

r —4+2kr^Q, 
t -3+2A.y = 0, 
í- £ s +y 2 = 1, 

resolviendo el cual, encontramos: 



2 

i *1 — 

5 ’ 

9t~ 

5 

, 5 



4 


JL 

- ~ 

■ i 


T ’ 

y 2 * 

5 

d*F 

2X f 

m 

- 0 

d*F 

— 23L 

dx 2 

&z dy 

V, 

dy 2 



Como 


buoio@josi0;mmm 

i—• h 
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tenemos 


= 2X (dx*+dy% 


Si 


x w .A* q 0 = 4-, entonces, d*F^> O, y ? por consiguiente, en este 

O HL> 

5 4 

punto la función tiene un mínimo condicionado» Si h =-— z — — e 

¿ 5 

3 

y =- - , entonces, tf 2 F<(> y, por consiguiente» en esto punto la función 

tiene un máximo condicionado. 

De esta forma, 

* - 46 . 9 

*w4x. — 6 5 5 “ iíf 

z rnln.“® 5 5 — ' 

6° Máximo y mínimo absolutos de la 'función. Toda 
función, diferenciablo m una región acotada y cerrada, alcanza su valor 



máximo (mínimo), o en un punto estacionario, o en un punto de la frontera 
de la reglón. 

Ejemplo 3. Determinar tos valores máximo y mínimo de la función 
en Ja región 

#< 0 , j/< 0 , £ + £> — 3. 

Solución, La región indicada os un triángulo (fig. 70). 

1) Hallamos los puntos estacionarios: 

r 4^23-0+1=0, 

1 z u = ,¿ y— *+í= 0 ; 

de donde x — — i, y — —t; obtenemos el punto M {— 1 ; — i). 

En el punto M el valor de la función es z M = —i- Tío es necesario 
investigar si hay extremo. 

2) Examinamos la función en la frontera de la región. 

Cuando 3 = 0, tenemos que z = y el problema se reduce a buscar 

el máximo y mínimo absolutos de esta función de un argumento en el 
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segmento —Ai hacer esta investigación, hallamos que 

1 

nbs.) x=o = ® en el P unt ° (0; ~3) y (z min ab J K=0 =- j- enelpun- 


to 


( 0; - 4 -)- 


Cuando y= 0, obtenemos que z — x z +x. Análogamente hallamos, que 
<W. ahB.)y=0 = 6 en el P unto (-$ °) y ( 2 mtn. abJü=0 = ~X en el punto 

(-M- 

Cuando x y = — 3 o bien y — — 3— x r tendremos q uc z = 

Análogamente hallamos, que (z mSn ^ ah3 . )^ = _ 3 ^ en ol punto ^ — y; 

-■j ) 1 í'mfc.■!».)»+»=-*"' B ^incide con (* máx . í cfl ® 

^máx, ¡ibs.)y=(.v la rtíC i & x ^¡/= — 3 se podría hacer la Investigación de 
la existencia de extremo condicionado sin recurrir a la función de un solo 
argumento. 

3) Comparando todos los valores de la función z obtenidos, llegamos 
a Ja conclusión do que abSi = 6 en los puntos {0; — 3 ) y { — 3 ; 0) y 

2 mírc. abs. = —1 en punto estacionario M* 

Investigar si tienen extremos las siguientes funciones de 
varia bl es: 

2008 , z-(x — í) 2 + 2yK 

2009, i.(ap—i)« —2ff*- 

2010 , z^x % ~*rxy^~y 2 — 2 z — y* 

2011, z — x*y 2 (6 — x— y)(x^> 0, y^> 0). 

2012, z — x 4 -f- y 1 — 2x ü -f- ^ X U — 2?/“, 


2013. .-xí/i-g—g 

2014. z^=l~~(x- + r) 3 ' 3 . 

2015. *.= (*■ +y») «-(**+»*>. 


2010. s = 


1+z—// 


y i y a : 2 y 


2016.1. 


■0). 


(x>0, y; 

2016.2. 2 = e'- y (¡r a —2¡/ 8 ). 

Hallar los extremos de las funciones de tres variables : 1 

2017. m = i 2 4i/ 1 + 2 ! — zy + x — 2z. 

2018. u = z 4-^+-^ + -^-{^>0, y>0, z>0). 
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Hallar los extremos de las íuncioríes 2, dadas de forma im¬ 
plícita: 

2019*. x* + y* + z* — 2x+Ay— 6z — H=0. 

2020 . x 3 — y 1 —3x + 4p -f- s 3 -¡ -z — 8 = 0. 


Determinar los extremos condicionados de las funciones: 

2021 . z = xy, si x + y — l. 

2022 . z = x-\-2y, si x 3 + y 2 = 5. 

2023. s = x 2 + y a , sí + 


2024. z — CQ3 2 x-J-eos 2 si y — . 


2025. u~x — 2y + 2 z % si x 2 ■+■ ^ = 9- 

2026. u=x* si -^• + -p- + -^'=l(a>&>c>0). 

2027. w—xy % z*, si x+ y + z %!2(£^>0, y>Q, £;>0), 

2028. u-=xy% con. las condiciones: x-$-y+z = 5, 

+# s + sz — S. 

2029. Demostrar la desigualdad 


a' 


> y xyz. 


si x> 0, z/ >0, s > 0. 

Indicación. Buscar ol máximo de la función u^xyz con 
ción do que x-j-y-pz = $> 

2030. Determinar el máximo absoluto de la función 


la condi 


z — 1 -J- X -f- ¿y 

en las regiones: a) ^>0 , í/>0 , z^-y^í; b) or>0, ^<0, x —r/ <1 

2031. Determinar el máximo y mínimo absolutos de las fui 
clones: a) z — x®y y b) z^x 2, — z/ 2, en la región + 

2032. Determinar el máximo y mínimo absoluto de la funció 

z ~ sen y -j-sen (x + y) en la región G<í/<4 L 

¿t z 

2033. Determinar el máximo y mínimo absoluto de la función 
z = £ 3 + y 3 — en la región 0<x<2, — l<y<2. 


§ 14. Problemas de determinación de los manimos y mínimos 
absolutos de las funciones 

Ejemplo i. Hay que dividir un número entero a en tres sumandos 
no negativos de manera que el producto de éstos sea máximo. 

Solución. Sean los sumandos quo se buscan x ( ja a— y> Busca¬ 
mos el máximo absoluto de la función f (z, y) — xy(a—z—y). 

16 -túte 
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2036. Entre todos los triángulos de perímetro igual a 2p 7 ha¬ 
llar el que tiene mayor área, 

2037. Hallar el paralelepípedo rectangular de área S dada» que 
tenga el mayor volumen posible, 

2038. Representar el número positivo a en forma de producto 
de cuatro factores positivos, ci^a suma sea la menor posible, 

2039. En el plano XOY hay que hallar un punto M(x, y) tal, 
que la suma de los cuadrados de sus distancias hasta las tres 
rectas, x=Q, y^Q, *£■“? + ! =0, sea la menor posible. 

2040. Hallar el triángulo do perímetro 2 p dado, que al girar 
alrededor do uno de sus lados engendro el cuerpo de mayor volumen. 

2041* En ua plano se dan tres puntos materiales P^(x ít y t ) f 
y Psi^ cuyas masas respectivas son m u m 2 y m s . 
¿Qué posición deberá ocupar el punto P (x, y) para que el momento 
cuadrático (momento de inercia) de oslo sistema de puntos, con rela¬ 
ción a dicho punto P (es decir, la soma miP^P 1 -\-m 2 P 2 P 2 -\-m^P z P l ) 
sea el menor posible? 

2042* Hacer pasar un plano por el punto M (a f 6, c) que forme 
con los planos coordenados un tetraedro que tenga el menor 
volumen posible. 

2043. Inscribir en un elipsoide un paralelepípedo rectangular 
que tenga el mayor volumen posible. 

2044. Calcular las dimensiones exteriores que deberá tener uii 
cajón rectangular abierto, del que se dan el espesor de las pare* 
des S y la capacidad (interior) E, para que al hacerlo se gaste Ja 
menor cantidad posible de material* 

2045. ¿En qué punto de la elipse 


0 


O 

c5 


O 

'o 


o 

C/) 




Ja tangente a ésta forma con los ejes coordenados el triángulo 
de menor área? 

2046** Hallar los ejes de la elipse 

5x 2 + 8 xy -f = 9. 


2047* En una esfera dada, inscribir el cilindro cuya superficie 
total sea máxima. 

2048. Los cursos de dos ríos (dentro de los límites de una 
región determinada) representan aproximadamente una parábola i 
y — y una recta, # —?/ — 2 = 6, Hay que unir estos ríos por 
medio do un canal rectilíneo que tenga la menor longitud posible. 
¿Por qué puntos habrá que trazarlo? 

2049* Hallar la distancia más corta del punto M (1, 2, 3) a la 
recta 


x 

T 


§ 


16 * 


—3 2 
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Por b! sentido que tiene oí problema, Ja función / (#, ¡jr) so examina 
dentro do! triangulo currada £+ 1 / (fig* 71). 

Rosal viendo ol sistema 


í x (j^i y) ^ íf {a — 2r— y) — O t 

/y (a* i/) ^ ^ —**’—%) = 6, 


obtenemos 



Teñamos 


para el interior del triángulo un solo punto estacionario 
Para él comprobamos s¡ se cumplen Jas condiciones necesarias. 


f xx (*, v)~ — 2’J, r x¡ , (X, I ¡)=a-2x-¿y, {a, y) = — 2*. 

/ ít a \ 2 

J'or consiguiente, A — i xx [“Tj - * ~3~) — ^T a ' 



Á=AC—ffi>Q, A<0 . 


H)s decir, la función tiene máximo en ol 


punto 




Como en el contorno del triángulo la función /(#, y)= O, usté máximo 
será el máxima absoluto de dicha función, es decir, ol producto será máximo 

cuando x — y^a — x —y ^ y el valor máximo del mismo será igual 

o 


a 2 

a 27"* 

Observación. Este problema podría haberse resuello también por el 
mu lodo del extrema condicionado* buscando el máximo do la función i i=xyz 
con la condición de que x-\-y-\-z=a* 


2034. Entre lodos ios paralelepípedos redan gal ares de volumen 
V dado, liallar aquél cuya superficie total sea menor, 

2035. ¿Qué dimensiones deberá tener un batió abierto, cíe volu¬ 
men V dado, para que su superficie sea la menor posible? 
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2036. Entre todos los triángulos de perímetro igual a 2 p t ha¬ 
llar el que tiene mayor área. 

2037* Hallar el paralelepípedo rectangular de área S dada, que 
tenga el mayor volumen posible, 

2038* Representar el número positivo a en forma de producto 
de cuatro factores positivos, cuya suma sea la menor posible. 

2039* En el plano XOY hay que hallar un punto M (x r y) tal, 
que la suma de los cuadrados de sus distancias hasta las tres 
rectas* x^Q 7 y = 0, x — #-|-l~0, sea la menor posible, 

2040* Hallar el triángulo de perímetro 2p dado, que al girar 
alrededor de uno de sus Jados engendre el cuerpo de mayor volumen. 

2041- En un plano se dan tres puntos materiales Pi{x { , y Q, 
^2(^2» y2} Y Psfa&t y 3}* cuyas masas respectivas son m íy m 2 y ni*. 
¿Qué posición deberá ocupar el punto P (x , y) para que el momento 
cuadra tico (momento de inercia) de este sistema de puntos, con rela¬ 
ción a dicho punto P (es decir, la suma miPiP* -f- -f m 3 P s P 2 ) 

sea el menor posible? 

2042, Hacer pasar un plano por el punto M (a, ó, c) que forme 
con los planos coordenados un tetraedro que tenga el menor 
volumen posible, 

2043* Inscribir en un elipsoide un paralelepípedo rectangular 
que tenga el mayor volumen posible, 

2044* Calcular las dimensiones exteriores que deberá tener un 
cajón rectangular abierto, del que se dan el espesor de las pare¬ 
des ó y ia capacidad (interior) V, para que al hacerlo se gaste la 
menor cantidad posible de material. 

2045. ¿En qué punto de la elipse 


la tangente a ésta forma con los ejes coordenados el triángulo 
de menor área? 

2046** Hallar los ejes de la elipse 


5x 2 + Bxy + 5z/ 2 = 9. 


2047* En una esfera dada, inscribir el cilindro cuya superficie 
total sea máxima. 

2048, Los cursos de dos ríos (dentro de los limites de una 

región determinada) representan aproximadamente una parábola, 
y = y una recta, # — ^ — 2 = 0. Hay que unir estos ríos por 

medio de un canal rectilíneo que tenga la menor longitud posible, 
¿Por qué puntos habrá que trazarlo? 

2049, Hallar la distancia más cortá dol punto M{ 1, 2, 3) a la 


recta 


& _ y 

i -3 
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-* a 2050*. Los puntos A y B están situados en diferentes medios 
ópticos, separados el uno del otro por una línea recta (fig. 72), 
La velocidad de propagación de la luz en el primer medio es 
igual a v u en el segundo, a Aplicando el «principio de Fcrniat», 
según el cual el rayo luminoso se propaga a lo largo de la linca 
AMB } para cuyo recorrido necesita el mínimo de tiempo, deducir 
la ley de la refracción del rayo de luz. 


A 




2051» Aplicando el «principio de FerinaU, deducir la ley de la 
reflexión del rayo de luz de un plano en un medio homogéneo (fig. 73) . 

2052*. Si por un circuito eléctrico de resistencia Tí pasa una 
corriente l f la cantidad de calor que se desprende en una unidad 
de tiempo es proporcional a PB. Determinar* ¿cómo habrá 
que distribuir la corriente / en I 2 o I 3 valiéndose de tres 
conductores de resistencias B u i? 2l y i? 3 , respectivamente, para 
conseguir que el desprendimiento de calor sea mínimo? a> 


§ 15, Puntos singulares de las curvas planas 

I o * Definición de punto singular. Un punto M (;% */g) de 
una curva plana / (¿c, y) —O se llama punto singular, gi sus coordenadas satis¬ 
facen simultanéame lite a las tres ecuaciones: 

í {*oi Ve) = 0 t fx (aro, í/q) fv (*o» Vo) — 0- 


Z°. Tipos principales de puntos singulares. Suponga¬ 
mos que en ol punto singular M (£ Gt y Q ) las derivadas dé 2 o orden 

fxx(%Qj £©)* 

B—jxíí(^Qi yp)i 

C=íifv (*o* Vo) 


no aon todas iguales a cero y que 

A=AC—B*, 
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en este caso tendremos: 

a) SÍ A)>G, M será un punto aislado (fig. lA)\ 

¿) si A <; O, M será un punto cruriodal (punto doble) (fig. 75): 




c) si A = 0, M puedo ser un pttnto de retroceso de í a especie (fig. 76) o d 
2 a especie (fig* 77), o un punto aislado , o punto doble con tangentes coinci 
deates o tacnodo (fig. 78)* 





Al resolver los problemas de este apartado* se considera obligatoria 1 
construcción de las curvas. . 

Ejemplo i- Demostrar, que la curva = tiene: un punt 

crunodal, si a 0 ; un punto aislado, si a <^0 y un punto de retroceso c 
la especio, si a = Q. „ „ „ , ■ . , 

Solución. En este caso f (ir, y) = axZ-\-z% — y 2 . Hallamos las derivada 
parciales y las igualamos a cero 

/i (^t ¡/) ^ 2<2£+3 x 2 = Üj 


fy (x, y) s — 2^ — 0. 

Este sistema tiene dos soluciones: O (O; 0) y TV ^ 3 pero las coor¬ 
denadas del punto TV no satisfacen a la ecuación de la curva dada. Es decir, 
hay tm solo punto singular 0 ( 0 ; 0 ). 

Hallamos las segundas derivadas y sus valores en el punto O; 

flxfe* I/) —2a + 6x, A —2a, 
fxufet y)~Q i B^ 0, 

fw(x,U)=-2i C=- 2 , 

A = AC~B 2 ^ —4a. 
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l*o r consi guien te, 

SI £í> 0, A<0 y d! punto O será uu punto ero nodal (fig. 79); 

Sí A> 0 y el punto O será un punto aislado (fig. SO); 

Si a = O, A=0. La ecuación de la curva en este caso será ^ = o bien 
jf=±l/a: 3 i donde x > 0; la curva es simétrica con respecto al ojo 0X> que 




Fig. 80 



es tangente a la misma. Por consiguiente, el punto M será un punto 
retroceso de I a especie (fig- 81). 

Determinar el carácter de los puntos singulares de las 

siguientes: 

2053. i/^—x* + x\ 

2054. {y~ 3 *)* = a 5 . 

2055. a A if=a^ — x\ 

2056. xV— # = 0. 

2057. £®4-y®— 3ax?/ — 0 (/olia/n üfe Dtfsc&rítfs)- 

2058. (a — x) = x 3 (cisoide), 

2059. (x s + y 2 ) 2 =2 a a (x s —i/ 1 *) (/emre/scflía). 

2060. (a -f- #) U 2 = ( a — #) (asíro/oSíte)* 

2061. + í/ a ) (x — a) 2 = b*x* (a >0, b > 0) {¿wicráíie). Examinar 
tres casos: 

1} a > h i 2) a = 6, 3) a < 6» 

2062. Determinar cómo varía el carácter del punto singular 
de la curva */ e = (x— a) (x — b) (x — c) en dependencia de los valores 
de a f b y c(a<6<c son reales). 
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§ 16. Envolvente 


1 Q „ Definición de la envolvente. Envolvente de una familia 
de curvas planas se llamo a U curva {o al conjunto de curvos) tangente 
a todas las líneas de dicha familia* adornas cada uno de sus puntos tiene 
contacto con alguna de la líneas do la familia que se examina, 

2*. Ecuación de la envolvente. Si una familia de curvas 
dependiente de un parámetro variable a 

í (x, y, a)^0 

tiene envolvente, las ecuaciones para métricas de ésta se determinan por 
medio del sistema de ecuaciones 


j f (*, Ui a)=0, 
L/ot (a, y, a) = Ú. 


(i) 


Eliminando el parámetro a del sistema (i), obtendremos una ecuación de 
la forma 

D (:r, y)~0. (2) 


Debe advertirse, que la curva (2), obtenida formalmente, llamada curva 
discriminante , además de la envolvente, si ésta existe, puede contener lugares 
geométricos de puntos singulares de la familia dada, que no forman parte 
de la envolvente do la misma, 

Al resolver los problemas de esto parágrafo, se recomienda hacer los 
dibujos. 

Ejemplo L Hallar la envolvente de la familia de rectas 
x co$a + # son ec—p = G (p =consta ja> 0). 


05 


O 

O 


Solución, Esta familia do rectas dependo del parámetro a. Forma¬ 
mos ni sistema de ecuaciones (1) 

{ x eos a -f- y sin ct — p — O, 

— x sen a + y eos a — O* 


O 

c/) 


Resolviendo este sistema con respecto a x o p, obtenemos las ecuaciones 
paramót ricas de la envolvente 


:r = pcosa, */ = psüna- 

Elevando ambas ecuaciones al cuadrado y sumándolas* eliminamos el pará¬ 
metro ce: 

Es decir, la envolvente de esta familia de rectas es una circunferencia 
de radio p con el centro en el origen de coordenadas La familia de rectas 
dada es, a su vez, la familia de tangentes de esta circunferencia (fig. 32)* 

2063* Hallar la envolvente de la familia de circunferencias 


$ 


(z-ar + y* = ^-. 


2064. Hallar la envolvente de la familia de recias 

v- kx +í 

(k es un parámetro, p — eonst). 
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20(i5. Hallar la envolvente de la familia de circunferencias de 
radios iguales a R, cuyos centros se encuentran en ol eje OX. 

2066. Hallar la curva que envuelve a un segmento de longi¬ 
tud l, cuando sus extremos resbalan por los ejes de coordenadas. 



^5 

k 

0 

1 

X 


F i g. 83 


2067, Hallar la envolvente de la familia de rectas que form 
con los ejes de coordenadas triángulos de área constante S. 

2068. Hallar la envolvente de las elipses de área constante 
cuyos ejes de simetría coinciden- 

2069, Averiguar el carácter do las curvas discriminantes de 1 
familias de curvas siguientes (C es el parámetro): 

a ) y~(% — C) 3 (parábolas cúbicas); 

b) y 2 = (x—>C) 3 (parábolas semicúbicas); 

c) y 3 = (x —C) 8 (parábolas de Neil); 

d) (a + x) (y — C) i ~x^(a — x) (estrofoides). 

2070. La ecuación do la trayectoria que sigue un proyect 
lanzado desde el punto O, con la velocidad inicial v 0 y formando 
un ángulo a. con el horizonte (prescindiendo de la resistencia del 
aire), es 


y = x tg«- 




2 rS eos 2 a 


Tomando el ángulo a como parámetro, hallar la envolvente de 
todas las trayectorias del proyectil situadas en un mismo plano 
vertical («parábola de seguridad») (fig. 83). 
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§ 17. Longitud de un arco de curva en el espacio 

La diferencial del arco de una curva en el espacio en coordenadas carte¬ 
sianas rectangulares es 

ds = j/d# 3 + -j- dz 3 f 

donde x t ij y z, son las coordenadas variadlos del punto de la curva» 

Si 

x — x(t) t z^z{t) 

son las ecuaciones paramétricas de la curva en el espacio, la longitud de i 
arco en el intervalo comprendido antro í = í a y será 


{ ÚX \ 3 , i 

f dx \ 3 , é 

' dz 

( ¿r) + ( 

L ¿r) +( 

.-ar) 


0 


Hallar la longitud de los arcos de las curvas que se dan en 
los problemas 2071 — 2076: 

9 ¿ít 

2071. x^í } p = £ 2 f z^=-^ desde £=Q basta í = 2. 

3 

2072. 2 cosí, y ^2sen/ T z = — t desde £ = 0 hasta ¿=ji. 

2073. x =. é eos t , y^é sen t y z~e ! desde i — O hasta un valor 
arbitrario de í. 

2074. s — desde x^=0 hasta x=6. 

2075. x*=z ñy, 2 xy = 9z desde el punto 0(0; 0; 0) hasta el punto 

M (3; 3; 2), 1 

2076. sen^, z — ^ln desde el punto 0(0; 0; 0) 
hasta el punto M {x 0j y 0f z G ). 

2077. La posición de un punto en cualquier instante 
se determina por las ecuaciones 

Xr=2¿j y = ln¿ t z~t 2 * 

Hallar la velocidad media del movimiento entre los instantes 

1 = 1 y ¿ a 10, 


o 

cñ 

c 

o 

o 

o 

m 

0 


§ 18, Función vectorial de un argumento escalar 

I o » Derivada de una función vectorial de un argu¬ 
mento escalar. La función vectorial a~a (l) puede determinarse dando 
las tres funciones escalares a# (í). (£) y a z0) de sus proyecciones sobre 

loa ejes de coordenadas: 

a^=a x (í) (t)J + a z (t) k. 
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§ 17. Longitud de un arco de curva en el espacio 

La diferencial del arco de una curva en el espacio ca coordenadas carta- 
siauas rectangular 

dsem "¡/Sía+flíjí+ái®, 

donde x 1 y, z T son las coordenadas variables del punto do Ja curva. 

Sí 

£“*(í)t z=z(t) 

son las ecuaciones paramétricas de la curva en el espacio, la longitud del 
arco en ol intervalo comprendido entre t = y í = será 

*2 


H/(i-)' + (§r+(t) v 


Hallar la longitud do los arcos de las curvas que se dan en 
los problemas 2071—2076: 

2071. x¿=t¡ y í 3 , z — — desde £ = 0 basta 2. 

3 

2072 . x — 2 eos /, y = 2 sen /, desde í — 0 basta í = n. 

ít 

2073. £ = £ f cos¿> j/ = á í son¿, z^e x desde í = 0 hasta un valor 
arbitrario de 


2074, y == ^ , z = ~ desde x — 0 hasta # = 6, 

2075. x 2 ssrSj/í 2x^ — 9z desde el punto O (0; 0; 0) hasta el punto 
M{ 3; 3; 2), 

2076, y = a are sen — T ^=^lu^Í5 desdo el punto 0(0; 0; 0) 

hasta el punto Af (x 0 , z 0 ). 

2077. La posición de un punto en cualquier Instante t{t^> 0) 
se determina por las ecuaciones 

x~ 2í, */ = ln£ i z = í 2 . 

Hallar la velocidad media del movimiento entre los instantes 
í = l y ¿ = 1Q. 


0 

■ 

O 

c 5 

c 

o 

o 

o 

m 

0 


§ 18. Función vectorial de un argumento escalar 

I o . Derivada de una función vectorial do un argu¬ 
mento escalar. La función vectorial <& = «■(/) puede determinarse dándo¬ 
las tres funciones escalares a x (t), (í) y a x (t) de sus proyecciones sobre 

los ejes do coordenadas: 

a — #i (0 * + “ y (*) J+a í {t)k. 
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La derivada de la función vectorial « — a, (i) con respecto al argumento 
escalar í es una nueva función vectorial determinada por Ja igualdad 

da , f „ n(t-\-At) — a(t) _da x (t) da u < J ) ,, da z {í) 

ir = '-5T—-— j— i+ ~d— J+ —dr- k - 

El módulo da ia derivada do la función vectorial es Igual a 


da , 

lil 


-\-V (SO'+féj'+fé)’- 


El extremo de! radio vector variable r^r(í) describe en el espacio una 
curva 

r = x (í) %-\-y (t) J -\-z (£} te, 

que recibe el nombre de hodógraja dül vector r. 
dv 

La derivada representa de por sí un vector, tangente al hortógrafo 
en el punto correspondiente, 


dr 


di 


ds 

'dF 


donde $ es la longitud del arco del hodugrafo» tomada desde cierto punto 
inicial* 

^ i-i. 

dr 


En particular, 


ds 


SI el parámetro £ es el tiempo, -~^ = v es el vector de la velocidad del 
d**r d*v 

extremo del vector r t -3-^ — -vr —w es ol vector de la aceleración da dicho 
a I a - ai 

extremo, 

2 °, Reglas principales para la derivación de E1 
clones vectoriales de un argumento escalar. 
d . , , , da . db do 

1) + = —+-^ -¡p. 




di 


di dt 


2) , donde m es un escalar constante; 

d) -jr — ^7- «■ + <P -jr * donde q> os una función escalar de 

U> ir (i' i U- L ■ 

d da db 

4 ) 




dt 


da 


db 


5) -jj-(«*&) —j-xft+ax-^ , 

1 ) a-~ — 0 » si \a\ = eonst. 

E jemplo i. El radio vector de un punto móvil, en cualquier ins¬ 
tan tü do tiempo, se da por ia ecuación 

r = ¿ — 4t*j + Zí*k* (1) 















www.elsolucionario.net 

Función vectorial un argumento escalar 


251 


Determinar la trayectoria, la velocidad y la aceleración del movimiento. 
Solución, De la ecuación (1), tenemos; 

x = l, = — 4 í 2 t z = 


Eliminando et tiempo l, tenemos, que la trayectoria del movimiento 
una línea recta 

X — 1 _ íj z 


Derivando la expresión (1), hallamos la velocidad del movimiento 

~IF = — sw'-t-éífc 

y la aceleración del mismo 


dh- 

di‘ ¿ 




La magnitud de la velocidad es igual a 


dr 

dt 


\/(8tp + {titf = {Q 




Notemos, que la aceleración es constante y tiene la siguiente magnitud 
d*r 


dt* 


= Y {— 8)»+g 2 =io- 


2078. Demostrar, que Ja ecuación vectorial 


donde r x y son los radios v ocio res de dos puntos dados, es la 
ecuación de una recta, 

2079. Determinar, qué líneas son los hodógrafos de las siguien¬ 
tes funciones vectoriales: 

a) t == at -}- c; c) r —a eos t + h sen t\ 

b) t — al t -j- &t; d) r = a ch i -J- b sh t , 


donde, n t & y o son vectores constantes, al mismo tiempo que los 
vectores a y h son perpendiculares entre sí, 

2080. Hallar la derivada de la función vectorial a (t) = 

=^a donde a(¿) es una función escalar, mientras que 

ti~ (i) es un vector unidad, en los casos en que el vector a (t) 
varía: 1) solamente en longitud, 2) solamente en dirección, 3) en 
longitud y en dirección (caso general). Esclarecer ei sentido geo¬ 
métrico de los resultados obtenidos. 

2081. Aplicando las reglas para la derivación de funciones 
vectoriales de un argumento escalar, deducir la fórmula para la 
derivación del producto mixto de tres funciones vectoriales, 
a, h y e. 
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2082, Hallar la derivada, con respecto al parámetro £, del 
volumen del paralelepípedo construido sobre los tres vectores; 

a ~ i +1 j + t 2 k\ 
h = 2tí—J f Z 3 fr; 
c= — íH + t $ j 

2083. La ecuación do un movimiento es 

r = Si eos t + íj son t , 


donde t es el tiempo. Determinar la trayectoria de este movimien¬ 
to, la velocidad y aceleración del mismo. Construir la trayec¬ 
toria del movimiento y ios vectores de la velocidad y de la acelera¬ 


ción para los instantes t — 0 t í = ^ y £ = 4^ . 

2084. La ecuación de un movimiento es 

r^2i eos t-^2j sen t -(-3A*í. 


o 

_cü 


Determinar la trayectoria, velocidad y aceleración de este movi¬ 
miento. ¿A qué son iguales la magnitud de la velocidad y de la 
aceleración y cuáles son sus direcciones en los instantes £™ 0 

'o 


y í-f ? 

2085, La ecuación de un movimiento es 

r — / eos a eos coi + j sen a eos <*>£ -f- k sen gj£, 

donde oc y tu son constantes y t es el tiempo. Determinar la trayec^ C/) 
toria, la magnitud y la dirección de la velocidad y la acelera¬ 
ción del movimiento, 

2086, La ecuación del movimiento de un proyectil (prescin¬ 
diendo de la resistencia del aire) es 

Él 

2 


r = v 0 t - 




donde v 0 {v 0Xj i? 0y > v üz } es la velocidad inicial. Hallar la velocidad 
y la aceleración en cualquier instante. 

2087. Demostrar, que si un punto se mueve por la parábola 

z = 0 de tal forma, que la proyección de la velocidad 

sobre el eje OX se muntíene censante £-^ = const. J # la acelera¬ 
ción también se mantendrá constante. 

2088, Un punto situado en la rosca de un tornillo, que se 
enrosca en una viga, describe una hélice circular 

x — acosó, y===asen0, z — hQ y 
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donde 0, es el ángulo de giro del tornillo, a, el radio del tornillo 
y h la elevación correspondiente al giro de un radiante. Determi¬ 
nar la velocidad del movimiento del punto. 

2089, Hallar la velocidad de un punto de la circunferencia de 
una rueda, de radio a, que gira con una velocidad angular cons¬ 
tante <*> ¥ do tal forma, que su centro, al ocurrir esto, se desplaza 
en línea recta con una velocidad constante i? 0 , 

§ 19. Triedro Intrínseco de una curva en el espacio 

En todo punto M (x T í/ t z), que no sea singular, de una curva en el 
espacio ^ (í), se puede construir un triedro intrínseco formado por tres 

planos perpendiculares entre sí (fig. 84): 

1) el piano osculador , en el que están situados los vectores 

dr d?r 
~dt y ~W '' 

2) el plano normal , MM Z M^ perpendicular al vector y 3) ei plano 
rectificante, Íl/AÍ*M 3l perpendicular a los dos planos primeros. 



Las intersecciones de estos tres planos forman tres rectas; 

1) la tangente MM ( ; 2) la normal principal MM% y 3) la binormal 
que se determinan respectivamente con los vectores: 

1) T = -^- (vector de la íangeníí); 

2) H ~~^j~X ^ a ( vec t° r de la binormal ) y 

3 ) N=BXT (vector de la normal principal). 
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Los cormpondiemtes vectores unitarios 


T 

T= m : p= 

se pueden calcular por las fórmulas 

dr 


B 


fea 


dt 

dt 


ds 


dx 

l ' j'í 


iT 

l^l 




Si X f Y y Z> son las coordenadas variables ilol punto de Ja tangente, 
las ecuaciones de dicha tangente en el punto M (%, y t s) tendrán la forma 


X — x Y—y Z-z 


d)(D 

- 4rtr - ~ ** 

donde — * T y — ~- J T z =?^p\ partiendo de la condición de perpen¬ 

dicularidad de la recta y el plano, obtenemos la ecuación del plano normal 
^(^-«l + ^-rt + ^Z-il-O. {2) 

Sustituyendo en las ecuaciones <f) y (2) T x , y por B x , B„y D¿ 
y A** N U y N 2 , obtenemos las ecuaciones do las rectas bínorma l y normal 
principaí y, respectivamente, de Jos planos osculador y rectificante. 

Ejemplo 1. Hallar los vectores unitarios principales t, v y fi de la 
corva 


x — t, y = t z , 


O 


en el punto 

Escribir las ecuaciones de la tangente, normal principal y bino riña] 
wtc o unto, 

_c n 

CD 


en este punto. 

Solución* Tenemos; 


í*=¡í+íV+í3;¡ 


íJ ¥* 

—=4 + 2 


dt* 


í= 2 -j - 6í le . 


De donde* para í ~ 1, obtenemos: 


T = 1 f-*+2J+3*; 


W1 dr d 2 /* 

J “* 7 /T x 


,V = J3xT = 


i J k 
1 2 3 
0 2 6 

i J * 

6 —6 2 
1 2 3 


==6¿—6J' + 2Aí; 


= — 22i — l6J-f-18ft, 
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Por consiguiente, 

_ H- 2 ^' + 3 fc itt — Zj + k _ — 1 U— 8 J+ 9 fc 

T ~ yu ’ yjs» ’ v 


Como para t = i¡ 

Ion ornes jt=W 

y = i, a- 

^1, entonces 


x — 

1 1 

2 — 1 


“ 

2 

" 3 

es Ja ecuación de 

la tangente. 




x — 

1 ¿r— 1 

£ — 1 


3 

— 3 

1 

es la ecuación do 

la binormal y 




x — í 

y—* i 

£ — i 


— 11 

— 8 

9 


es la de la normal principal 

Si la curva en el espacio se da como la intersección de dos superficies 
F (x, y> O, Q (x, y * z)— O fl 

en lugar de los vectores —— y — se pueden tomar los vectores dr{dx 1 

at dl ¿ 

dy^dz) y dh*{d^x f d*z}> pudiéndose considerar una de tas variables 
x, y, z como independiente y suponer que m segunda diferencial e$ igual 
a cero. 

Ejemplo 2 * Escribir la ecuación del plano osculador de la circun¬ 
ferencia 

“H líf % 4- y ^ = Q (3) 

en el punto M (1 ; i; — 2 ). 

Solución, Diferenciando el sis tema ( 3 ), como si]# fuera variable 
independíente, tendremos: 

x dir-b y dij -4- z dz = O, 
dx -\-dy -|- dzz=0 

y 

dz 3 -f- dy 2 4- y d*y + dz 2 + a (Pz =0, 

Poniendo ^ = K y = I, ¿w? — 2, obtenemos: 

= ■—da;; 

d^=! —| -dx$\ 

Por consiguiente, el plano osculador se determino por los vectores 
{di, — dz, 0} y jo, —g-tfaP, 

o bien, 

{U ~í, O> y {O, ~1, 1J. 
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De donde, el vector normal al plano osculador es 

í J t 
B^ 1 — 1 O 

O -1 1 


7= — 


y, por consiguiente, su ecuación sorá 

-1 (*-Í)—(*—i>—(* + 2)-0, 

os decir, 

a: f ^ + - = 0 , 

como debía ocurrír t ya que nuestra curva so encuentra en este plano* 

2090, Hallar los vectores unitarios principales t, v t p de la 

curva 

x = i —eos £* y — sen t t z = t 
en el punto t = *2- t 

2091, Hallar los vectores unitarios de La tangente y normal 
principal de la espiral cónica 

r — e^icost + j sen t + k) 

en un pUnto arbitrario. Determinar los ángulos que forman estas 
rectas con el eje OZ* 

2092, Hallar los vectores unitarios principales T t v, p de la 

curva 

y = z z i z^2x 


en ei punto x = 2, 

2093. Dada la hélice circular 


Q) 


x = acos£, y —asentí z~bt 


escribir las ecuaciones de las rectas que forman las aristas del 
tetraedro intrínseco en un punto arbitrario de dicha línea. Deter¬ 
minar los cosenos directores de la tangente y de la normal prin¬ 
cipal- 

2094, Escribir las ecuaciones de los planos que forman el 
tetraedro intrínseco de la curva 

*M- y 2 + z s = 6- y a + 2 a = 4 


en el punto M (1; 1; 2). 

2095, Hallar las ecuaciones de la tangente, del plano normal 
y del plano osculador de la curva 

x = t, y~t % , z = t 2 en el punto M (2; 4; 8). 
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2096. Hallar las ecuaciones de la tangente, de la normal prin¬ 
cipal y de la binormal en un punto arbitrario de la curva 



Hallar loa puntos en que la tangente a esta curva es paralela al 
plano x + 3y-]- 10 = 0, 

2097, Hallar las ecuaciones de la tangente, del plano oscula¬ 
dor, de la normal principal y de la binormal de la curva 

en el punto 2. Calcular los cosenos directores de la binormal 
en este punto* 

2098* Escribir las ecuaciones de la tangente y del plano nor¬ 
mal a las curvas siguientes: 

a) # = i? eos 2 C i? sen ¿gos¿, cuando t 

b) z=*x % -\-y*¡ x — i¡ en el punto {1; i; 2); 

c) + — 25, x + 2 — 5 en el punto {2; 2)^3; 3), 

2099, Hallar la ecuación del plano normal a la curva 
— y = x en el origen de coordenadas, 

2100, Hallar la ecuación del plano osculador a la curva x — e*, 
z = ¿ |^2 en el punto 2 = 0, 

2101* Hallar las ecuaciones de los planos osciladores a las 
curvas: 

c 

a) + “ 9, %*~y 2 ^ 3 en el punto (2; 1; 2): 

b) a^ = 4y, x 3 = 24s en el punto (6; 9; 9); 

c) + z 2 — a 2 , y 2 -j- z 2 = b 2 en cualquier punto de la curva 
(x 0l y Q , %}, 

2102* Hallar las ecuaciones del plano osculador» do la normal 
principal y de la binormal a la curva 

y 2 t=r-x, x* — z en el punto (1; 1; 1)* 

2103. Hallar las ecuaciones del plano osculador, de la normal 
principal y de la binormal a la hélice cónica x = £cos£, y — tmnt, 
z = bí en el origen de coordenadas, Haüar los vectores unitarios 
de la tangente, de la normal principal y de la binormal en el 
origen de coordenadas. 


Í7-10H 
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§ 20, Curvaturas de flexión y de torsión de una curva en el espacio 

I o , Curvatura de flexión. Se entiende por curvatura de flexión 
de una curva en un punto M, el numero 


K — 


1 

R 


q> 

= Jim 


donde tp es el ángulo de giro de La tangente (ángulo de contingencia) en el 

segmento de curva JWjV, y ¿S$, la longitud del arco de esto segmento do curva. 
¿¿ se llama radio de curvatura de flexión. Si la curva se da por la ecuación 
= donde $ es la longitud del arco» tendremos 


1 

ti 


d*r 

ds 2 


0 


Para el caso en que la curva se dé en forma parame trica general, tenemos: 

4 :; 


dr d 2 r 

ir K w 


R 


dr 

di 


2 o . Cui'vátura do torsión. Se entiende por curvatura de torsión 
de una curva en el punto M r el numero 


r=—= lim 


O 


donde 0 es el ángulo do giro de la bínormal eu el segmento de curva MN. 
La mangnitud p se llama radio de curvatura de torsión. Si r = so tiene 

u 



dr d 2 r d 3 r 

c/p 1 

ds ds s 

ds 

í tiV \ 


{ ds 2 J 


Jl) 

donde el signo monos se toma cuando los vectores y v tienen 3 a misma 

dirección, y ol signo más, en el caso contrarío. 

Sí dónde t es un parámetro arbitrario, se tendrá 


di* d 2 r d 2 r 
dt dt 1 dft 
t dr d 2 r \2 

\~dT X d& ) 


( 2 ) 


Ejemplo L Hallar las curvaturas de flexión y de torsión de la 
hélice circular 

r — i a eos í a sen f + fc bt (a ]> 0). 
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Solución* Tenemos: 

dr 

di 

d 3 r 

Ht* 


De donde 


—ia sen i + J a eos í + kb Y 
— — i a eos t — J 4 sen 
= — i a sen t — Ja eos £. 


dr d*r 
~df y ~d¡i- = 


i J fe 

— a sen i a eos t b 
—’ a eos t — £? seu t O 


= i ah sen t -— J ah eos t -\- a*k 


dr iáV d :i r 
~dT dt 2 


— a sen í a eos l b 

— a eos t — a sí m í O 
a sen t — a eos t O 




Por consiguiente, besándonos en las fórmulas (f) y (2), obtenemos: 

1 _ a V&a + ¿2 ^ 

■R \-b % 


y 


1 _ a*b b 

p '&*{(& + &) ~ a*+b 2 * 

es decir, para la hólice circular, les curvaturas do flexión y de torsión son 
constantes* 

3°. Fórmulas de Frenet 


q't _ V dv ___p_ (jp _ V 

ds R ’ ds R + p ’ ds ~ p " 

2104. Demostrar, que si la curvatura de flexión es igual a cero 
en todos los puntos de una línea, e'sta es una recta. 

2105. Demostrar, que si la curvatura de torsión es igual a cero 
en Lodos los puntos de una curva, ésta es una curva plana. 

2106. Demostrar, que la curva 


x = 1 4 -3í-|- 2 í 2 , y = 2— 2 í + 5 í s , 
z=l —P 


es plana; hallar el plano en que se encuentra. 

2107. Calcular la curvatura de las líneas: 

a) x — eos t, y = sen í, z = chí cuando £ = 0; 

x 2 —.!/* + z s = 1, y 2 —2x-f-2 — 0 en el punto (1; I; 1). 
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2108. Calcular las curvaturas de flexión y de 1 torsión de las 
siguientes curvas en cualquier punto: 

a) x^e l cast, |/ = e f sen£, z^e*; 


b) x = acht H y^asht) z=¿at (hélice hiperbólica). 

21D9, Hallar los radios de curvatura de flexión y de torsión 
de las siguientes líneas en un punto arbitrario (x f y, z): 

a) = 2ay, x* — $aH; 

b) 2 xz*=p 2 . 

2110. Demostrar, que las Componentes tangencial y normal del 
vector de aceleración w se expresan por las fórmulas <D 




dv v% 


dt " wv R 

donde v es la velocidad, R el radio de curvatura de flexión de La 
trayectoria, t y v los vectores unitarios de la tangente y de la 
normal principal a la curva. 

2111. Por la hélice circular r = ia tos ; + J a sen t + húc se mueve 
uniformemente un punto con velocidad v. Calcular su acelera¬ 
ción w t 

2112. La ecuación de un movimiento es 

r-li + í*J + *»*. , 

Determinar en los instantes í = 0 y f =1: 1) la curvatura de 
flexión de la trayectoria y 2) las componentes tangencial y normal 
del' vector de aceleración del movimiento. c o 



www.elsolucionario.net 


Capítulo VII 

INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS 


§ 1. Integral doble en coordenadas rectangulares 

I o , Cálculo inmediato de integrales dobles. So llama 
integral doble de una función continua / y) sobro un recinto cerrado 
y acotado S del plano XOY\ al límite do la suma integral doblo correspon¬ 
diente 


í f (x, y)dxdy^ lim V Y j y h ) 
J máxAx^ü “ 

(S) m&r ^ 


(t> 


donde áx¡*=%i+i— s fí — Vh y suma se a aquellos valo¬ 

res de í y k , para los que los puntos y h ) pertenecen al recinto S, 




£* Colocación de los límites do integración en la inte¬ 
gral doble. Se distinguen dos Tormos principales do recintos de inte¬ 
gración: 

1 ) El recinto de integración S (lig. S 5 ), está limitado a izquierda y 
derecha por las rectas x — x¡ y x^=x 2 (a^> mientras que por abajo y por 
arriba lo está por las curvas continuas í/ = ip t <a?) (- 42 ?) e y — ^zÍ x ) 

[q>2{£)>%{*)ji ca da ima de las cuales se corta con la vertical x = X 
en un solo punto {véase la Eig. 85 ). En ol recinto £> la 
variable x varía desde hasta x 2 y la variable p, cuando x permanece 
constante, varía entre ^ = ^¿1: e y 2 ^<P2 (*)■ El éaículo de la integral (i) 
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puedo realizarse reduciéndola a una integral reiterada de la forma 

x 2 

^ ^ /{*. lif)dxdy — ^ dx jj / (#* y) dy r 
C^> <*>*{*) 

.Ti 

donde, al calcular V / (i, y) dy, se considera a; como cantidad constante. 

2 ) El recinto de integración y (fíg. 86), está limitado por abajo y por 
arriba per las rectas y —o y = y2 C^2 Í > i'i)í mientras que por la izquierda 



y por la derecha lo está por las curvas continuas x — ti?! (y) (AB) y £¿=i|) 3 {y) 
(CD) [% (y) $>%(y)], cada una de las cuales se corta en un solo punto con 
la horizontal y~Y (y*<Y< y 2 ) (fig. &G)> 

Análogamente al caso anterior tenemos: 


y 2 Htfirt 

^ ^ }(x 7 y)dxdy^= ^ dy \ f(x t y) dx, 
<£)' t/ i | $ t {y) 


CD 


^ 2 (y> 

donde, al calcular la integral ^ f (x, y) dx t se considera y como cantidad 


constante. 

Si el recinto de integración no pertenece a ninguna de las formas 
anteriormente examinadas, se procura dividirlo en partes, de manera, que 
cada una de ellas corresponda a alguna de aquellas dos formas* 


Ejemplo 1* Calcular la integral 


1 = 
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Solución 



É. 

2 


)i 


dx = 


S[(*+i)-(-+í)J 


dx 


i 


2 1 


Ejemplo 2 . Determinar los límites de integración de la integral 

^ / (£ s \í)dxdy , 

*<S) 

si e] recinto do integración S (fig. 87 ) está limitado por la hipérbola 
y 2 -^x 2 =^í y por las dos rectas x =*2 y —2 (se considera el recinto que 

comprendo a] origen de coordenadas). 

Sol u C i ó n. El recinto do integración ABCD (fig, 87 ) está limitado 
por los dos rectas x = —2 y x = 2 y por las dos ramas de la hipérbola: 

o y =— 

ea decir, pertenece a la primera forma. Tenemos: 

2 VT+3C2 

^ j¡ f(x, y)áa;djí=^ dx \ j (x, y)dy. 

(S) -2 - V í+.ts 

Calcular las siguientes integrales reiteradas: 

1 5 

dy (x + 2y)dx. 

■8 v s -4 

71 G 

r/cp ^ rdr. 

1 asen<p 

n 

2 3 eos <p 

\ d(f í r a scn 3 tp <tfr. 

L : 2 

3 T o 

2 

l r 

dx 


Escribir las ecuaciones de las líneas que limitan ios recintos 
a que se extienden las integrales dobles que se indican más abajo 


\ Vl-&-y'dy. 

O 




¿I 1 

2113* ^ dy \ + Zy)dx. 


ú o 

4 2 

2114* \ dx ^ 

3 i 
i i 


dy 


(x + y) 2 ' 

o ó 

21(6 . \ 


1 i 

X 


2117. ( 

tJ 

2 , 

2118. J 

C 

2119* 

i 

2120. J 
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y dibujar estos recintos: 

2 2 

2121. J dy $ f(x,y)dx. 




-Í 


3 1+9 


2122. ^ dx ^ f (x, y) dy. 

i #a 

4 i 0-1/ 

2123. ^ í /(*, y)rf*. 

T/ 1 rj 


© y 


3 2x 


2124. ^ dx í / (a:, y) ¿y. 


1 3C 

J 

3 V Z5—*3 


2125* ^ dx \ /{^, y) £¿*/, 

o O 

2 a+2 

2126 . \ dx \ / (*, y) ¿y. 


-i K2 


Colocar los límites de integración, en mío y otro orden, en 
integral doble 



f(x, y)dxdy 


para los recintos S que a continuación se indican. 

2127* S os un rectángulo cuyos vértices son: 0(0; 0), A (2; 
fl(2; 1) y C(Ü; 1). 



F í g, 88 


F i g 89 


2Í28. S es un triángulo cuyos vértices son: 0(0; 0), A (i; 0) 
y B(í; 1). 

2129* S es un trapecio cuyos vértices son; 0(0; 0), <¿4(2; 0} t 
B{ 1; 1) y C (0; 1)* 

2130. S es un paral el ogr amo cuyos vértices son: A (1; 2), 
B( 2; 4), C(2; 7) y D (í; 5), 

2131* S es un sector circular 0^47? con centro en el punto 

0(0; 0) t cuyo arco tiene sus extremos en ¿4(1; 1) y B{ — i; 1) 

(fig, 88). 

2132. S es un segmento parabólico recto AOB , limitado por 

la parábola ¿?0*4 y por el ségmento de recta BÁ ? que une entre 

sí los puntos B( — 1; 2) y *4(1; 2) (fig. 89). 
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2133. S es un anillo circular limitado por las circunferencias, 
cuyos radios son r = :1 y R = 2¡ y cuyo centro común está situado 
en el punto 0 (0; 0). 

2134. S está limitado por la hipérbola y' 2 — y por la 

circunferencia + = 9 (se considera el recinto que comprende 

e? origen de coordenadas), 

2135. Colocar los limites de integración en la integral doble 

\ ^ / O, y) dx dy, 

w 

si el recinto*# está determinado por las desigualdades siguientes: 
a) x>0; y>0; x-f y< 1; d) y>x; x> — 1; y<í; 

h) + e) y*£x^y + 2a; 

c) x^ + y^x; f) O<#<a. 


Invertir el orden de integración en las siguientes integrales dobles: 


12x 


2136. \ dx ^ / (x, y)dy* 

0 3x2 

i 3x 

2137. ^ dx \ f(x t y) dy . 



:U 

y a&-x2 

2138, 

í dx 

S / 


0 

9 

x s 

2 o 


a 

y 2oX—JCÍ 

2139. 

i* 

s 


B Yí 


2a Y 4 ax 

. \ dx \ f(x, y) dy. 


2140 


o V2ax-xi 

I 


2141. dy \ f(x,y)dx . 


y 


i Yl^ 


2142. ^ dy ^ f (i, y) dx 


y fía-xa 


2143. \ dx J f{x, y) dy + J dx J f(x,y)dy. 


R Y 2 




2144. ^ ^ f(x, y) dy. 


Calcular las siguientes integrales dobles: 
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2146. \ ^ xdxdy, donde 6' es un triangulo cuyos vértices son 
0(0; 0), A (1; 1) y 5(0; 1). 

2146. jj ^ xdxdy, donde ol recinto de integración S está limi- 


(S) 


lado por la recta que pasa por los puntos A (2; 0), 5(0; 2) y por 



punto C (0; 1) (fig. 90). 

2147. \ í — dx = — , donde S es la parte del círculo 

w V aít — x2 '~y s ' 

radio a, con centro en ol punto O (0; 0), situado en el primer 
cuadrante. 


2148. ^ jj x 2 — y 2 dx dy, donde S es un triángulo con los 

vértices en los puntos 0(0; 0), .4(1; —:1) y 5(4; 1). 

2149. ^ \f a cy — y^dxdy, donde S es un triángulo con los 
(SJ 

vértices en los puntos é>(0; 0), A (10; 1) y 5(1; 1). 

X 

2150. \\ e*dzdy t donde S es un triángulo mixtilíneo OAB f 

limitado por la parábola y* 1 = x y por las rectas x = 0 e y= 1 (íig. 91). 

2151. \ \ » donde S gs un segmento parabólico, limitado 


[sy 


por la parábola y y por la recta y^x. 
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2152. Calcular las siguientes integrales y dibujar los recintos 
a que se extienden: 


í -H3ÜS x 


3 eos y 


) \ dx í y*Benxdy; c) \ dy í £ 2 son *ydx> 

V í <r J 


n 

£ 


b) í d* \ y 4 dg; 

v u 


Antes de resolver los problemas 2153—2157 se recomienda hacer 
los dibujos correspondientes. 

2153, Calcular 3a integral doble 


\ \ xy* dx dy, 
\s) 


si S es iirt recinto limitado por la parábola y* = 2px y por la recta 
2154*. Calcular la integral doble 


\ \ xy dx dy, 


O 

'o 

que se extiende al recinto S , limitado por el oje OX y la semi¬ 
circunferencia Superior (x — 2)- -f y 2 = 1. 


(S) 


2155. Calcular la integral doble 

n 


iS) 


~]/2a — x 


(/) 

CD 


donde S es \m círculo do radio a , tangente a los ejes de coordenadas 
y que se encuentra en el primer cuadrante, 

2156*. Calcular la integral doble 


H y dx d u< 


<S) 

donde el recinto $ está limitado por el eje de abscisas y el arco 
de cicloide 

x ~ li (t — sen t) 
y = R (1 — eos t) (O < t < 2 n). 

2157* Calcular la integral doble 


\ xydxxy , 
\.S) 
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en la que el recinto de integración 5 está limitado por ios ejes 
do coordenadas y por el arco de astroide 

x = i?cos s ¿, y = i?sen 3 f ^0 <í<y) 4 

2158. Hallar el valor medio de la función f (x t y) — xy t en el 

recinto £{0<x<l; 

Indicación. Se da el nombre de u&iftr medio de una función / (x, y) 
en al recinto Ci al número 




A 

S 


l \ H *’ y) 

m 


dx dy 7 


donde S w en el denominador, señala el área del recinto $. 


2159* Hallar el valor medio del cuadrado de la distancia del punto 
M(x,y) del círculo (x — a) a + ¿/ 2 <i? 2 , ai origen de coordenadas. 


§ 2. Cambio de variables en la Integral doble 

Integral doble en coordenadas polares, Cuando ec 
Ja integral doblo se pasa de las coordenadas rectangulares x, y a las polares r 
q> t relacionadas con las primeras por las expresiones 

^ = rcoscp I p = rsen<p, 

se verifica la fórmula 



y) dx dy=* 



r eos cp, r sen <p) r dr dtp. 


íS ) 


(1) 


Si eí recinto de integración S está limitado por los rajos r — t% y r=»p(a< ( 1 ) 
y por las curvas f = r, <<p) v r = r z [(p). donde r % <j) y r ? (<p) (r, (©) < r z <q»)) son 
funciones uniformes en eí segmento la integral doblo se puede 

calcular por la fórmula 


raí<p) 


^ ^ F (íp, r) r drdfp— \ dq> ^ F (tp T r) r dr f 
(. S ) ^ r\ (<p) 


r* C<P> 

donde F (tp* r) {r eos <p> r sen q>). Al calcular la integral |j F (q>> r) r dr, 

ml'í» 

se considera constante la magnitud q). 

Si el recinto de integración no pertenece a la forma examinada, se 
divide en partes, de manera que cada una de ellas represente de por sí uu 
recinto de la forma dada. 

2 Q . Integral doble en coordenadas curvilíneas. En el 
caso más general, si en la integral doble 



f {x, y) dx dy 
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so quiere pasar do las variables i, ¡/ a las variables u, relacionadas con 
aquéllas por medio de las expresiones continuas y diferenciables 

y), y — v)> 

que establecen una correspondencia biunivoca y continua en arabos sentidos, 
entre los puntos del recinto S del plano Y0K y los puntos de un recinto 
determinado R ' del plano UO'V , ai mismo tiempo que el /aaobíano 


-£iíl 

D (íí t í?) ’ 


dx dy 
du dti 

dx dy 

~dv ~Sü 


conserva invariable su signo en el recinto será válida ia fórmula 
^ (x, y) dx dy = ^ ^ f [tp V), f (u, íj) 1 I / ] du dv m 


(D 


<S) 


m 



Si 


polares 


_ 03 

“1/ 1 — x 2 —y 2 dx dy 

m q 

donde el recinto ó' es un círculo de radio R — i con centro en el origen de 
coordenadas {fig. 92). 

Sol u c í ó n* Haciendo la sustitución £== r eos y ~ r sen o otoñemos 

~]/l — x 2 —y 2 ^= l/l ~(r ms cp) a — <r sen cp) 2 = “|/ i — 

Como en el recinto S la coordenada r varía de 0 a 1, cualquiera que 
sea el valor de <p f mientras que <p varía de O a tenemos c n 

2n 1 

\ \ Vi — P 2 d* rf¡r — ^ dq) ^ r 1 1- r 2 dr=~n, 

W O O 

Pasar a las coordenadas polares r y qp y colocar los límites 
integración para las nuevas variables en las siguientes integrales: 

i i 2 x _ 

2160. ^ dx ^ /(*, y) dy, 2161. \ dx (V z* + y a ) dy. 


2162. ^ ^ / (x, y) dxdy, 

ísf 


donde S es un triángulo limitado por las rectas y = x, y — —x 

e y = 1. 

i i 

2163. $ dx J / (i) <*?• 


-í 


X S 
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2164- jj f (x, ¡j) dxdy¡ donde el recinto S está limitado por 
(S) 

la lomniacata 

2165- Calcular la siguiente integral doble, pasando previamente 
a coordenadas polares 


\ \ y dxdy T 

l) ü 

(S) 


donde S es un semicírculo de diámetro a con centro en 
c (|; o) (fig. 93). 


el punt 



2166- Pasando a coordenadas polares, calcular la siguiente inte 
grai doble, 

^ jj (x* + i/) dxdy , 
ffi 

que se extiende al recinto limitado por la circunferencia 


x 2 -\-y* ^2ax« 

2167- Calcular la siguiente integral doble, pasando a coorde¬ 
nadas polares, 

\ |/~a 2 — x 2 — y 2 dx dy , 

ís) 


donde el recinto de integración S os un semicírculo de radio a con 
centro en el origen de coordenadas, situado sobre el eje OX * 

2168- Calcular la integral doble de la función / (r, tp ) — r sobre 
el recinto limitado por la cardiode r = a (1-f~cosq>) y la circunfe¬ 
rencia r^a. (Se considera el recinto que no contiene el polo)- 
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2169, Calcular la siguiente integral, pasando a coordenadas 
polares 


a V a-—*3 

^ dx jj Y -f- y* Ay. 

o o 

2170, Calcuiar la siguiente integral, pasando a coordenadas 
polares 

\ \ Va*^x* — y*dz dy . 

(B) 

donde el recinto S está limitado por la hoja de leraniscata 
(x 2 -f y 2 f = á 2 (x 2 — y 1 ) (x > 0), 

2171*. Calcular la integral doble 



í xA y ¿ i 7 

1-*-nr dx dy , 


que se extiende al recinto S t limitado por la elipse —+ 

pasando a las coordenadas polares generalizadas r y qp según las 
fórmulas: 


~ = r eos qp, ~ — r sen f- 
2172**, Transformar la integral 

c p# 

^ dx \ f {x, y) dy 
O ax 

(0<aCp y OO), introduciendo las nuevas variables u^= 

UV = jf 

2173 a , Efectuar el cambio de variables u~x + y, v = x — y en 
la integral 

i i 

» Í di ¡j/ (x, y) dy. 

O o 

2174**, Calcular la integral doble 

\ \ dxdy, 

*, t/ 

ÍS) 

donde S es un recinto limitado por la curva 
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Indicación. Efectuar el cambio do variables 
x = ar eos <p, y = 5rsen<p. 


§ 3. Cálculo dE áreas de figuras planas 


El área en coordenadas rectangulares, El área S de 
un recinto plano (S) es igual a 


Hj 

(S) 


dx d% f. 


Si el recinto (ó 1 ) esté determinado por las desigualdades u<í;<íi, qp (z)< 
^ (s)r tendremos 


*£ = \ dx dij* 


a <p(x) 

2 °. El área en coordenadas polares. Si el recinto {$) está 
determinado, en coordenadas polares r y <p, por Las desigualdades cc<!tp.<p t 
i<¥)i se tiene 

S-JJrdpir-Já» \ rdr. 

(Sj a. </)<p 

2175. Construir ios recintos cuyas áreas se expresan por las 
siguientes integrales: 

2 *+2 a VZñ=& 

a) ^ dx \ dy ; b) J dy \ dx. 


-i 


X 3 


O 

en 

CD 


Calcular e3tas áreas y cambiar el orden de integración. 

2176. Construir los recintos cuyas áreas se expresan por las 
integrales: 

JL 

arctgg 3secq> S a(l+cos<p) 

a) \ dtp \ rdr; b) ^ dtp ^ rdr. 


Calcular estas áreas. 

2177. Calcular el área limitada por las rectas x^y, x=2 y. 
x -f- y = a y x -j- 3y = a (a > 0). 

2178. Calcular el área de la íigura situada sobre el eje OX 
y limitada por este eje, la parábola y 2 = 4ax y la recta ís-f ¡t/ = 3a. 

2179*. Calcular el área limitada por la elipse 

(y—x)' !í + z i = 1. 
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2180. Hallar el área limitada por las parábolas 
y 2 ^ 10a:-)-25 e y 2 — —6x+9< 


2181. Hallar el área limitada por las siguientes lincas, pasando 
a coordenadas polares. 


** + !/* “23, x 2 + y* = Ax, y = x t y*= 0, 


2182, Hallar el área limitada por la recta reos<p — 1 y la 
circunferencia r — 2* (Se considera la superficie quo no contiene 
el polo). 

2183, Hallar el área limitada por las curvas 


r = a {1 -f eos íp) y r = a eos qp (a >- 0). 

2184. Hallar el área limitada por la línea 



2185*. Hallar el área limitada por la elipse 
(x — 2y + 3 y 1 + (3x-\-4y — í) 2 ^ 100. 


2186. Hallar el área del cuadrilátero curvilíneo limitado por 
los arcos de las parábolas x 2 — ay, x 2 = by f y 2 — ux y y 2 — 
(0<n<b, 0<ct<P). 

Indicación. introducir nuevas variables u y v, suponiendo 


aj2i— uy^ y'l^vx. 


2187. Hallar el área del cuadrilátero curvilíneo limitado por 
los arcos de las curvas y 2 *= ax, y 2 = hx, xy = a, xy = p (0 <C a < //, 
0<a<p). 

Indicación. Introducir nuevas variables u y u t suponiendo xy=^u, 
y' ¿ = vx. 

§ 4. Cálculo de volúmenes 

El volumen V de un cilindroide, limitado por arriba por la superficie 
continua % = f (x t y), por abajo por el plano z = Q y lateralmente por la 
superficie cilindrica recta que corLa en el plano XOY ej recinto S (fig. í) 4 ), 
es igual a 



2188. Expresar, por medio de una integral rloble, el volumen 
de una pirámide cuyos vértices son: 0(0; 0; 0), j4(1; 0; 0), 
B( 1; 1; 0) y C( 0; 0; 1) (fig. 95). Colocar los límites de inte¬ 
gración. 


18—1016 
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En los problemas 2189 — 2192 hay que dibujar los cuerpos, 
cuyos volúmenes se expresan por las integrales dobles que se dan. 

l i—x 2 Yi—xz 

2189. \ dx [ (1 —x—y)dy. 2191. \ dx \ (1— x)dy. 

*-■ í. n 


O 


£ É ” fon 

2Í90. \d,x \ (4 -x~y)dy. 2192. \dx \ (4 -x-y)dy. 

o (i ü 1 ‘¿~X 

2193. Dibujar el cuerpo, cuyo volumen expresa la integral 

n V ní-*a 

^ dx \ Va'-x'-y'dy, y basándose en razonamientos geo 

0 0 . 
tríeos, hallar el valor de esta integral. 



2194. Hallar el volumen del cuerpo limitado por eí 
loide elíptico z — 2x % + y' 1 + 1, el plano x + y = í y los planos 
coordenados. 

2195. Un cuerpo está limitado por el paraboloide hiperbólico 
2 = x s_ y* y los planos P=0, z = 0, x = í. Calcular su volumen. 

2196. Un cuerpo está limitado por el cilindro s 2 + z a = a a y los 
planos p = 0, z = 0, y = x. Calcular su volumen. 

Hallar los volúmenes de los cuerpos limitados por las super¬ 
ficies siguientes: 


2197. x* + y*^r*, z = 0, 

2198. y = Yx, y = 2\ r x, x + z = 6, z = 0. 

2199. z = ^ + y 2 . y = **> y = z =°- 
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2200, x-\-y + z —a, 3x4 ~W~&i U~ 0, z — 0. 

2201, -j£-+-J-=l, y=-jU, y = 0 ’ z==0 - 

2202, x 2 4- 1 / 2 2&x r s = ax t z = px (a "> p). 

En los problemas 2203 — 2211 empléense coordenadas polares 
y generalizadas. 

2203, Hallar el volumen total del espacio comprendido entre 
el cilindro x % 4- y 1 = y oí hiperboloide x 2 + U 2 — 

2204, Hallar el volumen total del espacio comprendido entre 
el cono 2(x 2 +í/ 2 ) — s 2 = 0 y el hiperboloide 

+ -a\ 


2205, Hallar el volumen limitado por las superficies 2 az = x 2 4 - |r, 
x 2 + y 2 — £ 2 = a 2 t c — 0. 

2206* Determinar el volumen del elipsoide 


„2 “ A2 “ >v2 


2207. Hallar el volumen del sólido limitado por el paraboloide 
2az = x 2 -\-y 2 y la esfera x 2 -f y 2 -f 2 a = 3a 2 . {Se sobreentiende el 
volumen situado dentro del paraboloide). 

2208. Calcular el volumen del sólido limitado por el plano XOY, 
ol cilindro x 2 + y 2 =:2ax y el cono x 2 ~\-y 2 = z s . 

2209. Calcular el volumen del sólido limitado por el plano XOY , 
la superficie z = ««-(**+»*) y el cilindro s a -f y 2 = 7 í a , 

2210. Calcular el volumen dol sólido limitado por el plano JfO'F, 

el paraboloide z =-^ 5 -+y el cilindro -f--rrr = 2 — . 

o* a* o" a 

2211 . ¿En qué razón divide el hiperboloide x a -fy B — z 2 =a 2 al 
volumen de la esfera x 2 ~{- y 2 + z 3 < 3 a a ? 

2212*. Hallar el volumen del sólido limitado por Jas superfi¬ 
cies ~x + y, xy = í, xy = 2, y^x, y = 2x, 3 = 0 (a:> 0 , y > 0 ). 


§ 5. Cálculo do áreas de superficies 

El área a de una superficie regular z — f(x, y), qug tenga como proyec- 
eión en el plano XOY un recinto i? t es igual a 




2213, Hallar el área do la parte del plano — -uJLj_-L^í 

a 1 b c 1 

comprendida entre los planos de coordenadas. 


18 * 
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2214. Hallar ©1 área de la parte de superficie del cilindro 
¿ i -\-y i = R“ (s > 0), comprendida entre los planos z=mx y 
x = nx{m>n> 0). 

2215*. Calcular el área de la parte de superficie del cono 
x 2 —y 2 — z 2 , situada en el primer ociante y limitada por el plano 
y + z = a> 

2216. Calcular el área de la parto de superficie del cilindro 

x* + y 2 = ax i cortada del mismo por la esfera z a + + z^ = a s . 

2217. Calcular el área de la parte de superficie de la esfera 

+ y 4 "l - 2 a “ cortada por la superficie + í- 

2218- Calcular el área de la parte de superficie del parabo¬ 

loide i/ 2 -j-z 2 = 2ax t comprendida entre el cilindro y* = ax y el 
plano x=a* 

2219* Calcular el área de la parte de superficie del cilindro 
%*+y 2 — 2ax t comprendida entre el plano XOY y el cono — 

2220*. Calcular el área de la parte de superficie del cono 
x 2 — í/ 3 = 2 s , situada dentro del cilindro x 2 -j-y 2 ^2ax. 

2220.1*- Hallar el área de la parte del cilindro y* = 4% cortada 
por la esfera x 2 -\-y 2 ^-z % = 5x. _ 

2220-2. Hallar el área de la parte del cono z = Y xiLj r y % cortada 
por el cilindro {x z + — a % (x* — y 2 )* 

2221*. Demostrar, que las áreas de las partes de las superfi¬ 

cies de los paraboloides x 2 -by 2 =*2az y x % — y % ~2at cortadas por 
ol cilindro i? 2 son iguales, 

2222*. Una esfera de radio a está cortada por dos cilindros 
circulares, cuyas bases tienen los diámetros iguales al radio de 
aquélla, y que son tangentes entre sí a lo largo de tino de los 

diámetros de la misma- Hallar el volumen y el área de la parte 
de superficie de la esfera que queda. 

2223*. En una esfera de radio a se ba cortado un orificio, con 
salida, do base cuadrada, cuyo lado también os igual á a. El eje 
de este orificio coincide con el diámetro de la esfera. Hallar el 
área de la superficie de ésta cortada por ol orificio. 

2224*. Calcular el área de la parte de superficie helicoidal 

z=carctg-|- T situada en el primer octante y que está compren¬ 
dida entre los cilindros x^ + y 2 — a 2 y x^-\~y l — b 2 . 


§ 6, Aplicaciones do la integral doble a la mecánica 

1°. Masa y momentos estáticos de las láminas* Si S 
es un recinto del plano XOV, ocupado por una lámina, y p(z , y) es la den¬ 
sidad su por ficíal de dicha lámina en el punto (x\ y), la maSa M de ésta y sus 
momentos estáticos Mx y Afy coa respecto a los ejes OX y OY se expresan 
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por las integrales dobles 

^ J p {x, y) dx dy y M x ^= ^ J f/p (£* i/) 

(S> 

Afy — \ ^ xp (ar, y) dx dy> 


(S) 


(S) 


( 1 ) 


Si la lámina es homogénea, p (x % p)— eonst. 

2 o * Coordenadas d«l centro de gravedad de las 1 á m i 
na s< Sí C (x t y) es el centro de gravedad de una lámina, se tieae, 


x 


m y m x 

M ' * M 


0 


donde M es la masa de la lámina y M x * My sus momentos estáticos con 
respecto a los ejes de coordenadas (véase I o ), Si la lámina es homogénea, en 
las fórmulas (i) se puedo poner p—i. 

3 o . Momentos do inercia do las láminas. Los momentos 
de inercia de una lámina, con respecto a los ejes OK y OY, son iguales 
respectivamentG a 


?x = \ ||jí/ 3 p(¿T y)dxdy, /y“jj ^ x*p {x, y) dx dy 
fe) (5) 




El momento de inercia de la lamina con respecto al origen de coordenadas 
Xo= 5 5 (* a +y 2 )p(*. y)dxdy = I x +l Y (3) 


(3) 


Poniendo p(a;, p) = l, en las fórmulas (2) y (3) f obtenemos los momentos 
geométricos de inercia de las figuras planas. 


O 

(5 


O 

O 


O 

c/) 


2225, Hallar la masa de una lámina circular de radio /?, si su 
densidad es proporcional a la distancia desde el punto al centro 
e igual a 6 en el borde de la lámina. 

2228* Una lámina tiene la forma de triángulo rectángulo con 
catetos OB^a y = su densidad en cualquier punto es igual 
a la distancia desde éste al cateto O A. Hallar los momentos 
estáticos de la lámina con respecto a los catetos OA y 0B\ 

22 27. Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la 
figura OmAnO (fig. 96), limitada por la curva j/a=senx y por la 
recta O A, que pasa por el origen de coordenadas y por el vértice 

A (y; l} de la sinusoide, 

2228, Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la 
figura limitada por la cardioide r = a (1 -(-eos <p). 

2229. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de un 
sector circular de radio a r cuyo ángulo central es igual a 2a 

(fig. 97). 


a> 

5 

$ 

5 
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2230, Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la 
figura limitada por las parábolas y 2 = 4% + 4 o — 2z-f-4. 

2231, Calcular el momento de inercia del triángulo limitado 
por las rectas x-^y^2, x = 2 e y = 2, con respecto al eje OX. 

2232* Hallar el momento de inercia cíe un anillo circular de 
diámetros d y D(d<zD): a) con respecto a su propio centro y b) 
con respecto a su diámetro* 


O 


jr~^ 



F i g 06, 


F ig. 97 


(D 


CÜ 


2233, Calcular el momento de inercia de un cuadrado de lado 
con respecto al eje que* pasando por uno de sus vértices, es per¬ 
pendicular al plano del cuadrado. 

2234*, Calcular el momento de inercia del segmento interceptado 
de la parábola y 2 =*ax por la recta x^=a, con respecto a la rect<^ 
=— 

2235*, Calcular el momento de inercia de la superficie limi¬ 
tada por la hipérbola xy=4 y la recta x + y^ 5, con respecto 
a la recta 

2236*, En una lámina cuadrada de lado a T la densidad es 
proporcional a la distancia hasta uno de sus vértices* Calcular el 
momento de inercia de dicha lámina con respecto a los lados que 
pasan por éste vértice* 

2237* Hallar el momento de inercia de la cardioide r — a{l -|- eos <p) : 
con respecto aj polo* 

2238, Calcular el momento de inercia de la superficie de la 
lemniscata r z = 2a 2 eos 2cp, con respecto al eje, perpendicular al 
plano do la misma, que pasa por ei polo, 

2239** Calcular el momento de inercia do una lámina homo¬ 
génea limitada por un arco de la cicloide x^a[t — sen¿), 
y~a (1 —eos t) y el eje OX T con respecto al eje OX , 


17. Integrales triples 

l p - La integral triple en coordenadas rectangulares. 
Se llama integral triple de una función / (£, y t s), sobre un recinto F, al 
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límite de la correspondiente suma triplo 


\ \ ) far Ifi z ) dx dy dz^ Uní Y Y Y / (^£t ~h) As¿ 

¿ ,! más áx^Ú T" 

m£sái/y“>Ü 1 7 

xn(ix &z ^-*-0 


<V) 


El cálculo do la integral triple se reduce a calcular sucesivamente tres inte¬ 
grales ordinarias (simples) o a calcular una doblo y una simple* 

Ejemplo 4. Calcular 


MSS 


x' J ]f 2 z d% dy dz t 


donde el recinto V se do termina por las desigualdades 
0<a;<i í 0 <P<ít, 0<z<a:.y. 

Solución. Tenemos' 

i x 3c¡/ i a; 

I ^ ^ dx jj % ^ ¡r^S 2 dz — ^ #3í jj x^y 2 j o dy== 


O O 
i x 


-j *}4 

Ejemplo 2. Calcular 

SiS 


Sll /4 P yB 

dy= 1 


c i ' 6 c * ]o 

i TT o d J “üT d 


110 f 


x 2 dx dy ds. 


fV y 


yS 

extendida al volumen del elipsoide —+ -^-+—1, 

8 alució n. 

a a 

\ ^ x^dxdydz — x 2 dx ^ dydz = ^ x 2 S^ t dx, 

(V) -« “« 

y2 ^ 2 jr2 

donde es el área de la elipse *g^-+-^-=4 —-jg-, á^const, igual a 

Uor esto, en definitiva, tenemos: 

rt ^ 

^ ^ ds — nhc ^ ^ 1 — -^- J da? = — , 

<V> ü -* 
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2 °. Cambio de variables en la integral triple. Si en 
la integral triple 


y.s 


/ ( j :, ¡f> z) dx dy dz 


hay que pasar do las variables y f z f a las variables w, u t relacionadas 
con las primeras por las igualdades as = qp (i* t v t ia) T y=t (u, p t w), z — % (u, v , w) r 
donde las funciones <p T x* 

1 ) son continuas, juntó con sus derivadas parciales do 1 ° orden. 

2 ) establecen una correspondencia biunívoca continua en ambos sentidos, 
entre los puntos del recinto do integración V del espacio OXYZ y los puntos 
de un recinto determinado V f del espacio O’UVW y 

3) el determinante funcional (jacobiano) de estas funciones 


/ = 


#£*, y, z) 


D{u , w) 


dx 

dx 

dx 

HT 


dw 

dy 

dy 

dy 

du 

dv 

dw 

dz 

dz 

dz 

diz 

Iñi 

dw 


0 

■ 

O 


conserva invariable su signo en el recinto V , entonces, seré valida la fórmula 
^ / (a% y t z) dx dy dz ^ ^ ^ ^ / [(p{t¿, v , m ), i|? (ií, u, w), x (u, v t w)] 1 1 ( du dv dw 


(V # ) 


O 

O 


En particular, 

1) para tes coordenadas cilindricas f r t f, k (fig. OS), donde 

3 ? = r eos 9 , y = rseníp T r “ A, 

obtenemos que, / = 

2) para Jas coordenadas esféricas qp, ij\ r (qp es la longitud; t|b la latitud 
y r el radio vector) {fig. 99), donde 

x = r eos tp eos <p t y = r eos sen tp, 

z = r sen 

tenemos I — r 2 cosqi. 

Ejemplo 3 , Calcular la siguiente integral, pasándola a las coorde¬ 
nadas esféricas. 


<L> 


SSSv 

(V) 


z' ¿ dz dy dz. 


donde V es una esfera de radio H. 

Solución. Para la esfera, los límites de variación de las coordena¬ 
das esféricas *p (longitud), i|> (latitud) y r (radio vector), serán: 

o<(p< 2 si, — 4jr<i|><y, o o<fi. 

Por esto, tendremos: 


M 

2 B 

555 V^+l^-M 2 dy d& ^ dq> di)? ^ rr 2 eos ij) dr = 
{v ) * b o 


= nR*. 
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3 °* Aplicaciones de las integrales triples, 
de un recinto del espacio tridimensional OXYZ es igual a 



El volumen 


La masa de un cuerpo que ocupa el recinto V t 

^ ^ ^ y, z)dxdydz\ 


m 


donde y(^i y* z ) e3 I a densidad del cuerpo on el punto {x, y, z). 




Los momentos estáticos de un cuerpo, con respecto a los planos coorde 
nados son; 


Mxy- 

-\\\ 


y T z) z dx dy dz; 


(V) 



Myz^* \ \ \ 

y (*> 

y, z) x dx dy dz; 


(V) 



M Z x = 

■sis 

m 

Y (J7, 

y,z)y dx dy dz. 


Las coordenadas dei centro de gravedad 


— MYZ - M ZX —_ M XY 

M ' M ¡ * M 


Si el cuerpo es homogéneo, en las fórmulas para determinar las coor 
de nadas del centro de gravedad se puede poner y [x, y, z) — 1* 

Los momentos de inercia T con respecto a los ejes coordenados son- 


IX — 
/y- 


lz~ 



+ Y (x } y , z) dx dy dz\ 


y (x, y, z) dx dy dz\ 


{s 2 + y 2 ) y {x, y> z) dx dy dz. 
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Poniendo en estas fórmulas y (ar, y, obtenemos los momentos 

geométricos do inercia del cuerpo. 

A. Cálculo de las integrales triples 
Calcular los límites de integración en la integral triple 

\ \ \f( x > y> *) dx d y dz 

m 

para los recintos V que se indican a continuación: 

2240, V es un tetraedro limitado por los planos 

x -j- y -f— z = 1, x = 0, $ = 0, 3 = 0. 

2241. V es un cilindro limitado por las superficies 

x* + y*=*H*, * = 0, * = //. 

2242*. V es un cono limitado por las superficies 
a z t - b -¿ — * * ~ 

2243. V es un volumen limitado por las superficies 

z=l — x* — y* T z — 0, 

Calcular las siguientes integrales: 

1 1 i 

2244. ^ dx \ dy ^ — 


dz 



2 


zYx 

2245, 

\ 

dx 

[ dy 


0 


t) 

D 


a 


jTas—&£ 

2246. 

\ 

dx 



(1 


tí 

0 


i 


1 —x 

2247. 

S 

dx 

S dy 




V^ 


dz 


V a 3 — y%—z* 


xyz dz . 


2248. Calcular 


sss 

(V) 


dx- dy dz 


(as-|-Á + *H-i) 3 1 


donde V es el recinto de integración, que está limitado por los 
planos de coordenadas y por el plano x + —1. 
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2249. Calcular 


(:r + y -}- z)~ dx dy dz, 

doude V es la parte común de) paraboloide 2az ^ x 1 -j-y t y de la 
esfera + y 2 -f- 2 a < 3o B . 

2250. Calcular 




z z dxdydz. 


donde V es la parte común de las esferas x 1 -f- y 2 + z" < R 2 y + 
+ i/ 2 + z 2 < 2fíz. 

2251. Calcular 


(V) 


zdxdy dz, 


donde V es el yo lumen limitado por el plano 2^0 y por la mitad 

¡jS nS . 

superior del elipsoide + + ^ 

2252. Calcular 


n\ a^i^i) d:cdjjdz ' 


(V) 


¡y 2 

donde V es la parte interna del elipsoide —^ + -*«- + —— i - 




2253. Calcular 


¡a rt rt 

J ^ ^ z dxdydz, 
<v> ü 


donde V es el recinto limitado por el cono z* — {x* + y por 

el plano z^h* 

2254. Calcular la siguiente integral» pasando a coordenadas 
cilindricas, 



dx dy dz , 


donde V es el recinto limitado por las superficies x 2 + y*-\-z t *=2ftz, 
x^ + y 2 — z 2 y que contiene el punto {O, 0» i?), 

2255. Calcular 


i 1 ** $ 

o o 



z VV + >f dz, 


transformándola previamente a las coordenadas cilindricas. 
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2256. Calcular 


s 


V2rs:-*B 

dx ^ dy 

— V2rx— 


V krl-xl-yZ 
\ dz , 
ó 


transformándola previamente a las coordenadas cilindricas. 
2257, Calcular 


n \ r m~x* Y 

jj dx jj dy jj (z 2 + y*)dz, 

- YR2-X1 0 

tranformándola previamente a las coordenadas esféricas. 

2258. Calcular la integral siguiente, pasando a las coordenadas 
esféricas 


\ \ ^ Y + í/ ¿ 4" ^ dxdydz % 


(V) 

donde V es la parte interna de la esfera + + 

B, Cálculo de volúmenes por medio de integrales ¿ripies 

2259. Calcular, por medio de una integral triple, el volumen 
del cuerpo limitado por las superficies 


05 

O 

o 


y 2 = 4d ¿ — Zaz, y z — ax, z — -j- h. 


Q) 


2260**. Calcular el volumen de la parte del cilindro x % -\— 
= 2 ax, comprendido entre el paraboloide x 2 -j-^ 2 = 2&z y el plano 
XQY. 

2261*. Calcular el volumen del cuerpo limitado por la esfera 
= ^ y el cono z* = x 2 + y* (la parto exterior con res¬ 
pecto al cono). 

2262*. Calcular el volumen del cuerpo limitado por la esfera 
z z ~\-y 2 z % — 4 y el paraboloide x a -f-y 2 ^=3 z (la parte interior con 
respecto al paraboloide), 

2263. Calcular el volumen del cuerpo limitado por el plano 

XOY, el cilindro — y la esfera x* + y z -\-z 2 —a? (Interno 

con respecto al cilindro). 

2264. Calcular el volumen del cuerpo limitado por el parabo¬ 
loide -r*- + -^ = 2— y el plano x — a. 

o* c l a 
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2264. 1. Hallar el volumen del cuerpo limitado por la superficie 



2264. % Hallar el volumen del cuerpo limitado por las super¬ 
ficies 



C , Aplicaciones de las integrales triples a la mecánica y a la física 


* 2265. Hallar la masa M del paralelepípedo rectangular O<£<&, 
0<y<b, O<z<c ? sí la densidad en el punto {x, y r z) es p(x, y, z) — 
= x+y+z. 


2 


C 



Y 


X F i g, ÍOO 


2266, Del octante de la esfera %* + y 2 , x>0 , #>G 7 
z>0, se ha cortado el cuerpo O ABC, limitado por los planos de 


coordenadas y por el plano ^ + — = 1 6<c) (fig. 100), 


Hallar la masa de este cuerpo, si su densidad en cada punto 
(#, y , z) es igual a la cota z del mismo, 

2267*. En el cuerpo de forma semíesférica ^-f-z/ a + z s <a s , 
z>G, la densidad varía proporcionalmente a la distancia desde 
el punto al centro. Hallar el centro de gravedad de este cuerpo. 

2268. Hallar el centro de gravedad del cuerpo limitado por el 
paraboloide y 2 -j-2z 2 = éx y por el plano £ — 2. 

2269*. Hallar el momento de inercia del cilindro circular, que 
tiene por altara h y por radio de la base a, con respecto al eje 
que sirve de diámetro de la base del propio cilindro. 

2270*. Hallar el momento de inercia del cono circular, que 
tiene por altura por radio de la base a y de densidad p, con 
respecto al diámetro de su base, 

2271*** Hallar la atracción que ejerce el cono homogéneo, 
de altura h y ángulo en el vórtice a (en la sección axial), sobre 
un punto material, que tenga una unidad do masa y quo esté 
situado en su vértice. 
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2272**. Demostrar, que la atracción que ejerce una esfera 
homogénea sobre un punto material exterior a ella no varía, 
si toda la masa de la esfera se concentra en su centro. 


§ 8. Integrales impropias, dependientes de un parámetro. Integrales 
Impropias múltiples 

I o . Derivación respacto del parámetro* Cumpliéndose 
ciertas restricciones que se imponen a las funciones / (s, a) y (s, ct) y a Jas 
correspondientes integrales impropias, se verifica la regla de Leihniz 

OQ OG 

\ f (*> «) dx = \ f rj (a-, es) dx. 
a a 


Ejemplo 1* Valiéndose de la derivación respecto del parámetr 
calcular 




- dx (a > O, P > 0). 


Solución. Sea 


e —axs_ e — 


rfx = F(a, p). 


Bit eneas, 


dF (a, P) 


da 


2a 


í 

2a 


De donde F (a, p)=* —g* ln a+C (P). Para hallar C (p), ponemos a —p en 

1 

última igualdad. Tenemos, 0=—^-lnp + C(p). 

¿i 

i 

De donde C(p)=s — ln p. Por consiguiente, 

A 

F(a, p)= —yin <x+-t in p = -~ !u . 

2°. Integrales dobles impropias, a) Caso en que c * 
recinto de integración es infinito. Si la función f (x, y) es 
continua en un recinto infinito S, se supone 


^ jj f(z, y)dxdy = lim ^ jj f(x, 
W °' +S (a) 


y) dx dijy 




donde a os un recinto finito, situado totalmente en entendiéndose por 
S, que ampliamos ol recinto o según una ley arbitraria, de manera que 
en éste entre y permanezca ea él cualquier punto del recinto S> Si el segundo 
miembro tiene límite y éste no depende de la elección que se haga de a, 
la correspondiente integral impropia recíhe el nomhre de convergente; en el 
caso contrario se ¡lama divergente. 
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SI la función subintegral / (a?* ij) no es negativa (/{£, p)>0), para que 
la integral impropia sea convergente es necesario y suficiente que exista 
el limite del segundo miembro déla igualdad (1), aunque sea para un sistema 
de recintos 0 quo completen el recinto S« 

b) Caso de una función discontinua. Si la función / (#, y) 
es continua en todo un recinto cerrado y acotado S t a excepción del punto 
Pfa, b) r se supone: 


\ V /(-£. i/)dxdí/ = Um \ \ f (x } y) dxáy. 


( 2 ) 


S) 


donde Sg es el recinto que resulta de excluir del S un recinto interior 
pequeño de diámetro e que contiene al punto P . En ol caso de que exista 
el límite (2) y de que no dependa do la forma de los recintos interiores 
pequeños que se excluyan del recinto S f la integral considerada se llama 
convergente, mientras que en el caso contrario, es divergente. 

Si / (x t y)^ Q, ol limite del segundo miembro de la igualdad (2} no 
depende de la forma de los recintos internos que se excluyen de S\ en pj 

tico lar, en calidad de tales recintos pueden tomarse círculos de radio c 

centro en ol punto P> 

El concepto de integrales impropias dobles es fácil pasarlo al caso 
integrales triples. 

Ejemplo 2. Investigar la convergencia do la integral 


u 

(S) 


dx dy 
(1 +S3+^)Í> 


donde S es todo el plano XOV. 

Solución. Sea 0 un círculo de radio p con centro en el origen 
coordenadas. Pasando a las coordenadas polares, si pgfel, tenemos: 


/ 


.-ss 


dx dy 


l * S ÍIW»' 

ó 

2rt 

f i d+'V 

2 1 —p 


(d> J ) (\j±. x i-^.yzyp- 

(O) ó o 

2rt 

(* 1 (l + ra)i-P |p . n ... .... 

— ' —■ - l a dy= , Kl-t-p 2 ) 1 p — 


Si /><!, se tiene lim / (<j)= lim / (cr) =00 y la integral diverge. Si por el 
í t-±S p“>-Oo 

contrario, p>-l, so tiene lim/(o) — — ^-r- y la integral converge. Cuando 

p-y*» P""! 

2 ?t ?> 

p = 1, tenemos que I (a) = \ dtp \ ~ ~ 5 — ji ln (1 +P a )? lim/(a)=oo, es 

*? J ÍT r o-»-™ 

00 

decir, la integral diverge. 

Por consiguiente, la integral (3) es convergente para 1 . 
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2273. Hallar /'(*), si 

05 

/ (£)= $ e~ xv dy {a:>0). 

X 

221^. Demostrar, que la función 

u= t — rjT^—$ dz 


satisface a la ecuación de Laplace 

d 2 u p 

"55* 15»’ = L1 

2275. La transformación de Laplace F (p) para la función / 
se determina por la fórmula 


00 

F(p)*=\e-*ni)dt. 

o 

Hallar F(p ) 9 sí: a) / (/) = 1; b) /(£)■«£“'; c) / (£) = sen 
d) / (t) = eos fit. 

2276. Aplicando la fórmula 

i 

dx = -~ (n >0) f 
o 

calcular la integral 

i 

\ a:”" 1 In x dz. 
o 

2277*. Aplicando la fórmula 

DO 

J e- vt d¿^j (p> 0), 

ü 


Ü 


calcular la integral 
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Utilizando la derivación respecto al parámetro, calcular las 
siguientes integrales: 


2278- 


J- 


-ctx_Q-$x 


dx (a>0, P>0). 


2279. \ 


--—--sen mx dx (a ;> 0^ p >> 0} f 


2280. V ^XL dx. 

Jí(l + X 1 ) 


2281 


? Ib (i— a 2 x%) j , i . .. 

J xnyi^x 2 ' 1 ' ' 


ITQ 

2282. \ e-^^LÍldx (a > 0). 

t l & 

0 

Calcular las siguientes integrales impropias: 

PO oü 

2283. t *-<*+«> rfy. 


1 x 

2284* ^ dy \ e y dx. 

*/ o 


2285. ^ ^ ’ £ * 0ll ^ tí $ ^ 11n recinto, que se determina 

ÍS) 

por las desigualdades ar>l, y > x*. 

Aa do 

2286*. \ cte í (a;2 ( tf > 0 )- 

0 ü 

2287, La integral ¿íe Euler-Poisson * determinada por la fórmula 

* EX> 

i = J e- x “ dx, se puede escribir también en la forma I=\ e-^ dy, 

o 'ó 

Multiplicando entre sí estas fórmulas y pasando después a las 
coordenadas polares, calcular I. 

2288. Calcular 


00 00 DO 

l dx l dlJ \ 

O O 


dz 

(** + ^+**+1)2- 


l 9-iOlfi 
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Averiguar si convergen las siguientes integrales dobles impro¬ 
pias: 

2289**, jj \ ln Y + y 2 d x ¿onde S es el círculo x? -j- 1. 

m 


2290, 


). f f , donde 5 es un recinto que se determina 

(z?+y*T 

por la desigualdad x E + y 3 >l (aparte exterior» del círculo)* 

2291*, \ ? dy ■ i donde S es un cuadrado ] # | < 1, | y |< 1, 

J J l/)3 


(S) 


2292, í [ \ — — lJ - — — , donde V es un recinto T que se deter- 

mina por la desigualdad x 1 -j -¡f +s 2 > 1 («parte exterior» de la 
esfera). 


§ 9, Integrales curvilíneas 


CÜ 


i® Integrales curvilíneas de primer tipo. Sea f {x, y) 
una función continua o y — <p{x) la ecuación de una curva plana 

determinada C> 

Marcamos un sistema de puntos M¡{*¡, y i) (£ = 0, 1, 2,n), que divi¬ 
dan ]a curva C en arcos elementales = As¡, y formamos la suma 

n 

integral S n = ^ f Ui)&$i- El limito de esta suma, cuando n ^-co y 

i—1 

máx As¿ 0 recibo el nombre de integral curvilínea de primer tipo 

"55 


n 

lim 2 f( x u y¡)^¡ = \ f(¿< y) di 

n—t-e» *] 


i=i 

(ds es la diferencial cíe] arco) y se calcula por la fórmula 

b 

^ / (as, y) ds = ^ f (x, y (x)) 1/1 +(«p' (x)f dx. 

C a 

En el caso de que Ja curva C este dada en forma paramétrica: 

£ = f(í), !/ = ^(*) [ot<f<PJr tenemos: 

£ 

í / (a, y) ds = J / (y (í), it (/)) "VV a (OTTMí) ¿í - 

C ct 

So consideran también integrales curvilíneas de primer tipo de funcio¬ 
nes de tres variables f (x, y, s) t tomadas sobro una curva en ol espacio, que 
se calculan análogamente. La integral curvilínea de primer tipo no depende 
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del sentido del camino de integración. Si la función subintegral / se interpreta 
como la densidad lineal de la curva de integración C , esta integral repre¬ 
sentará de por sí la masa de la curva €. 

Ejemplo 1. Calcular la integral curvilínea 

^ (x-f-y)rfs, 

G 

donde C es el contorno del triángulo ABO, cuyos vértices son: A(l; 0), 
B( 0; 1} y 0(0; 0) (fig. 101). 



Solución. Aquí, la ecuación de AB es: y = 1 — n?, la dó OB: i = 0: 
la de O A: y = Q. 

Por lo tanto, tendremos: 

(% + y)ds— { (x-+y)ds + ^ + \ (x + p)d$=; 

C AB BQ OA 

1 i t 

— ^ V2rfar-f- \ y dy + ^ x da r = ~¡/¿ -j -i 
o ü b 


2°. Integrales curvilíneas de segundo tipo. Si P (g, 
y Q (x f y) son funciones continuas o = es una curva plana C , q 
se recorre al variar $ desde a hasta b 7 la correspondiente integral curvilh 
de segundo tipo se expresa de la forma siguiente 


\ p (*. V)dx-\~Q{x, y)dy — 
c 


i 


\P {x, {p (x)) -f <p' (x) Q (x, <p (x))] dx. 


En el caso más general, cuando la curva C se da en la forma paramé- 
trica; i = £ = donde f varía entrB a y |3, tenemos: 

e 

J p (*. y) <**+Q <*. \ \p (9(0. * W) q>' («+<?(» «. í (0) ♦* W!*■ 

C Oí 

Fórmulas análogas son válidas para la integral curvilínea de segundo 
tipo tomada sobre una curva en el espacio* 


19* 
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La integral curvilínea do segundo tipo cambia su signo por el 
contrario, al cambiar el sentido del camino do inte- 
g ración, Mecánicamente, esta integral puede interpretarse como el trabajo 
do la correspondiente fuerza variable {P {x, y), Q (a?* #)} a lo largo de la curva 
de integración C. 

Ejemplo 2. Calcular la integral curvilínea 


donde C es k mitad superior de la elipse a cosí, ^==6soní, que se 
recorre en el sentido de las agujas del reloj. 

Solución. Tenemos 


o 

^ y 2 dx + x 2 dy = \ [b 2 sen 1 1 ■ (—a sen t) -¡- a r¿ eos 2 í ■ b eos f ] dt = 

V jt 

0 o 

= — ab 2 ^ sen 3 t dí-\-a 2 b eos 3 tdt 


al 


3® Caso de diferencial exacta» Si la expresión subintegr 
de la integral curvilínea de segundo tipo es la diferencial exacta de i.u 
función uniforme determinada V = U (s, y), es decir, P (x t y) dx + Q[íc, y)dy- 
— dU{x,y) t esta integral curvilínea no depende del camino de iutegrach 
y se cumple la fórmula do Newton-Leibiiiz 


i^ 2 .v z ) 

^ P (x, ij)dx~\-Q(x, y)dy = U (x 2 , y 2 )—U(xi, y¡), 

(«ji J/ t ) 

donde f%; y t ) os el punto inicial y (x%; y 2 ), el punto final del camino» 
particular, si el contorno do integración C es cerrado, so tiene 

j[ P U) ^ -f Q {¿r, y) dy = Ü. 

c 


Si, i) el contorno do integración C está comprendido totalmente en i 
determinado recinto simplemente conexo S y 2) las funciones P {x t y) y 
<H*>y )* junto con sus derivadas parciales do 1° orden» son continuas en el 
recinto S t la condición necesaria y suficiente para la existencia de la 
función V es que se verifique idénticamente en todo el recinto S la igualdad 


dQ _ 3P 

dx dy ^ 


(véase integración de diferenciales exactas). Si no se cumplen las condicio¬ 
nes i) y 2)* la subsistencia de la condición (3) no garantiza la existencia 
de la función uniforme U y las fórmulas (1) y (2) pueden resultar sor 
erróneas (véase el problema 2332). Señalemos un procedimiento para hallar 
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la íunción U {x y y) por medio de m diferencial total, basado en el empleo 
do las intégralos curvilíneas (es decir, un procedimiento más de integración 
de la diferencial exacta) * Como contorno de integración C su toma la linea 



quebrada P Q P t M (íig, 102) s donde (# 0 ; y 0 ) es m punto fijo* M (a;; y) un puntí 
variable. En este caso, a lo largo de /W tenemos que y=yo y dy — Q 
mientras que a lo Largo de P^M^ tenemos que dx — G. Obtenemos: 

(x; a) 

U {x, y) — U (x Q , f/ 0 ) = ^ P (x t ij)dx + Q (z, dy = 

<V y 0 ) 

x y 

= P (x, y 0 ) dx-\-^Q (x, y) dy 

*ü V Q 

Análogamente, integrando sobre la línea quebrada P$P%M, tenemos: 

y n 

ü (x T y)—U (x Q , í /)= Q {x út y)dy + P (x t ij)dx. 


Ejemplo 3. (Ax-\-2¡¡ /) dz-\- (2#— %) dy — dU. Hallar £='» 

Solución. Aquí, P (x, y)^Ax-\-2y y <?(x, al mism 

tiempo que, evidentemente, se cumplo la condición (3). Sean l/o = ( í 

Entonces, 

y 
e 


Ü (£* #) = 4# dx \- \ (2x —) (iy-\-€ = 2¿ 2 + + &' 


o bien, 


V (x, |/}= ^ \ (4a:-i-2|/) dx-\-€= —3y 2 + 2z 2 -|-2 :eí/ -)■ 

0 ü 

donde C = U (0; 0) os una constante arbitraria. 


-I -c. 
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4\ Formula do Groen para o i plano Si C es la frontera 
do] recinto & y las funciones P (x, y) y Q (a;, y) son continuas T junto con 
sus derivadas parciales de i° orden, on el recinto cerrado £ + se veri¬ 
fica la fórmula de Oreen 

§Pix+Qdg~\ \ {^~ d ±)dxdy, 

Q ÍB} 


donde et sentido del recorrido dol contorno C se elige de forma que el 
recinto S quede a la izquierda. 

5 o * Aplicaciones de las integrales curvilíneas 1) EL 
área limitada por un contorno cerrado C % es igual a 


S — — ^ y dx = x dy 


(el sentido del recorrido del contorno debe elegirse contrarío al movimiento 
de las agujas dol reloj). 

Más útil para las aplicaciones es la siguiente fórmula 

c c 

2) El trabajo de una fuerza, cuyas proyecciones sean j = X (z, £f, 2 ), 
y^y (i, s), Z = Z (# T y, z) (o correspondientemente, el trabajo de un 
campo do fuerzas), a lo largo del camino C, so expresa por la integral 

A= ^ Xdz-\-Y dy + Zdz, 

G 

Si la fuerza tiene potencial, es decir, si existe una función U — 
= U (x, z) (función potencial o de fuerza) tal, que 

¿ü =y ¿1 L-y ^L-z 

d$ Xt dy ” * dz 

el trabajo, indepondientomonto de Ja forma dol camino C, es igual a 
va; n) (*s; 

A= \ X dx-\-Y dy + Zdz = \ dU ~ U y tt %) — U {x u zj), 

{* 1 ; vi; *i) (xi* t m. n) 

donde (a?!, y lt z 4 ) es el punto inicial y (x 2 , y%, s 2 ) el punto final dol camino. 


0 

O 

0 

c 

o 

o 

o 

0 

0 


-4. Integrales curvilíneas de primer tipo 
Calcular las siguientes integrales curvilíneas: 

2293. ^ xyds, donde C es el contorno del cuadrado 

M + |ff | = ffi (a >■ 0). 

2294, \ donde C es un segmento de recta que une 

¿' yWi^+4 

entre sí los puntos 0(0; 0) y 4(1; 2). 
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{* i/í 

2295. \ xy ds : donde C es el cuadrante de la elipse + 

G 

situado en el primer cuadrante. 

2296. ^ t/ s ds¡ donde C es el primer arco de la cicloide 
c 

x — a (¿—sen y = a (1 — eos t), 

2297. ^ x 2 + y 1 dSi donde C es el arco de la evolvente de la 
Q 

circunf erencia x = a (eos t-\-t sen l) f y =**. a (sen i — i eos i) [O < t < 2n¡]. 

2298. ^ (a: 3 + y 2 )' ¿ ds, donde C es el arco de la espiral logarít- 
c 

mica r=ae m ^(m>0) desde el punto A(0\ a) hasta el punto 

O ( — oo ; 0), 


r 


2 


2299. j (£ +r/) donde C es el lazo derecho de la lemniscata 
c 

= a 2 eos 2cp. 

2300. í (x-rs)ds, donde C es un arco de la curva 


X=t, S = ¿ 3 [0<¿<1]. 

2301. donde C es la primera espira de la hélice 

c ' 

circular x = acmt¡ y = asenta z — bt , 


2302* ^ Y ds t donde C es el círculo x? + ij 2, 4- z 1 = a 2 , x = y. 
c 

2303*. Hallar el área de la superficie lateral del cilindro parabólico 

Qj 

y ^—x 2 t limitada por los planos z = 0, x = 0, z — x, y — 6, 

2304. Hallar la longitud del arco de hélice cónica C , 
x = aé eos t, y = aé sen f, z — aé, desde el punto O (0; 0; 0) hasta el 
punto A (a; 0; &}* 

2305. Determinar la masa del contorno de la elipse ^ + -p- — 1 * 

si su densidad lineal en cada punto M(x, y) es igual a \y\. 

2306. Hallar la masa de la primera espira de la hélice circu¬ 
lar x—acost, |/ = asen¿, z = bt, si la densidad en cada punto es 
igual al radio vector del mismo. 

2307. Determinar las coordenadas del centro de gravedad de] 
semiarco de la cicloide 


x = a (t — sen ¿), y = a(l — cosí) 
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2308. Hallar oí momento de inercia, con respesto ai eje 0Z t 
de la primera espira de la hélice circular ¿ruacos y—asenta 
z=-bt. 

2309, ¿Con qué fuerza influye la masa ilf, distribuida con 
densidad constante por la circunferencia x* J r y 2 = a 2i í 2 = 0, sobro 
la masa m r situada en el punto A (0; 0; b )? 


fh Integrales curvilíneas de segundo tipo „ 

Calcular las siguientes integrales curvilíneas: 

2310, ^ (x 2 — 2xy) dx -f (2 xy + y-} dy , donde Afí es el arco 

Alt 

de la parábola y^x ¿ que va desdo el punto A (1 ; í) hasta ol 
punto B {2; 4). 



2311, ^ (2 a — y) dxA~ x dy* donde C es el primer arco de la 

c 

cicloide a (í—sení), ¿/ = a{l — cosí) recorrido en el sentido 

deJ crecimiento del parámetro t. 

2312, ^ 2xydx — x % dy i tomándola a lo largo de los diferentes 

QA 

caminos, que parten del origen de coordenadas é>(0;0) y que 
finalizan en el punto Á (2; 1) (fig, 103): 

a) sobro la recta OmA; 

b) sobre la parábola OnÁ, cuyo eje de simetría es el eje OY\ 

c) sobre la parábola OpA } cuyo eje de simetría es el eje OX ; 

d) sobre la línea quebrada QBA; 
o) sobre la linea quebrada OCA . 

2313, \ 2 xydx + a*dyi en las mismas condiciones que el 

OA 

problema 2312. 
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2314** i dx {x — y)J]L t tomándola a lo largo de la cir- 

cínife renda x s -f y*=a? en sentido contrario al de las agujas del 
reloj* 

2315, \ y 2 dx + x 2 dij, donde C es la mitad superior de la elipse 

c 

x = íxcos í, y = b sen í, gu ese sigue en el sentido de las agujas del reloj, 

2316, \ eos ij dx — sen x cly, tomándola a lo largo del segmento 

la 

AB de la bisectriz del segundo ángulo coordenado, si la abscisa 
del punto A es igual a 2 y la ordenada del punto B igual a 2. 

2317, <£— ^ dx ~f donde C es el lazo derecho de la lomnis- 

c 

cata r* = a 2 eos 2 ij>, que se signo en el sentido contrario al de las 
agujas del reloj, 

2318, Calcular las integrales curvilíneas do las expresiones 
diferenciales exactas siguientes; 

(2; 3> (3; 4) ÍUJj 

a) í d 7 / + 1 / dx, b) ^ x dx + y dy , c) ^ (x-f y) (tlx+díy) t 

{ -í ; 2) (0; I) (0; 0) 

< 2 ; 1 ) 

d) ^ ^~" — {por un camino que no corte al eje 0X)¡ 

(i;2> 


e) 


y) 

dx + dy / r un cam j no míe no corte a 

x-\-y 


la recta 


fe; ya) 

I) ^ íp(;r)rf^ + ^(l/)í/í/. 
f*i; m) 


2319, Hallar las funciones primitivas de las expresiones 
suliinlégrales y calcular las siguientes integrales: 


a) \ (x* + 4 xy s ) dx + {fia: 2 ;/ 2 — 5 y*) dy , 

(-2; -i) 

(i;0) 

hi í 5—Í (el camino de integración no se corta con la. 

(0; -I) 

recta y = x). 
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i) 


c) \ — —- (el camino de integración no se corta 


(i; t) 

con la recta y^ —x) t 
(i; íí 


d) \ ( = + y \ dx + f , L? ' +x) <¿|/. 


(Oí 0) 

2320. Calcular la integral 


■-s 


x “hy di/ 


yí+w ’ 

tomándola en el sentido de las agujas del reloj, a lo largo de- 

«yfl |y2 

cuarto de la elipse —+ que se encuentra en el primer 

cuadrante. 

2321, Demostrar, que si /(**) es una función continua y C es 
un contorno cerrado «regular a trozos», la 

f (s a + y 2 ) (X dx -f y dy) = 0. 


2322. Hallar la función primitiva U, si: 

a) du = (2a: + 3y) da:-j- (3a: — 4 y) dy, 

b) du = (3a; 3 — 2xy 4* y 2 ) dx — (a: 3 — 2 xy 4- 3y 3 ) dy; 

c) du = ó *" 1 '[{1 + a: + y) da: + (1 — a: — y) dy]; 

dx , 


O 

O 

O 

_C/) 

(D 


d) rf&: 


"#4-# 1 


Calcular las siguientes integrales curvilíneas, tomadas a lo largo 
do curvas en el espacio: 

2323, jj (y — z)dx + {z — x)dy+(x — ¡f)dzi donde C es una 


espira de la hélice circular 


r X^ÜCOS í, 

y = asen t , 

s = irá. 


correspondientes a la variación del parámetro t desde 0 a 2 ji. 
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2324, g) y dx~\-z dy + x dz, donde C es la circunferencia 
c 

( x = R eos a eos t, 
y — R cosa sen t, 
z— R sen a (a — const), 

recorrida en el sentido del crecimiento dei parámetro* 

2325, \ xy dx -\-yzdy+ zx dz f donde O A os el arco de la cii> 

QA 

cunferenda x 1 + y 2 + z 2 = 2Rx, z = x, situado por el lado del plano 
XOZ * donde y ^> 0. 

2326, Calcular* las integrales curvilíneas de las diferenciales 
exactas siguientes: 

ÍG;4;8) 

a) \ xdx^tydy — zdz, 

(ti 0; -3) 

(o; m c> 

b) \ yz dx -\-zxdy + dz t 
ti; i; i) 

( 3 ; 4 ; 5 ) 

, f x dx 4- y dy + z dz 

c > - y;i + -,r^r ■ 

(0; i; 0) v 1 ^ 

K w; ¿) 

d) \ — - - — --- -- (el camino de integración está 

situado en el primer octante), 

B. Fórmula de Green 

2327. Valiéndose de la fórmula de Green, transformar la inte¬ 
gral curvilínea 

¡ = ^ Yx* +1/ 2 dx + y [xy + in (x + j/V -f ¡/ s )] dy, 
c 

donde el contorno C limita un recinto S> 

2328. Aplicando la fórmula de Green, calcular 

I = <£ 2 (s; 2 -j- y 2 ) dx + (x + y) 2 dy, 
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donde C as el contorno do un triángulo, coyes vértices están en 
los puntos A(í\ 1), B( 2; 2) y C (!; 3) y que se recorro en sentido 
positivo. Comprobar e\ resultado obtenido, calculando la integral 
directamente, 

2329, Aplicando ía fórmula de Oreen, calcular la integral 

^ — x^y tí# A - %y 2 
c 


donde C os la circunferencia £ a -f-p a E=7í a , que se recorre en sentido 
contrario al de las agujas del reloj, 

2330, Por los puntos A (1; 0) y B{ 2; 3) se ha trazado una 
parábola /lmZ>\ cuyo eje coincide con el eje OY, y su cuerda 
es AnB> Hallar la 


tf (x + y)dx—(x—y)dij 


Amito A 


directamente, aplicando la fórmula de Greeiu 

2331. Hal lar la ^ e xv [y 2 dx + (í +xy) dy], si los puntos 


05 




y B están sitiados en el eje OX y el área, limitada por el camine 
de integración AmB y por el segmento AB, es igual a S , 

2332*, Calcular la (fe ? . Examinar dos casos: 

a) cuando el origen de coordenadas está Cuera del contorno C, 

b) cuando el contorno rodea n veces el origen de coordenada^ ! 
2333**, Demostrar que si C es una curva cerrada, entonces 


(y eos (X, n) rh— O, 


donde $ os la longitud del arco y n la normal exterior, 

2334, Valiéndose de la fórmula de Oreen, hallar la integral 


1 = {x cos (X, n) *1- y sen (X, n)\ ds f 


donde ds es la diferencial del arco y n, la normal exterior al 
contorno C. 

2335*, Calcular la integral 


$ 


dx — dy 

% "V V 
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tomada a lo largo dol contorno del cuadrado que tiene sus vértices 
en los puntos £(0:3), C{ — 1; 0) y D( 0; —l) t con !a 

condición de que el recorrido del contorno so haga en sentido 
contrario al de las agujas del reloj. 

D. Aplicaciones de la integral curvilínea 

Calcular el área de las figuras limitadas por las siguientes 
curvas: 

2336. Por la elipse x = a eos í } y — bsent* 

2337 . Por la astroide y^a sen 3 

2338 . Por la cardíoide a (2 eos t — eos 2t), 

y — a (2 sen t — sen 2 1) . 

2339*. Por el lazo del fotium de Descartes ^ + ir —- 3axy = 

= 0(tf>0), 

2340. Por la curva (x + y} 3 = axy r 

2341*. Una circunferencia de radio r rueda sin resbalar sobre 
otra circunferencia fija, de radio R f conservándose siempre fuera 

R 

de ella. Suponiendo que — sea un número entero, hallar oí área 

limitada por la curva (epicicloide) que describe cualquiera de los 
puntos cío la circunferencia móvil. Analizar el caso particular en 
que r = R (cardioide), 

2342** Una circunferencia de radio r rueda sin resbalar por 
otra circunferencia fija, de radío permanociendo siempre dentro 

de ella. Suponiendo que — sea un número entero, hallar el área 

limitada por la curva (hipocicloide) descrita por cualquiera de los 
puntos de la circunferencia móvil. Analizar el caso particular en 

que r = -^- (astroide), 

2343. Un campo está engendrado por una fuerza de magnitud 
constante F . que tiene la dirección del semieje positivo OX . Hallar 
el trabajo de dicho campo, cuando un punto material describe, en 
el sentido do las agujas dol reloj, el cuarto del círculo x*-{-y* = JT 1 
que se encuentra en el primer cuadrante. 

2344* Hallar el trabajo que realiza la fuerza de gravedad al 
trasladar un punto material de masa m, desde la posición 
A (xú y,; z t ) hasta la posición B (x 2 ; z 2 ) (oí ojo OZ esta dirigido 

ver L icalmen te hacia arriba). 

2345* Hallar el trabajo de una fuerza elástica, dirigida hacia 
el origen do coordenadas, cuya magnitud os proporcional al alo¬ 
jamiento del punto respecto al origen de coordenadas, sl el punto 
de aplicación de dicha fuerza describe, en sentido contrario al de 
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las agujas del reloj, el cuarto de elipse + 1 situado en el 

primer cuadrante, 

2346, Hallar la función potencial de la fuerza Ü {X, Y, Z} 
y determinar el trabajo de dicha fuerza en el trozo de camino 
quo se da, si: 

a) X = O, Y ss O, Z~ — mg (fuerza de gravedad) y el punto 
material se desplaza desde la posición A (x u y u ¿ i ) a la posición 
B («z, y 2 , 22 ); 

1>) X— pr, Y= —5r, Z = —, donde jt^const y 

r = V aj 2 + f/ 2 + 2 2 (fuerza de atracción de Newton) y el punto mate¬ 
rial se desplaza desde ía posición A ( a , c) hasta el infinito; 

c) X——Y = — h^y, Z =—donde & = const (fuerz% 
clástica), estando el punto inicial del camino en la esfera 
x 2 + + z<z — R 1 y ui final en la esfera x 1 + y 2 + — r 2 (/í J> r). 


§ ID, Integrales de superficie 




í, Integrales de superficie de primer tipo- 
Sea f(£ f y, z) una función continua y z^q>(a: T y) una superficie regular S r 
La integral de superficie de primer tipo representa de por sí el limite 

L n crrmn ÍTitf>arnl 


de la suma integral 

n 

\ í )(x, tf, t)dS = lim y, / (a,-, y¡, ti) AS¡, 

_ I -1 _i_A^ 


O 


V 


¿—1 


donde ASi es el área de un elemento ¿ de la superficie $, al que pertenece* 
el punto (#i, ijit í¡); el diámetro máximo de estos elementos en que so 
divide la superficie tiende a cero. 

EL valor de esta integral no depende del lado do la superficie S que so 
elija para la integración. 

Si la proyección a de la superficie S sobre el plano XOF es uniformo* 
es decir, que cualquier recta paralela al eje OZ corta a la superficie S en 
un solo punto, la correspondiente integral de superficie do primer tipo se 
puedo calcular por la fórmula 

\ ? /{*, y, t) ds~ ^ /[*, y, <p <*, ¡f)] V i+f¿* (*. »)+q >¿ 2 (®. v) dx dy. 

V (cr) 

Ejemplo 1. Calcular la Integral de superficie 

(* -I- y + 2 ) dS i 


Si 


donde S es la superficie deS cubo O <£ < 1, 0<¡/ <1, 1 <1. 

Calculamos la suma de Las integrales de superficie tomadas sobre la cara, 
superior del cubo (2 *=1) y sobre la cara inferior del mismo (s—0) 
i t * i 1 ti 

f (»-f.y + f)da:!fp+ ^ f ( x + v)¿V — jj ^ (2* + 2if+ 1) cfa c?p=3. 

O A A (1 


i! 


e o 


o ú 
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Es evidente, que 3a integral de superficie que se busca será tres veces 
mayor e Igual a 


Si 


(a; -j- y -f- z) dS = 9. 


2 a . Integral do superficie de segundo tipo. 
Si P^P(x t y t z) t Q — Q{x,y,z) y R — R(x t y t z) son funciones continuas 
y S + es ia cara de una superficie regular S que se caracteriza por la direc¬ 
ción de la normal ?i {eos a, eos p, eos y), la correspondiente integral de 
superficie de segundo tipo se expresa de ia forma siguiente; 



F díf dz^Qdz dx -f -R dx dy 



eos a + Q eos p + R eos y) dS * 


Al pasar a la otra cara S~ de la superficie, esta integral cambia su 
signo por el contrario. 

Si la superficie S está dada de forma implícita, F(i, ^==0, ios 
cósenos directores de la normal a esta superficie se determinan por las 
fórmulas 

1 3F 0 1 dF 1 dF 

003 ° = lo-'W’ C03p= 3“é¡T’ BM Y— 

donde 

—/(£)■+(£)■+(£)■. 


y el signo que se ponga delante del radical dede elegirse de acuerdo con la 
cara de la superficie $ que se tome. 

3 o . Fórmula de S t o c k e a. Si las funciones P ~ P (x< y t z), 
Q — Q(x t i) y R = R {$, y, z) tienen derivadas continuas y C es un con¬ 
torno cerrado, que limita una superficie bilateral S t se verifica la fórmula 
de Stock# s 


^ P dx -pQ dy + Rds=z 

c 



donde cos a, eos p y eos y, son los cosenos directores de la normal a la 
superficie S t debiendo determinarse la dirección do ia normal de tal forma 
que, desde ésta, el recorrido del contorno C se efectúe en sentido contrario 
al que signon las agujas del reloj (en un sistema de coordenadas do mano 
derecha). 


Calcular las siguientes integrales de superficie de primor tipo: 

2347, ^ jj (£ 2 -f“ y 2 ) dS, donde S es la esfera x 2 -f- y 2 -j- z 2 = 

2348, ^ ^ y'x 1 -] y 2 dS, donde S es la superficie lateral del 


f + -S— ¿-O|0O<*1. 


cono 
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Calcular las siguientes integrales de superficie de segundo 
tipo: 

2349* \ \ yzdy dz-^xz dzdz-\-xy dxdy* donde S os la cara 
s 

exterior de la superficie del tetraedro limitado por los planos 
# = 0 T # — O, 2^0, x + y -\-z — a. 

235°. $ zdxdy * donde S es la cara exterior del elipsoide 

\S) 

4 + Ü + ^-i 

a'* r b* ^ ^ 

2351. \ \ rfy y s dz fltar + 2 s dxdff* donde *5 os la cara exte- 

s’" 

rior tle Ja suporficio do la se mi esfera ¿c a 4- e/ s + z % = a 2 { 2 : > 0). 

2352. Hallar la masa de la suporficio do! cubo 0<£<1, 

0 < 2 <l í si la densidad superficial en, el punto 
M (x; y; z) es igual a xyz. 

2353. Determinar las coordenadas del centro do gravedad de la 
cápsula parabólica homogénea az — x 2 + y 1 (0< 2 <a). 

2354. Hallar el momento de inercia de Ja parte de superficie 

lateral del cono £ = + con respecto al oje OZ. 

2355. Valiéndose de Ja fórmula de Stockes, transformar las 
integrales: 


a) ^{3? — yz) dx + (y 2 — zx) dy + {z 2 — xy) dz; 
c 

b) ^ y dx -\-zdy-\-x dz . 


O 

_c/) 

Q) 


Aplicando la fórmula de Stockes, hallar las integrales que se 
dan a continuación y comprobar los resultados calculándolas 
directamente: 


Z> 

> 


235ti. ^(y-\-z)dx J ¡-(z J r x)dy^(x^ r y}dz^ donde C es la c i re un- 
c 

ferencia x 2 + 

2357. ^ (y — z) dx-f- (z — x)dy-\-(x — y)dz, donde C es la elipse 
c 

x 2 ^ry 2 ^i f x-{-2 = \. 

2358. ^ x dx -+■ (x + y) dy + {x4- y -j- 2 ) dz t donde C es la curva 

€ 

x — a sen t ? y = a eos i , z — a (sen i -j- eos £) [0 < í < 2 ^ 1 ) . 
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2359, ^ y 2 dx 4 z 2 dy 4 x 2 dz, donde ABC A es el contorno 

ABCA 

del A ABC con los vértices en los puntos A (a; 0; 0), $ (0; a; 0) y 
C(0 ; 0; a),. 

¿360, ¿En qué caso la integral curvilínea 

I=jPdx-\-Qdif+Rdz 

c 

será igual a cero, para cualquier contorno cerrado C? 


§ 11, Formula de Ostrogradski-Bauss 


Si S es una superficie regular cerrada, que limita un volumen F, 
y P = P (x, z) y Q=Q{x* |f, s) y R = B(x t y, z) son funciones continuas, 
junto con sus derivadas parciales de í° orden, en el recinto cerrado V , se 
verifica la fórmula do Ostrogradski Gauss 

[ \ (P eos a-\~Q eos (J-f-.fi eos y)dS= ^ ^ + + dxdyds, 

V (V) 

donde eos a, eos p y eos y, son los cosenos directores de la normal exterior 
a la superficie *S'< 


Valiéndose do la fórmula de Ostrogradski-Gauss, transformar 
las siguientes integrales de superficie, sobre las superficies cerra¬ 
das S, que limitan el volumen V (donde cosa, cosp y cosy, 
son los cosenos directores de la normal exterior a la superficie l9}. 


2361, 

2362, 

2363, 

2364, 


| ^ xydx dy 4 yz dy dz 4- zx dz dx « 
s 

\ jj x 2 dy dz 4 j/ 2 dz dx 4 z 2 dx dy m 

*v 

f* r x eos a+y eos p + z eos y 

¿) TÍ3+FÍ3 ' 

o 

f f { du . díí Q dti 

J) (^cosa + ^cosp+^ccsv 



Valiéndose de la fórmula de Ostrogradski-Gauss calcular las 
siguientes integrales de superficie: 

2365, ^ ^ x % dy dz + y 2 dz dx + z 2 dxdy, donde S es la cara ex¬ 
terior de la superficie del cubo 00<y<a, 0 

2366. ^ ^ ^ dy dz 4 y ds da: z d# dy, donde S es la cara ex te* 


20-1016 
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rior de la pirámide limitada por las superficies x + y + z=¿a f 
x — 0, ¿ = 0 , 

2367, \ x 3 dy dzy 3 dz dxz 3 dx dy T donde S es la cara 


exterior de la esfera £ ,¿ + ¿/ E + £ 2 “# 2 - 

2368* í | (^ 3 cobcx + ^ 2 cosP-í- z a cos y) dS, donde 


S es la super¬ 


ficie exterior total del cono 


-£+£-4«0 [0 «*<M. 




2o09. Demostrar, que si S es una superficie cerrada y l cua 
quier dirocción constante, 


^ jj eos (a, l) dS = O, 


donde n es la normal exterior a la superficie S, 

2370. Demostrar, que el xolumen V, limitado por la super¬ 
ficie S, es igual a 


O 

o 


de 1 a normal 


O 

en 


V = y \ jj {x eos a + y eos (i +■ z eos y) dS, 
s 

donde cosa, eos p y eos y, son los cosenos directores 
exterior a la superficie S. 

§ 12. Elementos de la teoría de los campos 

I o Campo escalar y campo vectorial. El campo escalar 
50 determina por una función escalar del punto u — f(P)^f{x^y, 4* donde 
P(x t y, z) es un punto del espacio. Las superficies j (z, y> z)—C t donde 
C = oonst, se llaman superficies de nivel del campo escalar. 

El campo vectorial se determina por la función vectorial del punto 
a^a(P) = a, (r), donde P os un punto en el espacio y v — xi + yj + zk es el 

radio vector del punto P. En forma coordenada a^a x .í + a v J+ a z k, donde 
flje^dxte y, 2), a^üy(x,y t z), a^a* (x, y, *). son las proyecciones del 
vector ** sobre los ejes de coordenadas. Las líneas vectoriales (¿meas de 
fuerza. Líneas de corriente) del campo vectorial se deducen del sistema de 
ec u aci oí íes d i farene iales 

dz 


dz 


dy_ 

a*. 


ti x ay ctg 

El campo escalar o vectorial que no depende del tiempo ¿* se^ llama 
estacionario} mientras que ©1 que depende del tiempo, rae es estacionario, 

2°. Gradiente. El vector 

dU M , dü * . dU . 
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donde V = : es °P erador da Hamilton (nabla) T recibe el 


nombre dé gradiente del campo U (P) cu el punto P (vías© él cap, V3, § 6). 
El gradiente está dirigido por la normal n a la superficie de nivel en el 
punto P T en el sentido del crecimiento de la función U> y tiene una lon¬ 
gitud igual a 


SU 

dn 


’r-vwhm^m- 


Si la dirección se da por el vector unitario l {cosa, eos fi s eos y}, 
entonces 

dU , r - . , „ dÜ dü . , 3U 

= grad U* 1 5» grad¿ 1/ = eos a -j- eos p 4- eos y* 


da; 


{Derivada de la función U en la dirección /), 

3 o , Divergencia y rotor, Se llama divergencia de un campo, 
vectorial a (P) = a&l-\-ay$ -^-a z ]c y el escalar 


4 , ó S -v 

divn^- K 




da- 


<?:r 


% 


ÍT « V*. 


Recibe ol nombre de rotor do un campo vectorial a {P) — a*¿t + a u $-\-a 
el vector 


»•-(*-£)•+(* 


Oa t 


dz 




4 o , Flujo del vector. Se denomina flujo del campo vectorial 
ft(P)y a través de la superficie S, en el sentido determinado por d vector 
unitario do la normal «'{cosa, eos p, eos y) a dicha superficie S t la integral 


\ \ an dS — ^ ^ a n dS — ^ ^ (a# eos a+eos p + eos y) dS. 


Si S es una superficie cerrada, que limita un volumen V, y n es el 
unitario de la normal exterior a la superficie S, será válida la fóm 
Ostrogradski-Gauss ,, cuya forma vectorial es 


vector 
fórmula de 


§ 


a n dS — 



div a dz djj dz , 


5°. Circulación dol vector; trabajo do] campo. La inte- 
graí Jfttéftf del vector a sobro la curva C se determina por la fórmula 

^ a s d$z= U a *dz (t> 

C O 

y representa do por sí ej trabajo del campo cr a lo largo de la curva € 
( a s es la proyección del vector a sobre la tangente a C)> 



20 * 
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Si la curva C es cerrada* la integral lineal (1) se llama circulación 
del campo vectorial a a lo largo del contorno C . 

SÍ la curva cerrada C Umita una superficie bilateral S , se verifica la 
fórmula de Stockes , cuya forma vectorial es 



Si 


n roi a dS = 


^ ^ (TOtrt) n dS, 
S 


donde n os el vector de la normal a la superficie cuya dirección deberá 
elegirse do tal modo, que para el observador que mire en el sentido de n T 
el recorrido del contorno C so efectúe en dirección contraria a la que 
siguen las agujas del reloj, cuando el sistema de coordenadas os do mano 
derecha. 

6 o . Campo potencial y campo solé n oida L Un campo 
vectorial a (r) se llama potencial, si 

a = grad £7, 

donde U = / (r) es una función escalar (potencial del campo). 

Para que sea potencial un campo a, dado en un recinto simplemente 
conexo, es necesario y suficiente que a sea ir rotacional^ os decir, que rot 
d = 0. En esto caso existe un potencial U, que se determina por la ecuación 


Si el potencial U es 


dU = a x dx^aydy-\-a z dz> 

una función uniforme, se tiene adr — U(B) — 


AB 


-17 (^); en particular, la circulación del vector a será igual a cero: 


# 


a dr = O, 


Un campo vectorial d(r) se llama solenoidal, si en cada punto de i 
campo la tliv a=0; en esto caso, el flujo del vector a través de cualquier 
superficie cerrada será igual a cero. 

Si el campo es a la vez potencial y solenoidal, se tiene div (gra<l£/)=0 
y la función potencial U es armónica, es decir r satisface a la ecuación 
dW d 2 U dW tí 3 

de Laplace —1“ =&T ° señ && =®> donde A = V a = 


0 

■ 

O 

c 5 

c 

o 

o 

o 

c o 

(D 


+ 


¿?2 


d 2 


dy- 


dz* 


Bx? 


dy 2 


dz* 


os ol operador de Laplace, 


2371. Determinar las superficies de nivel del campo escalar 
£/ = /(r) t donde v = j /J x* +#M-¿Cuáles serán las superficies 
de nivel del campo U = F( p), donde p = ]/^ a +i/ 2 ? 

2372, Determinar las superficies de nivel del campo escalar 


U =s areseo . - 

Y&+V* 

2373* Demostrar, que las líneas vectoriales dol campo vecto¬ 
rial a(P}^e 1 donde e es un vector constante, son rectas parale¬ 
las al vector e. 
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2374. Hallar las lincas vectoriales del campo a= — <üyi ■+ axj t 
donde © es tina constante, 

2375. Deducir las fórmulas: 

a) grad (CJJ + C Z V) = C x grad U+C 2 grad V, donde C t y C 2 son 
constantes; 

b) grad (Z/7) = U grad V 4- V grad U ; 

c) grad (U 2 ) = 2Í7 grad U ; 

d) gra d(4)=lE5ÍÍ^S!^; 

e) grad (p (17) — <p' (Í7) grad Í7. 

2376. Hallar la magnitud y la dirección del gradiente del 
campo t/ = ^ a + y 3 -b2 3 — 3xyz en el punto A (2; 1; 1). Determinar 
en qué puntos el gradiente del campo es perpendicular al eje OZ 
y en cuáles es igual a cero. 

2377. Calcular el grad U, si U es respectivamente igual a: 

a) r, b) r 3 , e) i-, d) / (r) (r = V^+f + F). 

2378. Hallar el gradiente del campo escalar U~cr, donde c 
es un vector constante. ¿Cuáles serán las superficies do nivel de 
este campo y cómo están situadas respecto al vector c? 

2379. Hallar la derivada de la función Í7 = en 

un punto dado P(x, y, z,), en la dirección del radio vector r de- 
este punto. ¿En qué caso esta derivada será igual a la magnitud 
del gradiente? 

2380. Hallar la derivada de la función ü = ■— en la dirección 

¿{cosa, eos fl, eos y). ¿En qué caso esta derivada es igual a cero? 

2381. Deducir las fórmulas: 

a) div{C J «, + C 2 ír 2 ) = C [ divíi 1 + 6 , 2 diva 3 , donde C í y C 2 son 
constantes; 

, b) div(£/e) = grad£/-e, donde c es un vector constante; 

c) div (Ua) = grad U-a-\-U diva. 

2382. Calcular la div (y). 

2383. Hallar la div a para el campo vectorial central a(p)== 

= /(r)-—, donde r = -f z 3 . 

2384. Deducir las fórmulas: 

a) rot {C ± a t -f- C 2 a 2 ) — Ci rot a { -f C 2 roí, a 2t donde C l y son 
constantes; 

b) rot{i7c) = grad U X c* dondo c os en vector constante; 

c) rot {Ua) = grad U X a -j- U rot a. 
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2385- Calcular la divergencia y el rolor del vector a, si a es 
igual respectivamente a: a) r\ b) re y o) f{r}c f dónde e es un 
vector constante. 


2386, Hallar la divergencia y el rotor del campo de las velo¬ 
cidades linéalos de los puntos de un cuerpo, que gira con una 
velocidad angular to constante, alrededor del eje OZ en dirección 
contraria a la que siguen las agujas del reloj, 

2387- Calcular el rotor del campo de las velocidades lineales 
v = tú X r de los puntos de un cuerpo, que gira con una velocidad 
angular o¡> constante, alrededor de eje determinado que pasa 
por el origen do coordenadas, 

2388. Calcular la divergencia y el rotor del gradiente de un 
campo escalar U. 

2389. Demostrar, que div (rot a) —O, 

2390. Valiéndose del teorema do Ostrogradski-Gauss, demostrar 
que el flujo del vectora— r, a través de una superficie cerrada, 
que limita un volumen arbitrario i\ es igual al triplo de este volumen. 

2391- Hallar el flujo del vector r, a través de la superficie 
total del cilindro # 2 + p 2 <./í 2 T O<#<//. 

2392- Hallar ol flujo del vector a travos 

^ 3 i »2 jjS 

de ; a) la superficie lateral del cono — 

b) la superficie total de este mismo cono. 

2393*- Calcular la divergencia y el flujo de la fuerza de atrae- 


o 


■ 

o 

c5 


o 

o 


ción F ~ de un punto de masa m, situado en el origen de 

coordenadas, a través do una superficie cerrada arbitraria que rodea 
a dicho punto. 

2394 ( Calcular la integral lineal del vector r a lo largo de una 
espira de la hélice circular 2 == i?cosí; y^Rsmt; z^ht t desde 
¿ —O hasta t = 2 ji. 

2395- Valiéndose dei teorema de Stockes, calcular la circula¬ 
ción del vector a — a lo largo de la circunferen¬ 

cia x 2 ~\-y 2 —F 2 ; z — O, tomando en calidad de superficie el hemis¬ 
ferio z = 

2396- Demostrar, que si F es una fuerza central, es decir, que 
está dirigida a un punto fijo O y depende solamente de la distan¬ 
cia r hasta este punto: P — f (r) v , donde / (r) es una función 
uniforme continua, el campo será potencial. Hallar el potencial 
U del campo. 

2397. Hallar ol potencial U del campo de gravitación, que 
engendra uu punto material de masa m , situado en el origen de 

coordenadas: a= —Demostrar, que el potencial U satisface 
a la ecuación de Laplace j^U = 0, 


O 
c n 

0 
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2398. Comprobar si los campos vectoriales que se dan a conti¬ 
nuación tienen potencial U y* si lo tienen* hallarlo: 

a) a = (5z a y — Axy) i + <3ar 2 — 2y) j ; 

b) a ~ yzi -f- zxj 4 - xy7c; 

o) a = (íf-r z)i + (z+z)j + (x-\-y)k>. 

2399. Demostrar, que el campo central espacial a = j{r)r será 
solenoidal sólo cuando = donde k = const.. 

2400. ¿Será solenoidal el campo vectorial tí = r (e X r), donde c 
es un vector constante? 
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Capítulo VIH 

SERIES 


1. Series numéricas 


I o . Co))«»iUos principales- Una serie numérica 

Ot? 

a í "T ^2+ - - - + a n + ■ - ■ = 2 &n 

so llama convergente, si su turna parcial 


0 


(i) 


6W — a l + a 2+ , .. -\-Ü n 

tiene límite cuando n -v od. El número -6' = !im S n recibe ei 
de la serie y ia cantidad 


nombro de suma 


0 


Rn — $ — S n — % +1 -f- a n+ 2+ * * * 

el de resto do la serie, Si oí límite lim S n no existe, la serie recibe el 

Jtr^-cC 

nombro do divergente, 

bi la serie es convergen te ,, el lim Qn =O {condición necesaria para la con- 

ft-tw 

vergencia)' Poro La afirmación inversa no es cierta. 

Para que la serio (1) sea convergente es necesario y suficiente que para 
cualquier número positivo e se pueda encontrar un N tal, que para N 
y para cualquier número positivo p> se cumpla la desigualdad 

I a n+!“r%+2“b * * ■ +%+p I < e 

{criterio de Cauchy). 

La convergencia o divergencia do una serie no se altera si añade o se 
suprime un numero finito de términos, 

2*. Criterios do convergencia y divergencia de las 
series de términos positivos. 

a) 1 criterio de comparación. Sí 0< a n a partir de un 
determinado itsjtg, y la serie 


O 

O 



O 

c/) 


0 


■ 

§ 


+&z+' - - + - - - = 2 (2) 

n=l 

es convergente, la serio (l) también sera convergente. Si por el contrario, 
la serie (1) es divergente, la serie (2) también lo será. 

En calidad de series comparativas es muy cómodo tomar, en particular, 
ia progresión geométrica 


S a <¡ n 




{a s?é= 0), 
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que es convergente cuando U |<1 y divergente cuando ¡ 17 | > 1 , y la serte 
armonicú 


X 1 * 

¿A n ' 
n=í 


que es divergente. 

Ejemplo!. La serie 

es convergente, ya que aquí 


n* 2 n 


i 1 

an ~ n-2 n ' 


y la progres i 6 n geométrica 


2 

n^í 


) i 


2 n 1 


2 

cuya razón es es convergente. 

Ejemplo 2. La serie 

ln 2 , ln 3 , 


ln n 


23 1 1 

es divergente, ya que su término general 
i 


n 

ln n 
n 


es mayor que el término 


correspondiente — de la serie armónica (que es divergente). 


h) II criterio de comparación. Si existe un |im-r™ finito 

TI—01% 

y diferente do cero (en particular, si a n ~ h n ) t las series (i) y ( 2 ) son con¬ 
vergentes o divergentes simultáneamente. 

”Ejemplt>3, La serie 

t 


i i 

1+-T+T+--- + 




es divergente, ya que 


lim í ~—,- : 


y la serie cuyo término general es — es divergonto- 


Ejemplo 4. La serie. 

1 , 1 


1 


2—1 r 2 2 — 2 1 2*—3 


T+- 


1 


2 n —n 
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Seríes 


es convergente* porque 

( 2 ^ : 4 r ) =i ’ 


o sea 


i 1 

2^—2 2 n 1 


y la serie cuyo término general es os convergente. 

c) Criterio de D'AlemberL Cuando a* >0 (a partir de Un deter¬ 
minado R“¡*o) y existe ol limito 


li m 2ü±i = g 

n-+c» 


la serie (1) sera convergente, si g < 1, y divergente, si g>l. Cuando g = l 
la convergencia de la serie queda sin esclarecer. 

Ejemplo ñ. Investigar la convergencia de la serio 

1j i Lo. , -L — 1 , 

2 T’ 2 a ^ 2 3 ' ' ^ 2 n ' 


Solución, Aquí 


2 n — í 
2 n 


2* + l 
a n+i — 2*1+1 


y 


lim = lim 

n-i-oo a n n-H*> 


(2n +1 ) 2 n 
2 n+1 (2n — i) 





1 

2 r 


Por consiguiente, la serie dada es convergente. , 

d) C r i te r i o do C a u ch y. Cuando a n > O (a partir de un termu 
determinado n — n$) y existo el limite 

lim y r a n = q t 

n->«? 

la serie (1) es convergente, si g<l* y divergente, sí g>í* En el caso \ 
que q — i, la convergencia de la serie quede sin esclarecer, 

o) Criterio integral de Caucliy. Si ün~ f ( n )> donde la fu 
ción / (ir) es positiva, monótona decreciente y continua cuando x^a^ 
la serie (1) y la integral 

co 

jj /(*)<** 

a 

son convergentes o divergentes simultáneamente. 

Valiéndose del criterio integral se demuestra que la serie de Dtriehlet 


00 



n—1 


es convergente, si p^>l, y divergente, si p^i* La convergencia de muchas 
sedes se puede investigar comparándolas con la correspondiente sene do 
Dirichlet {3}* 
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Ejemplo 


6. Investigar la convergencia de la ser ie 
i t 1 i 

172^" 3 ■ 4 5 ■ 6 ‘ * * *” (2n —1)2» ‘ r 


S o lucían. Tenemos: 

i i í i 

Un ~” (2i*-l)2« “ 4«s 1 ~ 4n* ’ 


Como la serie de Dirichlet cuando p =2 es convergente, basándose en el 
11 criterio de comparación puedo afirmarse que la serie dada también es 
convergente. l , 

3°. Cri torio de convergencia de Us series de térmi¬ 
nos positivos y negativos. Si U serie 

i l + l fl al + - -- +1 a n 1 + ■ - $) 


formada por los valores absolutos do los términos do la serie (1) es con¬ 
vergente, la serie (1) también es convergente y recibe el nombro do ábsoltL- 
tamenU convergente. Si por el contrario, la serio (1) es convergente, mien¬ 
tras que la (4) es divergente, la serio (1) se llama condicionalmente conver¬ 
gente* 

Para averiguar si la serie (1) os absolutamente convergente pueden 
emplearse para la serie (4) los ya conocidos criterios do convergencia de las 
series de términos positivos. En particular, la serie (t) sera absolutamente 
convergente, sí 


lim 

tl-*oo a ft 


< í o iim y \ a n j < 1. 

n-*co 


En e) caso general, de la divergencia de la serie (4) no se desprende la 

divergencia do la serie (1). Pero si el lim 

n->™ 


a n+í 


>1 o bien el 


lim ¡>li entonces sera divergente no sólo la serio (4) v sino también 

co 

la serie (í), K , 

Criterio de L o i h n í z* Si para una serie alternada 

-- -$n ^ 0) (^) 

se cumplen las condiciones: 1) b í b 2 ^ b$ . i 2) lim b n ~Q f la serio (5) 

n-*- co 

será convergente, .. _ _ 

Para el resto de la serie íf m en este caso, será valida la acotación 

| l 

Ejemplo 7, Investigar la convergencia do la serie 

n(n—i) 

2 \2 / 3 \3 J ' ' ' 


<-( 4 ) 2 -( 4 ) 3 +( 4 r+-+<-‘“( 5 ¿i)”+- 

Solución. Tomamos la serie do. los valores absolutos de ios térmi¬ 
nos de la serie dada: 

‘+(})Mír+( 4 r+'"+tór+- 
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Como 


lina 


vfer- 


lim 


2n— i 


= lim 


2_í_ 

n 


la serie dada os absolutamente convergente. 
Ejemplos. La serie 

*-T+T—•+<-'> w -f+- 


es convergen te, ya que se cumplen las condiciones del criterio de Leibniz, 
Pero converge no absolutamente (condicionalmente), ya que la serie 

1+4+Í+...+-1-+". a> 

es divergente (serie armónica). 

Observación. Para que las series alternadas sean coirvergeQtes, no 
es suficiente que $u termino general tienda a cero. El eritorio de Leibniz 
afirma únícameoto, que la serio alternativa converge si el valor absoluto del 
término general de la misma tiende a cero monótonamente. Per 
ejemplo, la serie 


1 , 1 


5 2 


. +±__L+ 

1 ■ k gfc 


es divergente, a pesar de que su término general tiende a cero (la variación 
monótona del valor absoluto de este termino general, aquí, naturalmente, 
no so cumple). Efectivamente, en este caso ó T 3 4 = ó , fe + Su* donde 


, 11 j » i i 1 l \ 

Sk = 1+ y f i +, ‘ + T í ^ = ~(y + ^ + -" + ir) ¡ 


o 

(/) 

y el límite lim -feo (á'fe es la suma parcial do la serio armónica), míen- 
tras que el lim SÍ existe y es finito (£k es la suma parcial de la progresión 

k-too 

geométrica, que es convergente), por consiguiente, Iim£ 2 ft=co. 

ÍE-+ OO 

Por otra parte, para que la serie alternada sea convergente, no es nece¬ 
sario que se cumpla oí criterio de Leibim, ya que la serie alternada puede 
ser convergente, si el valor absoluto de su término general tiende a cero de 
forma no monótona. 

Así, la serie 


1- 


1 


1 


2¡¡+"3» 4 a 


4" •- ' " 


1 


i 


—if (2ra) a 


+ ■-- 


es convergente * y además absolutamente, a pesar de que el criterio de Leil> 
niz no se cumple, puesto que el valor absoluto del termino general de la 
serie, aunque tiende a cero, no lo hace monótonamente, 

4 o Series de términos complejos. La serie que tiene por ter¬ 
mino genera lv n =a H -\-ib n (t 2 =— 1) es convergente si, y sólo si, son convergentes 

<M OCI 

simultáneamente las series de sus términos reales a n Y 2 ^ en esto 

n—í n=l 
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caso, 


S c *= S “*+ £ 2 hn - 

n—\ n=í n=i 


( 6 ) 


La serie (6) es indubitablemente convergente y se denomina absolutamente 
convergente, sí converge la serie 


OO VO _ 

2 \c n \= S V «n + fr 


n—í 


n—1 


se tendrá 


cuyos términos son los módulos de los do la serie ( 0 ) 

5 4 . Operaciones con las series. 

a) Cada uno de los términos do una serte convergente puede muí tipil* 
cursa por un número cualquiera k, os decir. Si 

**1 + ^ 2 + * ■ - + ®» + - - ■ ^Sr 

ka^ -|— ha 2 - ■ ■ ~j~ ka r j, -|“ - * - — - k<S . 

b) Se entiende por suma (o resta) de dos series convergentes 

a i +®a+ * - * +%+ * * * **^1» (?) 

& i + &g+ «i . ■. + hn + . . - “ (8) 

ja correspondiente serie 

(ftj db &i) + áz b¿ + -., + (% #2« 

c) So llama producto de las seríes (7) y ( 8 ), la serio 

^1 + 02+ * • * +^7t+ * *»i í^) 

donde + -**+%&i (fl = í, 2**.+ , 

Sí las seríes (7) y ( 8 ) son absolutamente convergentes, la seno (9) también 
lo será y su suma será igual a & ± S%. 

d) sí una serie es absolutamente convergente, su suma no varía cuando 
se altera el orden de sus términos. Esta propiedad no tiene lugar cuando la 
convergencia no es absoluta. 

Escribir la fórmula más simple del término enésimo de las 
siguientes series, de acuerdo con ios términos que se indican; 


2401. l + { + i + i + ... 

2402. ■4 + T + T + T+- 

2403. l+*yt--£* + -g-+... 

2404. i+i- + 4* + ^+ 

2405. 4 + 4 + ¿ + ¿-|-*-* 

2406. -T+T+H + S+-" 


2407. y+4+A+|+¿+¿+- 


2408. 1* 


1*3 , 1*3*5 ^ 1-3-5-7 


+ *** 


1 -4 i -4-7 1 "14*7*10 

2409, 1 — 1+ 1-1+ 1 — 1+.., 

2410. 1 + 4 + 3 +~ + 5+{+ .*■ 
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En los problemas 2411-2415 es necesario escribir los 4 6 5 
primeros términos de Ja serie, partiendo del término general % 
que ya se conoce. 5 

i 


mi. = 


3 n-2 
n 2 + i 



2414, a n = 


2415* = 


[3+(-i)T ' 

^ 2 + sen J cas «je 

ra! 


Investigar la convergencia de las seríes siguientes, valiéndos 
de los criterios de comparación (o de la condición necesaria): 

2416. i—1 + i — 1+ +(— i 

^•4H(iM(4)'+-+4(4)“+... 


24(8. f+ Í-+4 + 


tt +1 


2«+l 


2419, — 

l/iO 


f 10 


V io 


f—tyw 
* + Vl5 


2420, 


111 

T+T + T+--- + 


2 « 


+ . 


M 2 í ‘á+¿+¿+- 


10b+ 1 


2422. —i= 


A, + : 


t/i-2 y 2 -3 y^4 

2423. 2 + 4 .+^-+ ...+•£■+ 

2424 - , +y+7í+-y+ 

242S. ■2T+-¿ r + -p-+ +-a¿ 


y«(«+i) 


5T + 


1 , f 2 . f3 


• 1 )* 


7- + 


2426. , .. — _ 

2 31/2 41/3 (n+1) Vb 

Valiéndose del criterio de D’Alemliert, investigar la conver¬ 


gencia de las series: 


2427. 


1 


3 


1/2 


+ -T + 


2 ya 


3 n — 1 


o¿^ 1 5 - 2-5 -8 

¿428 - T+r5 + r^+ 


W + - 

2-5-8 ... (3n —1) 
'1-5-9 ... (4b— 3) 
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Valiéndose del entorto do Cauchy, investigar la convergencia 
de las series: 

2429 . •+(•)•+ (4)*+...+(££)*+- 


2430.i + (4) s + (4)‘ + ... + (¿ rí ) 


—í 


+ 


Investigar la convergencia de las siguientes series de términos 
positivos: 


2431. 1 -b "gp + + - 

2432. 1 + Í- + 1+-- 

2433. 


f~=T+ 


(» + !)* — 1 


1 


1-4 1 4-7 ’ 7-10 1 

2434. -g—¡—g—[- -J- .. 

2435. i- + -Í-i-A + ... 


r (3n — 2)(3re + l) 

n 2 


2w2 + l 
w 

re 2 +l 


+ rfc ■+■ ■ • ■ 


2436. 


+ 


+ 


2rc + l 


3 , / O \« , f ü \» 


(B+i)*(n+2)s 


M37 . i+(|) , +U) J +... + (^ r )’+... 

2438. (4) l +4+(w)*+- + (SH) , + - 


2439. — + -4- 

e e ¿ 


■—+ + ~+ 

e s f ■ • ■ ^ e n ^ 


2440. 1 + -J- + 4- + 


2441. 


1! 


2 ! 


2«-i 


31 


rtl 


2 + 1 ' 2 a +1 1 '23 +1 


2 n +l 


+ 


2442. 1+^ + 4-+...+^+... 

244S - T+ra+¿S+ ■ - • + 

2444. üí + J-ü!£i -j-ÍíIE-l. 


2! 

2445. 1000-1- 


sr^ 6i 

1000-1002 


1.4 


r ' 1 ' ‘ (2n)! 
1000-1002-1004 


1-4.7 1 * • ' 

1000-1002-1004 


...+ 


(998 -f- 2n) 


1-4-7 ... (3n —2) 


+ * 
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nlfií 2 , 2-5-8 , , 2-5-8-11 -14 . . . (6n— 7) (6n — 4) , 

¿Mb. Y + iT^9+ ■ ■ - ■+■ 1.5-9-13-17 ... (8»-li)(8 b-7) t 


2447. 


1-5 


1-5-9 ... (4«—3) 


2 4-6 


2-4^6^8.10 {An —-4) (4tt— 2) 


+ * * - 


1 , 1-11 , Ml-21 , f Mi-2i.-.(i0»-9» f 

2448. tt— h ■— 7 rr~ H-^- r -r- r->», -r - - * 


11 


31 


2449. 1 + 

1-4 

1-4-9 

í'3‘5 

1-3.5-7-9 1 

CO 

2450. 2 

n=i 

arcscu 

1 

y n 

no 

2451. ^ 

sen -|- 


n=J 




2452. 2 lufi+x)' 

Tl=l 

2453. ¿ ín “í 1 

71= i 

“54. ¿ T¿r • 

n=2 

co 

“s 5 - 2 íib ■ 

n=2 

c» 

2456. Y ~r- • 

n Id 3 n 

n =2 

ÍSO 

2457. 2 n-inn-lftlrire 

«=2 

CO 

2458. V ■ 

XJ n l —n 


n—2 


• - - + 


(2n—1)! 

1-4-9 ... n* 


1 - 3 - 5 - 7-9 ... ( 4 «— 3 ) 


2459. 2 ‘ 

n=l 

1 

*[/n (/i4- 0 

00 

2460, 2 ' 

n—í 

1 

Va(b+1)(r+2) 

2461. y 

n=2 1 

1 

ra L a 77 + "J/ ln 3 n 

2462. ^ ■ 

n=2 

í 

n í } r n— l / n 

O0 

2463. ^ 

n=t 

*p r n 

( 2 n—l)(5f>— 1 ) ' 

2464. 2 (l — cos-J-) - 

n=* 


00 

2465. 2 

ni 

n u 

l=n 


00 

2466. 2 

2 n ní 

n H ' ’ 

n=i 


00 

2467. 2 

3 a »! 

n n ‘ 

n=l 

<*> 



2468*. 2 ^ - 


n—1 


■OSJ 

2469. Domostrar, que la serie 2 B : 


n=2 
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1) es convergente, cualquiera que sea q , si p> 1, y cuando 
q>l, si p = l; 

2) es divergente, cualquiera que sea q, si peí, y cuando 
?<1, si p = 1. 

Averiguar la convergencia íde las siguientes series alternadas. 
Si son convergentes, comprobar si lo son absoluta o condicional- 
mente. 



i -Llrir^-L. 

7 M3 ' " ' h 6n—5 + *" * 

_i ? i / 4 \n-i t i 

1.2 2.3' t ‘3.4 •••d'l „(„ + !)+■•■ 


2475. 

2476. 

2477. 

2478. 

2479. 

2480. 

2481. 


_JL_A + £ + A_ ,/ 

2 4 ~ fi “ífi ri 


16 

3 


(ñ+í) 

n3+n 

1) 2 

’ 2 n 


2q/2-l 3 1/3—1 4^/4—1 

3 , / 5 / 7 \3 


n-f- í 


(n +1) q/ /r-f- 1 — i 


3 3-5 , 3-5-7 

2 2-5 2-5*8 

1 t 

7 7*9 ‘7*9-11 

sen a f sen 2a 

TiTiO" + (InToF" 

co 

S (- 1 )’ 


¡ / 4 \n-i 3-5-7 ... (2ft +1) , 

±} 2-5-8 *.. (3tt— 1) ' “ ‘ * 

i { d\n-i i T 4*7 ■ - ■ (3» — ■ 

“ ri } 7-9-41 ... ' É 

i sen na , 

‘ ‘ ÍL (laíOj^ + ' ' 1 


lnn 
n 


n=í 


oo 

2482. 2 {-ír-Hg-i^. 

n 1/ tí 

n=t v 

248.4. Cerciorarse de que el criterio de convergencia de 
D'Alembert no resuelve el problema del esclarecimiento de la 


21 — iO L 0 
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convergencia de la serie 2 a nt donde 


n— t 

2 h-i 2 h ~* ,, , o , 

’ a%h <«—i. ■ ■ -ji 

mientras que con ayuda del criterio de Cauchy se puede comprobar 
que esta serie es convergente. 

2484*. Cerciorarse de que el criterio de Lcibmz no es aplicable 
a las serios alternativas a) — d). Comprobar, cuáles de estas series 
son divergentes, cuáles convergentes condicional mente y cuá les 
absolutamente convergentes: 

a) -J_ J-+^--1- > 77 t •• 


j/2—i V 2+t V'3-l V3+1 y 4-1 y 4+1 

1 - - ¿1 ■ 
+i+i;’ 


0 


( 


a 2k- i — 


y'ft+I—1 


* a 2h = 


, , , 11 1,1 i , 

b) 1 —j + y—^r + ^r-ir+• • 


y*+i+i; 


, < i,i J_ , j_L i 

c / 1 ~ 3 ~ 1 ” 3 32 t_ 5 3 :t f 


1 1 


( n i „ _ J_\ . 

^2A-l-=+^"¡- ' <*2k- gaft-i ) ’ 


0 


(a 


0>2h-í = 


i 


2k — 1 


. h 


i. 


—¿)> 


g 
o 

1 X 


d) j-4+Y-i + H~t+■'' 

(^-1=4^—p Ü2ft= — 4*7=3) • 

Investigar la convergencia de las siguientes series de términos 
complejos; 


2485. 

VI 

m{2 + £)* 

2489. 

y 

i 

2j 

71=1 

2 n 

Ti—i 

yñ+í 

2486. 

OQ 

s 

n(2i-í) n 

2490. 

txj- 

V 

1 

3 n 

Z¿ 

y* 


00 



06 

i 

2487. 

S 

n=sl 

í 

2491. 

s ■ 

n—i 

9 (3+¿y ' 

[ra+ (2/i — 1} í]® 

2488. 

CO 

2 

£ n 

n 

2492. 

03 

XI r n(2 —i) + l 

Zj [_ n (3 — 2i) — 3¡ . 


n-í 
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i 1 

2493- Entre las curvas y — e í/ = -p- * a I a derecha de m 

punto de intersección* se han construido segmentos paralelos al 
eje OY y que guardan entre sí distancias iguales. ¿Será finita la 
suma de las longitudes de estos segmentos? 

2494. ¿Será finita Ja suma de las longitudes de los segmentos 

de que se habla en el problema anterior, si la curva y = —se sus- 

1 

tituye por la curva — ? 

OS? OU 

2495. Formar la suma de las series 2 Y 2 ^ ~ ” ■ 

n= i n= i 

¿Será convergente esta suma? 


y 


2498- Formar la diferencia de tas series divergentes 

cc 

2 8 investigar su convergencia. 

Ti —i 


co 


2 


1 

2a — ( 


2497. ¿Será convergente la serie que resulta de restar la serie 


OO co 

2 ¿í de la serie 2 7T ? 

ti-— t B—1 

2498- Buscar dos series tales, que su suma sea convergente 
y su diferencia divergente. 


2499. Formar el producto de las series ^ 

n==: 

Este producto ¿será convergente? 

2500. Formar la serie f 1+4-+4—h - - * + 
convergente esta serie? 


co 



i 

21Í“1 - 


¿Será 


2501. Se da la serie 1¡-+ ... ... Apre¬ 

ciar el valor del error que se comete al sustituir 3a suma de esta 
serie por la suma de sus cuatro primeros términos y por la suma 
do sus cinco primeros términos. ¿Qué puede decirse' de los signos 
de estos errores? 6 

2502*. Acotar el error que se comete al sustituir la suma de 
la serie 





por la suma de sus n primeros términos. 


Zi* 
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2503* Acotar el error que se comete al sustituir la suma de 
la serie 





por la suma de sus n primeros términos. En particular, acotar 
la exactitud de esta aproximación cuando n — 10, 

2504*** Acotar el error que se comete al sustituir la suma de 
la serie 


l+-^-+-p-+ ■ ■ - • ■ ■ 


3* 


por la suma de sus n primeros términos* En particular, acotar 
la exactitud de esta aproximación cuando ra = iOOG, 

2505** Acotar el error que se comete al sustituir la suma de 
la serie 

( 1 \2 / 4 \4 /I 

t) + 3 (t) + ■ ■ ■ + ”(t) +*•• 

por la suma de sus n primeros términos* 05 

2506. ¿Cuántos términos de la serie 2j -—^- hay que tomar 

n=l 

para calcular su suma con exactitud desde 0,01 hasta 0,001? 


2507. ¿Cuántos términos de la serie 2 


n=t 


( 2s + l)5" hay qUe t0m3r 


para calcular su suma con exactitud hasta 0,01. 0,001 y 0,0001? 
2508*. Hallar la suma de la serie 


1 


J_ , J_ , J_¡ L 

l-2" r 2.3" r 3.4 -r ’ - 1 1 


CD 


2509. Hallar la suma de la serie 

+ {ít¿ - +(Tí - vz) +■ ■ - + <“7^ - ^ 


§ 2. Series de funciones 


l c , Campo de convergencia* 151 conjunto de los valores del 
argumento ar, para los que la serie de funciones 

ít W +/2 (*)4" * • * +/»(*) "}"**■ 0) 

es convergente, se llama campo de convergencia de esta serie. L función 

S (s)^ lim S n (x) t 

n-*+Q<s> 

donde S n (x)*= M*)+/a (*) + ♦ > +fn (*) y * pertenece al campo de conver¬ 
gencia, recibo eí nombre de suma de la serio, y R n (x) =*= S (¿ 5 ) — $ n (z), el de 
resto de la serie* 
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En los casos más simples, para determinar el campo de convergencia 
de la serie (4) basta aplicar a esta sari© los conocidos criterios de conver¬ 
gencia, considerando x fijo. 

Ejemplo i. Determinar el campo de convergencia de la serie 

*±i , (»+d* | (*+i > 3 , , <£±jr i a) 

1.2 T 2-2 E “ 3-2 a “**■“ n-2 n 

Solución. Designando por medio de u n el término general de la 
serie, tendremos 


lien 

71 -t-OO 


K + ii , ljm i^ir^ 


I u n 


2u+i (n-f-l)|ss+T]" 


I x + 1} 

2 


Basándose en el criterio de D’Alembert se puede afirmar que la serie os 
convergente (y además absolutamente convergente), si v—- ■ <4, es decir, 


0 


O 


div. cvm dm 

-d -f o * x 


0 


F i g. 104 

'o 

I J I I I 

si —la serie es divergente, si -——- >í, es decir, si — co< 

<z<—3 o si 1 <£<Ccq (fig, 104), Guando x=í se obtiene la serio 

i 1 , 

armónica 1~[—^-4—^+--i qu© es divergento, y cuando #?=—3, la serie c/) 

— 1 h , ., que (de acuerdo ton el criterio de Leibniz) es convergente 0 

(pero no absolutamente). 

Es decir, ia serio converge cuando — 

Z° r Series do potencias. Para toda serie de potencias 
e 0 + c 1 (* — a)-\-c 2 {x — ..*+c n (e — a) n + 



(c A y a son números reales) existe un intervalo (intervalo de convergencia) 
| ar—a ]-</? con centro en el punto x=a, en cuyo interior la serie (3) 
es absolutamente convergente; cuando a 1 > ií la serie es divergente. 

El radio de convergencia E puedo ser en casos particulares igual a 0 y a oo. 
En los puntos extremos dol intervalo de convergencia £ — a ± E puedo tenor 
lugar, tanto la convergencia, como la divergencia de la serie de potencias. 
El intervalo de convergencia se determina generalmente por medio de tos 
criterios do D’Alerabert o de Cauchy, aplicándolos a la serie formada por 
los valores absolutos de los términos de la serio dada (3), 

Aplicando a la serie de los valores absolutos 

+\ c n\\ x ~ a[ n +.< . 
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los criterios de D’Alembert v de Cauchy, obtenemos respectivamente las 
siguientes fórmalas para el radio de convergencia de la serie de potencias (3): 

ft = —— n J ,.j=s y lina 

lnn )f \ c n | 


c n+i 


No obstante, hay que emplearlos con mucha precaución, ya que, frecuen¬ 
temente, ios límites que figuran en los segundos miembros do estas íórmu- 
las no existen. Así, por ejemplo, si un conjunto infinito de coeficientes 
% anula (lo que, en particular, ocurre cuando la serie consta solamente 
de términos do potencias pares, o solamente de potencias impares de {s —a)), 
no se pueden emplear las fórmulas indicadas. Debido a esto, se recomienda 
que, al determinar el intervalo de convergencia, se emplee el criterio 
de D'Alombert o el do Cauchy directamente, como so Mío más arriba al 
investigar la serie (2), sin recurrir a las fórmulas generales de determinación 
del radio de convergencia» 

Si z = x-\-iy es una variable compleja, pam la serie de potencias 


C Q+ C i (z~Zq) + £ 2 Í 2 — sq) 2 + * * ■ +c n (z-zq)* 1 - f- .,, 


í* 


+ 2 0“^0 + %) ^iste un determinado circulo (círculo de conver 

gencia) \z — z Q \ < con el centro en el punto z^z 0l on cuyo interior la 
serie es absol uta orante convergente; cuando \z — £ 0 ¡>/í, la serie es diver¬ 
gente. En los puntos situados en la misma circunferencia de esto círculo 
do convergencia, la serie (4) puede ser tanto convergente como divergente 
El círculo de convergencia so determina, generalmente, valiéndose de los 
criterios de D'Alombert o de Cauchy, aplicados a la serie 


t 


No H-| c i I ■ l* — *o l+Nal* I z — h \ 2 + •** +1% I ■ I* — *ol n + 


o 


cuyos términos son los módulos de los do la serie dada. Asi, por ej., 
utilizando el criterio de D'Alembert es fácil observar do que ei círculo de 
convergencia de la serie 

*+i, n+íp , <g+i r , , t^+i) n t 


1-2 


+ 


2-2* 


3-2 a 


+ 


+ 


n-2 n 


+ 


está determinado por la desigualdad |í-|- 1|-<2 (basta repetir las operacio¬ 
nes quo se hicieron en la pag, 233 para determinar el intervalo de conver¬ 
gencia de la serie (2), y sustituir x por z). El centro del círculo de conver¬ 
gencia está cn el punto z^= —1, y el radio R de este circulo {radio díít 
convergencia) os igual a 2, 

3*. Convergencia u n i f o r m o* La serie de funciones (1) converge 
uniformemente en un intervalo determinado, si para cualquier e O 
se puede hallar un N tal, que no depende de x, que cuando n > AL para 
todos los valores de x del intervalo fiado, se cumplo la desigualdad 
I Bn {#) | < e, donde R n (x) es el resto de la serie dada, 

Si | i n ( 2 ) | <;% (n = l, 2, .,.) para y la serie numérica 

00 

2 c n convergente, la serie do funciones (í) será absoluta y uniforme- 

n=i 

mente convergente en el segmento [a , b] (criterio de Weierstrase). 

La serie de potencias (3) converge absoluta y uniformemente en cual¬ 
quier segmento situado dentro de su intervalo de convergencia. La serie 
de potencias (3) se puede derivar e integrar término a término dentro de su 
intervalo de convergencia (cuando \x— a|</í), es decir, que si 


. 0 ) 


C 0 + C 1 ( 1 — fl) + c 2 (x — a)^+ .. , -\-c n (x — a)"+ ... =/ (z). 


í* r >) 
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eatondes, para cualquier x del intervalo de convergencia do la serie (d) 
tenemos: 

Cj-f-2cg ( 3 ;—" ■ ■ + ~~ ü ) n ^~t~ * •■ = / í 3 ')» ^ 

x x x jj 

í c 0 dx + í ^ {x — a) dx+ ^ e 2 (# — d)Z¿ta + . - T" J c n (* — a ) n “h * ■ * = 

¿ so *0 *° 

_ 2 <«-<%»=£?- 5 f o * ( 7) 

(el numero x 0 también pertenece al intervalo de convergencia de la serio (3)) 
Además, las series (6) y (7) tienen el mismo intervalo de convergencia que 
la serie (3). 

Hallar el campo de convergencia de las series: 

00 


2510. 2 b ■ 

n=i 

00 

25H. 2 (~ir +1 ¿- 

n=i 

2512. ^ (-D n+1 4r 

■n~ í 

Oü 

V sen (2re— í)x 
7j (2re —1) 2_ ' 


2518. 2 ¿r ■ 

n= 1 

OO 

2 <5T^ - 

n=l 

oo _ 

2520. 2 ■ 

n=i 

2521. 2 í¿" + 1 


n=1 


00 


2 2" 

serí¬ 

71= Ü 


Oü 


. 2 

eos nx 

0 nx ' 


71=0 

CO 


(íi-f ' 


CO 

2516. 2 (—l) n+1 e~ nse(1 


2522 V ( " ]j - . 

ZJ n-3 n (as — 5} n 
n“i 

2523 . y . 

z— 1 r<A 
n=í ^ 

(x> 

2524*. 2 (* n --y ' 


nr=[l 

00 


n=t 


2517. 2 5r- 


2525. 2 *’ 


rc=U 


n=-1 


Hallar el intervalo de convergencia de las siguientes seríes de 
potencias e investigar la convergencia en los extremos de dicho 
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intervalo: 


2526. 

oo 

OQ 

2539. ^ • 


n^O 

n^Jt 


w 

00 

2527. 

^ x n 

Zj n >2™ ‘ 

^540 V 11:11-1 

* ÚÍUm Zi n- m ó**lñ n ' 


i 

íi=2 

2528. 

OQ 

2j 2n~i 1 

oo 

2541. 2 * n! 


n=i 

rt=í 

2529. 

2j (4n~ 3)^ ' 

OQ 

2542**. 2 reb"! 


n=i 

n=i 

2530. 

( —l) n " 1 ^ n 

OO 9 

xn x n 

“>543* ^ 

ÁJ n 

2 n “^n n ’ 


n—1 

n— i 

2531. 

2j * 2n + i ‘ 

M n n 

2544^. 2 Sr ^ 


n^=0 

n=t 

2532. 

OQ 

(-l) n (2» + l)V. 

PQ 

2545. 2 (-ir -1 - 


n==0 

n==i 

2533. 

OQ 

■v^ x n 
^ n ! 

OO 

2546. Y - 


n=i 

71f=1 


<K> 

ÜQ 

2534. 

2 ni»". 

*»«• 2 *=$£■• 


n—i 

71 = 1 

2535. 

OO 1 

Z “ 

OO 

2548. ^ ( 1 )”^ J 


71" i 



oo 

es 

2536. 

Zj U» + l J J 1 

2549. ^ • 


Tl=i 

TT™i 

2537. 

S 3"^ 2 - 

2550. ^ » n (« + 3) 


n=0 

n=l 


oo 

00 

2538. 

XI /i /■ £ \ n 

Zi n + l \ 2 ) ‘ 

n~l 

2551. 2 

7Í=Í 


— 5y i 

■ 


— 2 ) 2 ” 
2 n 
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&-2) n 


2552. 2 7&Z 


71=1 


(2*—1) 2" ' 


2553. ¿("I 


n—í 


2554. y w! (l + 3)n • 


(2 n^í) n (* + í) tt 


r¿—1 

03 


2555 y (* + *)" - 

¿OOO. ^ (w+1 )l n 2( R+f) - 


n= i 


oo 

ortf. 'V (a —3) an 

¿0Dt> * 2 j (n+i)ln <n + t) * 


n^l 


2557. 2(-^‘ ,Ji)1„(£h ) 

n^i 

Determinar el círculo de conveniencia: 
00 

2564. ^ ¿"z"- 


2558. 2 JSÍP. 

11= i 

oo 

2559*. 2 ( 1 + 4-) 1t2 ( z “ i r- 

n= 

Oo 

2560.2 

n—1 

256t.S(“ 1 )"Í¥?( a! - 2 ) n * 

Ae « n vi (3»-2K*-lD n 

2562 ‘ Zj + • 


2566. 2 +F 


n^Ú 


2565. ^ (l+»0**- 


2567. 2 E 


■ 2íl 

2* ■ 


n =0 


2568, (1 + 2i) + (1 + 2t) (3 + 2s) z + . -. 

... + (l + 2¿) (3 + 20-. .(2 b+ 1 + 20 z n + .. 

s Z a 


2569. 1 


1 — i ’’ (1 — i) (i— 2 i) 


s n 


+ (1-¿) (1 — 2í).. .(1 — ni) 


Jí + 


2570. 2 (^§)>- 

n=Ú 

2571. Partiendo del concepto de convergencia uniforme, demos¬ 
trar que la serie 

1 _i_ x _¡_ _i_ .., ,q- +“ j_ ., , 

no converge uniformemente en el intervalo (— 1, 1), pero es uni¬ 
formemente convergente en cualquier segmento situado dentro de él- 
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Solución* Utilizando la fórmula dt? la suma do la progresión geo¬ 
métrica* para j & \ í obtenemos 




r«+l 


1-* 


Tomemos ©1 segmento ( — 1 + a, 1 —a], dentro dol intervalo (—1, 1) 
donde a es un número positivo tan pequeño como se desee. En este segmento 
I 37 (<! 1 — a y j 1 — x | > a y, por consiguiente, 

i*„ ( ,)i<!!=2e?. 

Para demostrar la convergencia uniforme de la serle dada en el segmento 
f —1-f-ct, 1 — a], hace falta probar que para cualquier e>0 se puede hallar 
un A 7 tal* que dependa exclusivamente de e, y que para cualquier n^>N 
so verifique Ja desigualdad |ií rt {^)l<c para todas las x del segmento 
examinado. 

Tomando cualquier e>0, hacemos que ——2Í—e; d& donde 
(1 —a} n4rl < Ea f (n +1) ln (1 — a) < ln (ca), es decir, n + i > ' (y a q UC 


lu (1 — a) <0) 
ln (eat) 


y n > 


ln (eu) 


■i* Tomando, de 


íñ {1 — a) 

esta forma* iY~ 


ln (! —a) 14 —^uu«* 

li T (i — a) —^ Q0S collvencemos de que, efectivamente* cuando se 

verifica la desigualdad | M n ($) | < e para todas las a del segmento [ —1 + ct* 
1 — ct]_ y* por consiguiente, queda demostrada la convergencia uniforme de 
la serte dada en cualquier segmento situado dentro del (— i, 1). 

Eq lo que se refiere a la totalidad del intervalo ( — 1* 1)* éste contiene 
puntos tan próximos como se desee al punto y como límfí n (^)=^ 

í 

xn+l 

c^Jin] _^ SÜO] por grande que sea n f siempre se pueden hallar puntos x 

para los que ñ n (x) será mayor que cualquier otro número, tan grande como se 
deseo. Por consiguiente, es imposible elegir N tal, que para n >iV se 
verifique la desigualdad [Í?n(tf)|0 en todos los puntos del intervalo 
{—1*1)* lo que quiero decir* que La convergencia de esta serie en dicho 
intervalo { — 1, í) no es uniforme. 


2572* Partiendo del concepto de convergencia uniforme, 
trar que: 

a) la serie 


demos 


i + 4+í!-l- 

i! 2! 


-¡—- ■ 


converge uniformemente en cualquier intervalo finito; 
b) la serio 


converge 

(—i, i); 


T~z + T~ ■ + 

uniformemente en todo 


<-O" 


• H- * * * 


el intervalo de convergencia 
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c) la serie 

l+-^+-¿r-r •-r-4r+■ ■ ■ 

converge uniformemente en el intervalo (1-f-ó, oo) t donde ó es un 
número positivo cualquiera; 

d) la serie 

(**_£*) + — + . É * + (**"—... 
es convergente, no sólo dentro del intervalo {— 1, 1)* sino también 
en los extremos del mismo, pero ia convergencia de la serio en el 
intervalo (— i, 1) no es uniforme. 

Demostrar la convergencia uniforme de las siguientes series de 
funciones en los intervalos que se indican: 

co 

2573, ^ “pr- en el segmento 1—1; Ij* 

n^í 

2574. en todo el eje numérico. 

J 


2575. 2 ( — l)* 1-1 —j=* en g 1 segmento [O, 1], 

^ l/n 

n=l K 

Valiéndose de la derivación e integración termino a término, 
hallar las sumas de las series: 

2576. S + 4 + 4+...+4+.-. 


+ <- 


2577. «—4- + X - ’■ 

2578. * + -!. + -£+.. ' 

2579. + ■+(- í ) 


* n 1 


2a—1 




2 n — i 


2580. l+2z+3;c a -f...+(rt + l) 

2581. 1 5a: 1 — ...+(—lp*<2n—i) *■*-*+■ ■ 

2582. 1.2 + 2-3a: + 3.4ír ! + ,.. + n (» +1) a:"" 1 + ... 

Hallar las sumas de las series: 

2583. J- +A + 3 _ 


2584. s + 4-+^-l- - + 


X H 


An — 3 
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2585*, 1 


i 


3*3 

2586. + + + 


5-3 3 


7-33 






(2 «l— l.)S ft -* 


§ 3, Sirle cié Taylor 

i* Desarrollo de una función en serio do potencias. 

Si una función f(x) admite un desarrollo en serié dé potencias do x—a en 
un entorno [x — a | R del punto, a t esta serie (serie de Taylor) tendrá la 
forma: 

/w-/w+rw(*-«)+^(*-*?+...(*-•)■+... (i) 

Cuando a=Q, la serie de Taylor recibe también el nombre de serie de Ma - 0 
claurin. La igualdad (1) es cierta» sí para \x — a j R el término complemen¬ 
tario da la formula de Taylor 

n 


(*) — /(*)— [/(«) + 2 —(*— a ) k | -* ° 

A=i 

cuando n —> co. 

Para acotar el resto de la serie se puede emplear la fórmula 
Rn /(n+1) la+Q (*-«)]» donde O < 0 < 1 


O 

0 

c 

( 2 ) 

'o 


(forma de Lagrange), 

Ejemplo 1, Desarrollar la función f(x) — chx en serie de potencias 
do x. 

Solución. Hallamos las derivadas de la función dada /(ar)=ch3;, 
f* (^) =sh x t f* (a) ch x f f** ( 5 :) = shx f ,,en general, / ííl) (a:) = cb x t si n es 
par, y/«**(#) —ski s, si n es impar. Poniendo ¿=¡0, obtenemos: / <0) — i, 
/'(0)~0 ? /*(0) = i f f m {0) = 0 m general, /< n >{Q) = l, si n es par, y 

/<»i(ü) = 0, si n es impar. De donde, basándonos on (1), tenemos: 0 

**- 1 Ht+t+-"+w + " 1 (3) 

Para determinar el intervalo de convergencia de la serie (3) empleamos el 
criterio de D'Alembert. Tenemos: 


lim 

r%— n-oo 


x 2n+2 




(2n + 2)\ ' (2n)l 


I * ■ 

I 7i-+va (2n +1) (2n + 2) 


para cualquier x, Por consiguiente, ía serie es convergente en el intervalo 
~-co<^£<^qo. El resto de la serie, do acuerdo con la fórmula (2), tiene la 
forma 

r n+i 


R n (x) = 


(«+1)¡ 


Rn (*>- 

Como 0^0 1, tendremos 


| c-h Oa? | = - 




(n + i)t 


1 sil 0a: | = 


di Qx, si n es impar, y 
$k Ox, si n es par. 






|3C| 
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por lo cual ¡ R n (a) | < e [x[ . La serie cuyo término general 


ÜS 


-LíJ— es convergente para cualquier x (lo que es fácil de comprobar valién* 

dose del criterio de D’Alembert), por lo que, de acuerdo con el criterio 
necesario de convergencia 

!*I B+ Uo, 


lim 

n^tsa 


[n+i)\ 


y, por consiguiente, lina cualquiera que sea Esto significa, que 

la suma de la sexie {3), para cualquier es efectivamente igual a chz, 
2 , Procedimientos que se emplean al desarrollar en 
serio de potencias. 

Valiéndose de los desarrollos fundamentales 


V 3 - J * x i x \ _j_ * 


+ (—ca<£<oo} s 

x 2.n-ti 


-■ + * - - (—CO < x < oo), 


II. seni = -ji g¡ H^i ...+( —í) (2re-f-l)i 

*4 


m 


IV. +*)**=* 

m (m — 1) 


m(m—i 


2! 


Til 


V. Iu(l + z) = :t~-^- + -f--... +(-l )"“ 1 -~ 


a* + ... (-10<1)*), 


y de la fórmula de la suma de la progresión geométrica se pttedo, on muchos 
casos, obtener fácilmente el desarrollo de una función dada en serie de 
potencias, sin que haya necesidad do investigar el resto de la serie. A veces, 
al hacer el desarrollo, es conveniente utilizar la derivación o integración 
término a término. Cuando se trato de desarrollar on serie de potencias^ fun¬ 
ciones racionales, se recomienda desarrollar dichas funciones en fracciones 
simples. , , _ , 

Ejemplo 2. Desarrollar en serie de potencias de x •*) la función 

/(*)= (í— x )(i^-2xf' 

Solución. Desarrollando la función en fracciones simples, tendremos: 

,, , 1,2 


*) En los extremos del intervalo de convergencia (es decir, cuando 
x ——-l y £ — 1) ol desarrollo IV se comporta de la siguiente manerai si 
m^O, converge absolutamente en ambos entremos; si O diverge 

cuando —1 y converge cond ici ona 1 men to cuando ar = 1; si rci- —t, diverge 

en ambos extremos. . _ * _ 

Aquí, lo mismo qne en lo sucesivo, se sobreentiende ¿potencias 

enteras y positivas». 
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Como 




w 


n=0 


jqíjj—l~2»+i{E^*-...-2 <-0"2 b * b . 

oa definitiva tenemos. 


(5) 


n=0 


f(ü 0= 2 *"+- 2 2 ("l)"2«a: n = 2 [l + ( — l) n 2 ít +i]x". (6) 

7i=0 n=0 n=0 

Las progresiones geométricas (4) y (5) son convergentes respectivamente 

cnando J x | < i y | x \ < \ por consiguiente, la fórmula (6) os cierta 

i 11 

cuando |arJ ? es decir, cuando — 

Serie de Taylor para funciones do dos variables. 
El desarrollo de una función do dos variables f(x, y) en la serte de Taylor . 
en un entorno del punto (a; b ), tiene la forma 

/(*,*)=/(«, b)+-L [(x-a)jL+(y-b)JL]f (a, 6)+-¿-[<*-«)-¿-+ 

+iff ~ b) wT f{a ' b)+ —< 7) 

Si = = la serie do Taylor se llama también fsen'e de Maclaurin. En 
esto caso, se usan tas siguientes notaciones: 


W (*, y) 


X-=--a- 

lf=b 


(*—«)- 


.£Lííil> 

dy 


x=a 


(?—¿); 


0 

O 

c 5 

c 

o 

o 

o 

C/) 

0 


{x — ay 1 - 




+ 2 ■ 


dx dy 


x=a 

y—b 


(x — a) (y — b}- 


m*, ff)'. 


dy* 


x—a 

y—b 


(y—b) 2 . 


Jíl desarrollo de la serle (7) tiene lugar, si el rosto de la serie 

n 

R n (x,!,)=Hz, *)+{/(«, 6)-h -►0 

h =i 

cuando n —> co. El Testo de la serie puede representarse <m la forma 

R * 1 *' 9 )== &h$ [<*- aí ^+í y - fc >-|r]’' +1 ^’») 


4r=a+(K.£—¿i) 
í/=b-hfl{V^í>) 


donde 0 < fl < L 

















www.elsolucionario.net 

Serie de Tay lo r 


335 


Desarrollar en serie do potencias enteras y positivas de x las 
funciones que se indican a continuación, hallar los intervalos de 
convergencia de las series obtenidas e investigar el comportamiento 
de los restos de las mismas: 


2587. fl*(a>0). 


2589. eos (x + a). 


, n . 2590. sen s x. 

2588. sen ■ 2591*. ln(2 + *). 

Utilizando los desarrollos fundamentales I—-V y la progresión 
geométrica, escribir el desarrollo en serie de potencias de x , de las 
siguientes funciones e indicar los intervalos de convergencia de 
ellas: 


2592. 


2x—3 
(a? — 1)* 


2593. 


3a? — 5 
— 4x~\~3 


2594. xe~* x . 


2595. e**. 


2598. cos z x, 

2599. sen 3z + x eos 3x. 


2600. 

2601. 



2596. sha:. 


2602. lni-¿2 . 
1 


2597. cos2x, 2603. ln(l-f-3— 2a; 2 ). 

Aplicando la derivación, desarrollar en serie de potencias de x, 
las siguientes funciones e indicar los intervalos en * que dichos 
desarrollos tienen lugar: 

2604. (1 4-£) ln (1 + *)■ 2606. aresenx. ' 


2605. arctgz. 2607. In (a¡-f* V"l + **) ■ 

Valiéndose de diferentes procedimientos, desarrollar en serie de 
potencias de x, las funciones que se dan a continuación e indicar 
los intervalos en que dichos desarrollos tienen lugar: 


2608. son 2 x eos 2 x. 

2609. (l+as) r*. 

2610. (1++) 3 . 
2611. y'8+E. 


2612. 


x 2 — 3a: 1 


x 2 - zíx ' 

2613. ch 3 z. 


2614. 


i 

í— X* 

2615. ln (a: 2 - 


3a+2). 


2616. 

2617. 

2618. 


■ dx. 


A 

I er 


dx , 


ln (1 + s) fía; 


f da: 

i yrv 1 ‘ 


2619. 
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Escribir los tres primeros términos diferentes de cero, do los 
desarrollos en serie de potencias de x de las siguientes funciones: 

2620* tgx. 2623, seos. 

2621* th x. 2624- lucos#* 

2622* e COñ 2625, e % sen x. 

2626** Demostrar, que para calcular la longitud de la elipse se 
puede utilizar la fórmula aproximada 

s £3 2 na £l — ? 


donde e es la excentricidad y 2 a el eje mayor de la elipse, 

2627+ Un hilo pesado suspendido por sus extremos forma, po 

su propio peso, la catenaria y = ac f h-^ § siendo a — , donde H e 

la tensión horizontal del hilo y q el peso de una unidad d 
longitud del mismo* Demostrar, que para valores pequeños de a 
puede admitirse, con aproximación hasta una cantidad del orde 

de x 4 T que enhilo cuelga formando la parábola y = 

2628. Desarrollar la función x 3 — 2x 3 — 5x— 2 en serie d 
potencias de x + 4* 

2629+ /{#) = 5x 3 —4x 2 —3z + 2. Desarrollar f(x + h) en serie d 
potencias de h. 

2630. Desarrollar lnx en serie de potencias de x~~l. 

2631* Desarrollar — en serie de potencias de 1. 

2632, Desarrollar en serie de potencias de x + l. 

en serie de potencias de x + 4. 
en serie de potencias de # + 2 , 


a£-f 'Óx + 2 

1 


2633, Desarrollar 

2634* Desarrollar -^ r4|f+7 
2635, Desarrollar e x en serie de potencias de x — 2, 
2636* Desarrollar ]íx en serie de potencias de x — 4. 
2637* Desarrollar eos x en serie de potencias de£--- 5 -. 

2638- Desarrollar eos*# en serie de potencias de x — 

i -- 3; 

2639*. Desarrollar ln x en serie de potencias de 


1 + 3! 


2640. Desarrollar 


+1 + x 


en serie de potencias de 


í -\-x 


2641* ¿Qué error se comete si se supone que aproximadamente 


1 .1,1 


<0 O ^ rj} 
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2042. ¿Con que exactitud se calculará el número si se em¬ 
plea la serie 


3;5 

arctg^ = £ — —+-rf — 


tomando la suma do sus cinco primeros términos con ¿r^l? 

2643** Calcular el número con exactitud hasta 6,001, valién¬ 
dose del desarrollo en serie do potencias de x t de la íunción 
aresen x (véase el ejemplo 2606). 

2644* ¿Cuántos términos hay que tornar de la serie 

COS X ^ 1 — — 4~ , K . , 


para calcular el eos 18° con exactitud hasta 0,001? 
2645* ¿Cuántos términos hay que tomar de la serio 

sen x — x —+ * - - , 

para calcular el sen 15° con exactitud hasta 0,0001? 
2646* ¿Cuántos términos hay que tornar de la serie 




para hallar el numero e con exactitud hasta 0,0001? 

2647. ¿Cuántos términos hay que tomar de la soijc 

ln (1 -\-x) = x—~+... , 

para calcular el ln 2 con exactitud hasta 0,01 y hasta 0,001? 

2648* Calcular|v 7 con exactitud hasta 0,01, por medio del 
desarrollo de la función y 8-[ x mi serie de potencias de x. 

2649. Aclarar la procedencia de la fórmula aproximada 

)f a? + # a-\- (a 0), calcular con ella ]/23, tomando a = 5, 

y valorar el error cometido. 

2650. Calcular y 19 con exactitud hasta 0,001- 
2651* ¿Para qué valores de x la fórmula aproximada 


eos x 


£**; 



da un error no mayor de 0,01; 0,001 y 0,0001? 

2652. ¿Para qué valores de x la fórmula aproximada 

sen xzzx 


22-1010 
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da un error no mayor de 0,01 y 0,001? 


i/2 


2653. Calcular \ — — dx con exactitud hasta 0,0001. 


2654, Calcular ^ e~ xZ dx con exactitud hasta 0,0001. 

o 

j 

2655. Calcular ^ }/lcco& xdx con exactitud hasta 0,001. 


2656. Galcular 


sen % 

yr 


dx con exactitud hasta 0,001. 


V i 

2657. Calcular Y 1 +x 3 dx con exactitud hasta 0,0001. 


0 

■ 

O 

cü 
c 

2658, Calcular ^ Y~xe*dx con exactitud hasta 0,001. 

0 

2650. Desarrollar en serie de potencias de x e y la función 
eos (x^y) t hallar el campo de convergencia de la serie obtenida 
y analizar el resto de la misma. 

Escribir el desarrollo en serie de potencias de x e y de las 
siguientes fondones e indicar sus campos de convergencia: 


o 

í/0 


2660, seo x- sen y. 

2661, sen ( x a + y 1 ), 


2663*. In (1 — x — y-^xy). 
2664*, arctg !/ . 

* 1 — xy 


0 


2662*. - 


1—I + y 


* + * — y ' 


2665, f(x t y) = az*-l-2bxy-\-cy* Desarrollar / (x + h, y-\-k) en 
serie de potencias de h y k , 

2666, /(#, y) = — 2|/ 3 + 3£j/, Hallar el incremento de esta 
función al pasar de los valores x — í, y= 2, a los valores x=¿i 

y ~ 2 -¡- k, 

2667, Desarrollar la función e* +v en serie de potencias de 
x — 2 e y + 2, 

2668, Desarrollar la función sen (x+y) en serie de potencias 
de i e ^ —y. 
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Escribir Jos tres o cuatro primeros términos del desarrollo en 
serie de potencias do x e y de las siguientes funciones: 

2669» e x o>osy* 

2670. (1+*)**'. 


§ 4. Serles de Fourier 

1, Teorema de Dirichiet* Se dice que una función /($) satis¬ 
face a las condiciones de DirichlH en uq intervalo (a, ó), si eo este Ínter* 
valo la función 

1) está uniformemente acotada, es decir, [f (x)\^M para a<^x<^b r 
donde M es una constante; 

2) no tiene más que un número finito de puntos de discontinuidad 
y todos ellos do I a especie (es decir, que en cada punto de discontinuidad 
g la función f (x) tiene un límite finito a la izquierda / (g + 0) = lim / (g —e) 

e-+0 

y uti límite finito a la derecha / (g+0) = lim / (g-j-e) (e 0)); 

e~*-ü 

3) &Q tiene más que un número finito de puntos de extremos estrictos. 
£1 teorema de DlrichUt afirma, quo toda función j (x) que satisfaga en 

el intervalo ( — u, jt) las condiciones de Diriehlet en cualquier punto x de 
esto intervalo, en que f (x) sea continua, esta sq puede desarrollar m serie 
trigonométrica de Fourier: 

f (£) = -?r + H C09 sen^ 4- a 2 .coa- 2x + b z sm 2z-f- .,. 

... -±a Tí eos nx-\~b n son + ,*, (!) 

en que los coeficientes de Fourier a n y se calculan por las fórmulas 


«7» ca '4 - ^ <?*(»=o, 1,2,...); 

*-n 

n 


0 

O 

c5 

c 

o 

o 

o 

_C/) 

0 


b n — ‘“¡r ^ f (:r) son nx dx (n = í, 2, . . , }. 


Si x es un punto do discontinuidad do Ja función f (x) perteneciente al 
intervalo ( — jr, tí), la suma de la serie de Fourier S ( 3 ) será igual a la 
inedia aritmética de los límites a la izquierda y a la derecha de la fun¬ 
ción: 


■*(»>—5-[/ t*-q>+/<*+0)]. 

En los extremos del intervalo x=—k y x = n 

S { 21 ) — S (n) — ¡f (— jt -f- Q) -f* / (re — 0)h 


2. Series incompletas de Fourier* Si la función / (x) es 
par (os decir, si /(— as) = /(#)), entonces, en la fórmula (1) 

b n — 0(n = i f 2, 


22* 



34(3 
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^ / (#) eos nx-dx i, 2, 


Si in función / (¿r> os impar (es decir, si / ( — x) — — { (s)) ? entonces, 

a n ~0 (rt^Ü, 1, 2, ...) y 


d i. 

2 f 

¿=sk — ^ / (z) son nx dx (« = 1, 2, ■ . ,}* 


Una función, dada en él intervalo (O, n ), se puedó prolongar, a voluntad, 
en el intervalo {— ¿i, ü) como par o como impar; por consiga lento, puede 
desarrollarse en ol intervalo (O, n\ en serios incompletas do Fourier, como 
se desee, en serie de senos o de cosenos de arcos múltiples. 

3. Serios de F o u r i e r de p e r í o d o 21, Si una función / (#) 
satisface las condiciones de Dírichlet en un intervalo (— 1,1) de longitud 
21 1 para los puntos de continuidad do la función, pertenecientes a este 
intervalo, se verificará el desarrollo 


1 (^) = -TT+«iCOS 


donde 


nx . T r m : . t , L „ 2nx 

y + Ox sen — j~ 4- eos ——h o 2 sen —y 


WJTJ! , , 

-1 -a n eos y— ■+■ 0,1 sen —y 


05 


O 


= -í- \’ líilcos^-ifa («=0, 1, 2,...), 


i 


b n = ~~ ^ f (a) sen (« = 1> 2 

-í 


. ...)■ 


(2) 


(D 


En los puntos de discontinuidad de la función f (z) y en los extremos del 
intervalo h la suma de la serio de Fouricr se determina ana loga- 

monte a como se hace cuando se desarrolla en ü! intervalo (— ¡rt, ir). 

En el caso de que la función f (x) se desarrolle en serie do 1 ouner en 
un intervalo arbitrario (&, do longitud 21, los límites de integración 

en las fórmulas ( 2 ) debe sustituirse, respectivamente, por a y a+21. 

Desarrollar en seríes de Fonrier* en el intervalo jx 7 -*}? las 
finiciónos que se indican u continuación, determinar la suma de 
las serios en ios puntos de discontinuidad y en los extremos del 
intervalo {x=* — n, x^=n) f construir la gráfica de la propia fun¬ 
ción y de la suma de la serie correspondiente (dentro y fuera del 
intervalo ( — n, n)): 

( C\ para ^ ^2 x O, 

= , occ. 






www.elsolucionario.net 

Series de Fourier 


341 


Examinar el caso particular tm quo c £ —— 1, C 2 = i. 
ax para 

fca: & 0<x< Jt. 

Examinar los casos particulares: a) a = b=i; b) a= — l t 6 — 1; 
o) # = G, 6 — 1; d) « — í. 6 = 0, 


2672. / (x) = 


2676. / (:r)—eos as, 

2677. / (x) =s sh úü:, 

2678. / (#) = ch ax* 


2673. f(x) = x*< 

2674. f(x)^e ax , 

2675. / {#) = sen ax. 

2679. Desarrollar en serie de Fourier la función /(r) 
en ei intervalo (0, 2 lu). 

2680. Desarrollar la función /(#)-r, en el intervalo (0, n), 

en serio de senos de arcos múltiples. Empléese el desarrollo 
obtenido para la suma de las series numéricas siguientes; 


j 1 i 

a) 1-y + T- T+---¡ 


5 


, . 1 i 1 i 1 L 1 

b) l+-g--T~TT + I3 + Tr 


\ 4 1 . t i 1 i 1 

C ) i- T *+ T -n+i3- 


Desarrollar en series incompletas de Fourier, en el intervalo 
(0, n) t Jas funciones que se indican a continuación: a) en series 
de senos de arcos múltiples, b) en series de cosenos de arcos múl¬ 
tiplos. Dibujar las gráficas de las funciones y las gráficas de las 
sumas de las correspondientes seríes en sus campos do existencia. 

2681* / (x) — x, Val iéndose del desarrollo que se obtenga, hallar 
la suma de la serio 

1 . 1 


0 

O 

cü 

o 

o 

o 

ce 

0 




3 a 


5* 


~h * * * 


2682. / (x) = ac 2 , Valiéndose del desarrollo que se obtenga, hallar 
las sumas de las series numéricas: 


i) i +4+4+ • ■ 


•2? 1 32 
2083. f(x)=* e ax . 

1 para 0<i<“. 

2684. /(*)=] 

^0 para 

x para 0 < x < i , 


2 ) i~4+4—4+--- 


2685. f(x) = 


IX — x para 4^ C X < ji. 
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Desarrollar, on el intervalo (O, ir) en serie de senos de arcos 
múltiples, las siguientes funciones: 


2686. f(x} = 


x para 0 < , 


O para 

2687. / (x) = x (it — x). 

2688. / (ar) = sen y. 

Desarrollar, en ei intervalo (O, n) en serie de cosenos de arcos 
múltiples, las funciones: 

1 para 0< /;. 

2689. /(*) = | o para *<*<„, 

1 — ~ para O < x < 2/í. 

^ O para 2/í <C x <C re. 

2691, / (a*) = x sen x. 

( eos x para O < x < , 

a 

— cosa: para 

2693. Valiéndose del desarrollo de las funciones x y x 2 en e 
intervalo (O, Jt), en serie de cosenos de arcos múltiples (véans 

los N os 2681, 2682), demostrar la igualdad 


2690. f(x)-. 


eos nx 


(0<a:<JT). 


n=I 


2694**. Demostrar, que si la función / (x) es par y al mism 
tiempo / + — — / (^ ~ — x J f su serie de Fourier en e 

intervalo (— ji) representa de por sí el desarrollo en serie á 
cosenos de arcos múltiples impares, mientras que sí la función f (x) 

es impar y / = ^ (“7— x ) ’ se ¿ esarr °ll a en inte r- 

valo (— ji, h) en serie de senos de arcos múltiples impares. 

Desarrollar las siguientes funciones en series de Fourier, en 
los intervalos que se indican: 

2695* /(s) = |^| (-í<a:<l). 

2696, /(*) = 2x (0<as<l). 


www.elsolucionario.net 






www.elsolucionario.net 

Series de Fourier 


343 


2697- f {x)^e x (_¿<x<í)- 

2698- /(x) = 10 — x (5<x<;15). 

Desarrollar, en series incompletas de Fourier en los intervalos 
que se indican: a) en serie de senos do arcos múltiplos, y h) en 
serie de cosenos do arcos múltiples, las siguientes funciones: 

2699- /(*) = 1 (0<^<l) s 

2700, f(x) = x (0<x<i). 

2701- í(x) = a : s (G<#<2jt), 

x para 

2 — x para 1 <C#<2. 


2702* /(*) = 


2703, Desarrollar la función siguiente 
arcos múltiples, en el intervalo t 


ou serie do cosenos de 


/(*> 


-{>■ 


para 
x para 


y<*<2, 

2<a:<;3. 
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Capítulo IX 

ECUACIONES DIFERENCIALES 


§ 1°. Verificación de las soluciones, Formación de ias ecuaciones 
diferenciales de familias de curvas, Condiciones inicíales, 

1 . Conceptos fundamentales. La ecuación de la íonna 

v , y', y< H) )=0, (j 

dondo ¡j ==y{x) es la función que se Lusca, se llama ecuación diferencial a 
Qrdm n-nmo. Cualquier función y = ($*{£) que tranformo la ecuación (1) o 
identidad, recibe el nombre de solución du esta ecuación, y la gráfica d 
dicha función se llama curva integral. Si la solución so da en forma implícita 
0 (£, O, generalmente> recibe ol nombro de integral. 

Ejemplo 1- Probar* que la función sen x es solución do la ecuació 

y n 

Solución* Tenemos; 

r'^coss, y* = — sen z. 


y, por consiguiente* 
La integral 


#*+# = —sen ¿r-fsen ¡csO, 


o»(* y* c i- - o (2 

rje la ecuación clíforonciaj (i), que contiene n constantes arbitrarlas iudepen 
dientes 6 1t t n y que es equivalente fon el campo dado) a la ecuación (1) 
se llama integral general de esta ecuación (en ol campo correspondiente) 
Dando valores determinados a las constantes C it „ , t C n en la relación (2) 
se obtiene una integral particular do la ecuación (1)* / 

Recíprocamente-, teniendo una familia de curvas (2) y excluyendo lo; 
parámetros C. lf C n del sistema de ecuaciones 


«3 = 0, 


dO> 

dz 


=o,.... 


iPOi 
dx “ 


= 0 , 


su obtiene, en general, una ecuación diferencial do la forma (f), cuya integral, 
en el campo correspondiente, es ia relación (2). s 

Ií j o ni p 1 o 2, Hallar la ecuación diferencial de la familia de parábolas 

u=c í (x—c 2 y¿, (3) 

Solución. Derivando dos veces la expresión (3), tendremos: 
i(*-£*) e y" = 2C t . 


(4) 
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Excluyendo do las ecuaciones (3) y (i) los parámetros ¿7^ y C¡>, hallamos la 
ecuación diferencial que buscábamos 

Es fácil comprobar que la función (3) transforma esta ecuación en identidad. 

2 o . Condiciones iniciales. Si para la solución particular 
y = ¡/(x) de la ecuación diferencial 

ym = f{x t y, y\ ijt n ~D) (5> 

se dan las condiciones iniciales (problema de Caucha) 

y O ó) = i/ú, </'(*o)=y¿. • ••> !í ín “ 1, ( I o)=^í) n-11 

y so conoce la solución general de la ecuación (5) 

y — T 0^* * ’ ■ y C n ) t 

las constantes arbitrarias € l% , C 7l se determinan, si ello os posible, del 
sistema de ecuaciones 

yo = <p{*0i ---* £»)* 

^¡j ~ tp (#.0 t C |, i,., &n)? 

y (n-l) = ,p(«-l)^ 0t Cl< >iM C n ), ; 

Ejemplo 3, Hallar la curva de la familia 
9 = C t c* + Cj**i 

que tiene ^{0J = 1 o (0) = — 2- 
Solución, Tenemos: 

y'**C t é*—2Gtir**. O) 

Poniendo z = Q t en las fórmulas (6) y (7), tenemos; 

l“Ci4- C % , —2“¿7i — 2C¡í, 

de donde 

C\ = 0 , C-2^ 1 

y* por consiguiente, 

Averiguar, si son solucionen de las ecuaciones diferenciales qufr 
so dan, las funciones que se indican: 

2704* xy = 2y, y~§x % > 

2705. y" = x* + y*, y = ~. 

2708. (x-\-y)dx-\-xdy = 0, y= - ^ . 

2707. zf+y = 0, y= 3 sen x — 4 eos 

2708- o» 2 # == 0, ^ = CiCosm¿ + C 3 seníí>¿. 
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2709. y" — 2t/~{.y = 0; a) y~ze x , b) y = x*e x . 

2710* y" — (Xj -j- ^ 2 ) y' 4~ y — 0, 
y = c 1 e^i*-j-C a e 1,a *. 

Demostrar, que las relaciones que se indican son integrales de 
las ecuaciones diferenciales que se dan: 


2711. (x-2y)i/--~2x~y, X "~- Xl j + U \ = CK 

2712. (s —y-r 1) y' — i, y = x+Ce v i 

2713. {xy—x) y" + xi/ 2 + yy'— 2y'= 0, y = \n(xy). 


Formar las ecuaciones diferenciales de las familias de curvas 
que se dan ( C, C,, C 2t C 3 son constantes arbitrarias); 

2714. y~Cx. 


2715. y=Ci r a . 

2716. y*=2Cx. 

2717. x*+y* = C 2 . 

2718. (/ = tV\ 

2719. x* = C(x*-y*). 

2720. y* + ~ = 2+Ce~ 


2721. lny=l + ay 

(a es un parámetro). 

2722. (y — ytf — lpx 

(y 0 , p son parámetros). 

2723. y^C^ + Coe-*. 

2724. y = C t eos 2x -)- C 2 sen 2x. 

2725. y^iCi + C.x) e x + C 3 . 


0 

■ 

O 

0 

o 

o 


2726. Formar la ecuación diferencial de todas las rectas del 
plano XOY. 

2727. Formar la ecuación diferencial de todas las parábolas 

con eje vertical en el plano XOY. 

2728. Formar la ecuación diferencial de todas las circunferen¬ 
cias en el plano XOY. 

Hallar, para las familias de curvas que se dan, las líneas que 
satisfagan a las condiciones iniciales que se indican: 


2729. x^-y-^C. y( 0) = 5. 

2730. y-íCi + C*)**, y( 0) = 0, y’ (0) = 1. 

2731. y = CiSen(x—C z ), y{ ji) = 1, y'(íi) = 0. 

2732. y » t\e~ x + C 2 e x + C 3 e 2 *; 

y( 0) = 0, y'{ 0)-l, y" (0) = — 2 . 


5 

§ 


§ 2. Ecuaciones diferenciales de 1 Br orden 

I o . Formas de ecuaciones diferencíalesdo í er orden. 
La ecuación diferencial de 1 er ordon con una función y incógnita resuelta con 
relación a la derivada y% tiene la forma 

— y) t 


( 1 ) 
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donde / (z f y), es una función dada- En algunos casos, es conveniente consi¬ 
derar como función incógnita 3a variable x y escribir la ecuación (1) en la 
forma 


^onde g(*.í)=7^- 

Teniendo en cuenta que y'—-r~~ v x' 

dx dy 

<i) y (!') se pueden escribir en forma simétrica 


m 


las ecuaciones diferenciales 


P (x t y) dx + Q (x, y) dy=O t (2) 

donde P (x, y) y y) son funciones conocidas. 

Por solución de la ecuación (2) se entiendo la función de la forma 
y = (p {#) o que satisface a esta ecuación* La integral general do las 

ecuaciones (1) y (l'J, o de la ecuación (2), tiene la forma 

m(x, y , C) = O, 

donde C es una constante arbitraria. 

2 o * Campo de direcciones. El conjunto de direcciones 

tga — f(x t y) 

m llama campo de direcciones do ]a ecuación diferencial (í) y se representa 
generalmente por medio de un sistema de rayitos o de flechas con un ángulo 
de inclinación ct* 

Las curvas f (x, y) — kj on cuyos puntos la inclinación del campo tiene 
un valor constante k , se llaman isoclínas. Construyendo las tsoclínas y el 
oampo de direcciones* en los casos más simples se puede dibujar aproxi¬ 
madamente el campo de las curvas integrales* considerándose estas ultimas 
'Como curvas, que en cada uno de sus puntos tienen la dirección dada del 
campo. 

Ejemplo i. Construir* por el método de las isoclínas, el campo 
de las curvas integrales de la ecuación 

y’^z. 

Solución* Construyendo las ísoclinas x — k (líneas rectas) y el campo 
de direcciones, obtenemos aproximadamente el campo de las curvas integrales 
(fig. 105)* La solución general es la familia do parábolas 



Construir, por el método de las isoclinas, el campo aproximado de las 
curvas integrales para las ecuaciones diferenciales que se indican a conti¬ 
nuación: 

2733. y=~~x. 

2734. y' = - - . 

2735. y' — i 


2736. if 


£+_j/ 

x—y 


2737. y f = x* + ij\ 


3 o . Teorema de C a u c h y. Si una función / es continua en 

tin recinto determinado Í7 (a<#</!, y tiene en este recinto 
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derivada acotada fy (x, y), entonces, por cada punto ¿/o) de U r pasa una*, 
y sólo una, curva integral y==ip(a:) m la ecuación (1) (cp (# 0 ) = ^ 0 ). 



4\ Método de Jan quebradas do Bulex% Para la const 
ción aproximada de la curva integral de la ecuación (1), que pasa por 
punto dado I e (% £%), esta curvarse sustituye por una línea quebrada 
vértices en yi)> donde 

%uí =-- n + ifn i — y i +Ay ¡i 

A x\^h (paso deí proceso). 

Ayí — hf (^jj y 2 } (i = O , lj 2, 

Ejemplo 2, Por cí método de Ruler, bailar, para la ecuación 


xy 

2 


y (1), si y (0) — 1 (h -O, i). 

Construimos la tabla siguiente: 


i 

x¡ 

til 

a Vl „íi2í 
¿V: 20 

0 

0 

1 

0 

1 

0.1 

1 

0,005 

2 

0,2 

1,005 

0,010 

a 

0,3 

1,015 

0,015 

4 

0,4 

1,030 

0,021 

5 

0,5 

1,051 

0,026 

n 

0,0 

1,077 

0,032 

7 

0,7 

1,109 

0,039 

8 

0,8 

1,148 

0,040 

a 

0,9 

1,194 

0,054 

10 

1,0 

1,248 
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/,cuaciorizs diferericiutcs (t 1 ? i l;r cotí < separables. 3*i9 


De esta forma, ¡/(1) = 1,248. Para comparar, damos el valor 

exacto de y (11 — e 1 ^* « 1,284. . 

Por el método de Euler, hallar las soluciones particulares 
■de las ecuaciones diferenciales (jue se dan a continuación para los 
valores de x que se indican: 

2738. y' = y, y (0) = 1; hallar ¡y(l)(ó. = 0, 1). 

2739. y'=x + y, p(l) = l; hallar y (2) {h = O, 1). 


2740. y' = 


i 4-X 


, y( 0}-2; hallar j,(l)(¿ = 0, 1). 


2741. i/ = y-~, y( 0)-l; hallar y {i)(h = O, 2). 

§ 3. Ecuaciones diferenciales de 1 er orden con variables separables. 
Trayectorias ortogonales 

I o . Ecuaciones diferenciales de orden con varia- 
tiles separables. Se llaman venaciones con variables separables^ !as 
iícua cío lies diferencíales de 1 &Í ‘ orden, do la forma 

= /(*)& (y) 

o bien, 


X (x) Y (. tj } dx -r X i {x) Yi (ff) dy = 0. 


(!') 


Dividiendo ambos miembros de la ecuación {!) por £(¡/) y multiplicando 
por dx 7 tendremos — De donde, integrando, obtenernos la inte* 




igral general do la ecuación. (1) en la forma 

Analo^amon ir, dividiendo los dos miembros de la ecuación (P) por 
Xj Y (y) c inlegrando, se obtiene la integral general de la ecuación (t ) 


0 

■ 

O 

0 

c 

o 

o 

o 

C/) 

0 


en Ja forma 


$ 




( 2 ') 


Si para im valor determinado do í/ = j/o T tenemos que % (?/□) — 0, la función 
v — ijn también es solución de la ecuación (1), como es fácil convencerse 
directamente. Análogamente, Jas rectas *=« o y fe= b serán curvas integrales 
de la ecuación (1"), si a y b son de por sí raíces de las ecuaciones 

= por cuyos primeros miembros se dividió la ecuación uncial- 
Ejemplo 1, Resolver la ecuación 

(3) 


y = ~lc " 


En particular, hallar la solución que satisface a la condición inicial, 

y(t)=^ 
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Solución. La ecuación (3) so puede escribir de la forma 

dx x * 

De donde, separando las variables, tendremos: 

dy dx 

y ~ x 

y» por consiguiente, 

Jn | y J = — 1 n ]x[-j- Jn C u 

donde la constante arbitraria IrC% está tomada en forma logarítmica. Des¬ 
pués de potenciar» se obtiene la solución general 

y=~> (4>0 

donde C ^ 

Al dividir por y podríamos perder la solución y = O f pero esta última 
está contenida en la fórmula (4) para C=0. 

Utilizando la condición inicial dada, obtenemos que C = 2, y, por con^ 
siguiente, la solución particular buscada es 

»=•■§- £ 

Algunas ecuaciones diferenciales que pueden 
reducirse a ecuaciones con las variables separables. 

Las ecuaciones diferenciales de la forma O 

y'~f (ax + by + c) {h z£ 0) 

so reducen a ecuaciones de 3a forma (1) por medio de 3a sustitución 
w^os + óy + c, donde u es la nueva función que so busca, 

3 0 - Trayectorias ortogonales son curvas que cortan las líneas 
de la familia dada O (x, y, a) — O {a es un parámetro) formando ángulo rccto_ 

Si F (x t y „ y') — O os la ecuación diferencial do la familia, 

es la ecuación diferencial de las trayectorias ortogonales. 

Ejemplo 2 Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de elipses 

= ( 5 ) 

Solución, Derivando ambas partes de la ecuación (5), bailamos la 
ecuación diferencial de la familia 

x+2yy f ^ O, 

De donde, sustituyendo y* por — — * obtenemos la ecuacióu diferencial de las 
trayectorias ortogonales 

x —6 o bien y' . 
y x 

Integrando, tendremos que y = Ctf (familia de parábolas) (fig- 100). 
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4 o , Formación de Jas ecuaciones diferenciales, Al for¬ 
mar la ecuación diferencial en los problemas geométricos, se puede [emplear 
con frecuencia el sentido geométrico de la derivada, como tangen te/del 
ángulo que forma la recta tangente a la curva con la dirección positiva 
del eje ÓX; esto permito, en muchos casos» determinar inmediatamente la 
relación entro la ordenada y de la curva que so busca, y su abscisa ¿ce y\ 
es decir, obtener la ecuación diferencial. En otros casos (véanse los pro¬ 
blemas N 03 2783, 2890, 2895), se utiliza el sentido geométrico de la integral 
definida, como área do nn trapecio mixtilfneo o longitud de un arco. En este 


Y 



F i g» 106 


caso, diréctamente de las condiciones del problema* se obtiene una ecuación 
integral simple (puesto que la función que se busca se encuentra bajo el 
signo integral), pero que derivando sus dos miembros, se puede con'facilidad 
transformar en ecuación diferencial. 

Ejemplo 3. Hallar una curva que pase por el punto (3; 2), para la 
que la longitud del segmento de cualquiera de sus tangentes, comprendido 
entre ios ejes de coordenadas, esté dividido en el punto de contacto en dos 
partes iguales. 

Solución. Sea Al ( x , y) el punto medio de la tangente AB t que según 
las condiciones es, a la vez, el punto de contacto (los puntos .4 y B son 
los puntos do intersección de la tangente con los ejes OY y 0Á r ). De acuerdo 
con las condiciones» 0A^2y y OB^Zx, El coeficiente angular de la"tangente 
a la. curva en el punto Af (a, u) es igual a 

dy _ O A _ y 

dx ~ OB “ z * 

Esta os la ecuación diferencial de la curva que se buscaba. Haciendo una 
transformación, tenemos: 


x y 


y, por consiguiente, 


In z-{-ln¡/ = ln C, o sea, xy — C, 
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Utilizando la condición inicial, determinamos quo C — 3*2= G. Es decir. 
Ja curva rjne se buscaba m la hipérbola sey — 

Resolver las ecuaciones diferenciales: 


2742. tg x sen 3 y dx eos 3 x ctg y dy = Q. 

2743. xy' — y— y 3 . 

2744. xyi/ = l — x\ 

2745. y— xy' — a (,1 +x‘ l y'), 

2746. 3e‘ : tg y dx + (1 — ¿’ x ) sec a y dy = 0. 


2747. y' tg x=ij. 

Hallar las soluciones particulares de las siguientes ecuaciones, 
que satisfacen a las condiciones iniciales que se indican: 


2748. (t-\-e x )-y-y' = e*\ y — 1 para x = 0. 

274Í). a;) dx- í r {xhj — y) dy = 0;. y = 1 para 3 = 0. 

2750. y' sen x = y ln y; y — 1 para x = ~~. 

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales valiéndose 
cambio de Variables: 

2751. y' = (x+y)-K 

2752. p'={& c + 2p + l) a . 

2753. {2x + 3p — 1) dx -f {Ax + 6g — 5) dy = 0. 



2754. (2x—y) dx + (4x—2y+ 3) dy = O, 

En los í\ os 2755 y 2750 pasar a las coordenadas polares: 


C/) 

Q) 


2755. t/ = 




2750. [a* + y*)dx — xydy = 0. 


2757*. Hallar una curva que tenga un segmento de tangente 
cuya longitud sea igual a la distancia desde el punto de contacto 
hasta el origen de coordenadas. 

2758. Hallar una curva para la que el segmento de la normal, 
en cualquier punto de la misma, comprendido entre los ejes de coor¬ 
denadas, esté dividido por esto punto cu dos partes iguales. 

2759. Hallar una curva cuya subtangente tenga una longitud 


constante a. 

2760. Hallar una curva cuya subtangente sea el doble de la 
abscisa del punto de contacto. 

2761*. Hallar una curva, para la que la abscisa del centro de gra¬ 
vedad de la figura plana, limitada por los ejes de coordenadas. 





www.elsolucionario.net 


Ecuaciones diferenciales homogéneas dé orden 


353 


por esta misma curva y por la ordenada de cualquiera de sus 
puntos, sea igual a 3/4 de la abscisa de este punto. 

2702, Hallar la ecuación de la curva que pasa por el punto (3; í), 
para Ja que el segmento de tangente comprendido entre el punto 
de contacto y el eje OX esté dividido cu dos partes iguales por el 
punto de intersección con el eje OY. 

2763, Hallar la ecuación de la curva que pasa por el punto (2; 0) T 
sabiendo que el segmento de la tangente a dicha curva, compren¬ 
dido entre el punto de contacto y el eje 0Y t tiene longitud cons¬ 
tante e igual a 2, 

Hallar las trayectorias ortogonales de las familias de curvas 
que se dan a continuación {a es un parámetro) y construir estas 
familias y sus proyecciones ortogonales: 


2766, xy = a . 

2767, {x~ á)* + y' 


2764. 35* + ^ = o*, 

2765, r/ 2 — ax , 


§ 4. Ecuaciones diferenciales homogéneas de 1 er orden 

1°. Ecuaciones homogéneas, Üna ecuación diferencial 


P(e, y) dx+Q{x t y) dy = O 


( 1 ) 


se llama homogénea , si P (x, y) y Q(x f y) son funcionen homogéneas de igual 
grado* La ecuación (1) puede reducirse a la forma 



y por medio de la sustitución y^xu* donde u es una nueva función incóg¬ 
nita, se transforma en ecuación con variables separadas* También se puede 
emplear la sustitución x = yu. 

Ejemplo 1* Hallar la solución general de la ecuación 



Solución. Hacemos la sustitución y — ux; en este caso, u 4- :m‘ = 
= e u -|-ii o bien, 



x 


Integrando, obtenemos u ~—ln ln. —, do donde 



2 a * Ecuaciones reducibles a homogéneas, Si 


« ( arc + btf + ct \ 

V a 2 x 4 " + e 2 / 


( 2 ) 


£3—i 016 
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a i frj 
constantes a 


y ó = 


^ O, poniendo en la ecuación (2) x = u-¡-a f y-=v-\-$ f dondo las 
y P se determinan por el sistema de ecuaciones 


a !<*«+■ c 2 ^ 0* 


obtenemos una ecuación diferencial homogénea respecto a las variables u y u. 
Si ó —O, poniendo en la ecuación (2) = u, obtenemos una ecuación 

con variables se paradas- 


integrar Vas ecuaciones diferenciales: 


2768. — - 1- 


2769. tf = 


$+y 


2770. (x — y) y dx — x 2 dy = 0. 

0 


2771. Hallar, para la ecuación (£ a + y 2 ) dx — 2xy dy — G, la 
familia de curvas integrales y escoger aquellas curvas que pasan 
respectivamente por los puntos (4; 0) y (1; 1)* 

2772. y dx + fal^xy— %) dy = Q. 

2773. x dy— y dx = ] ' x 1 + y' ¿ dx . 

2774. (4x 2 + 3 xy + y 2 ) dx + (4i/ 3 + 3xy + x 2 ) dy — 0. 

2775. Hallar la solución particular de la ecuación (x 2 ~ 

~^2xy dy = O, con la condición de que y— 1 para 

Resolver las ecuaciones: 


cu 

O 

■ oy"-) dx -f- 


2776. { c Lx-y + 4)dy+{x-2y+S)dx = 0. 

2T77 - f = 277S - 


x + 2^ + 1 

* — 2 x+íj+3 


2779. Hallar la ecuación de la curva, que pasa por el punto 
(i; 0) y que tiene la propiedad de que el segmento, que inter¬ 
cepta su tangente en el eje OY t es igual al radio polar del punto 
de contacto. 


2780**. ¿Qué forma debe darse al espejo de un proyector para 
que los rayos del foco luminoso concentrado' en un punto se reflejen 
formando un liaz paralelo? 

2781. Hallar la ecuación de la curva, cuya subtangente es 

igual a la media aritmética de las coordenadas del punto de 
contacto. , , 

2782. Hallar la ecuación de la curva, para 3a cual, la longi¬ 
tud del segmento, interceptad# por la normal en cualquiera de 
sus puntos en el eje de ordenadas, es igual a la distancia desde 
este punto al origen de coordenadas. 

2783*. Hallar la ecuación de la curva, para la cual, el área 
comprendida entre el ejei de abscisas, la misma curva y dos orde¬ 
nadas, una de las cualés¿ es constante y la otra variable es igual 
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a la razón del cubo de la ordenada variable a la abscisa corres¬ 
pondiente, 

2784* Hallar la curva, para la cual* la longitud del segmento 
del eje de ordenadas, interceptado por cualquiera de sus tangentes, 
es igual a la abscisa del punto de contacto. 


§ 5. Ecuaciones diferenciales lineales de 1 er orden, Ecuación 
de BernoullF 


Ecuacioaos lineales. La ecuación diferencial de la forma 

y' + P(x)y^(Q)iz) ( 1 ) 

de 1 er grado con respecto a y e se llama lineal _ 

Sí la función Q(a:)^0, la ecuación (i) toma la forma 

y* + P(x)y = O (2) 

y recibo el nombre de ecuación diferencial lineal homogénea. En esté caso, 
las variables se separan y la solución general de la ecuación (2) es 

<3> 

Para resolver la ecuación lineal no homogénea (1) se emplea el llamado 
método de variación de la constante arbitraria , Esto método consiste en que, 
primeramente, se halla la solución general de la correspondiente ecuación 
lineal homogénea, es decir, la expresión (3), Después, suponiendo que en 
esta expresión C es función de se busca la solución dé la ecuación 
no homogénea (1) en la forma (3). Para ello, ponemos en ia ecuación (1) 
y e y\ deducidas de (3), y de la ecuación diferencial así obtenida determi¬ 
namos la función C (£). De esta forma, obtenemos la solución general de la 
ecuación juo homogénea (1) d© la forma 

« , v 

y~G(x)e 4 


Ejemplo 1. Resolver ia ecuación 

£/' = tg z-p + cosa;. 

Solución. La correspondiente ecuación homogénea es 

y*~tgx p==0. 


Resolviéndola, tenemos^ 

eos X 

Considerando C como función de x y derivando, hallamos: 

i : dC . sen x 

y — -—— -- 5 -C. 

eos x dx eos 3 x 


(4) 


Poniendo y e y* en la ecuación (4), obtenemos: 


i 


dC 


eos x dx ~ eos 3 x 


*&= tg x ■ 


eos x 


+ COS Xf o 


dC 

dx 


= eos 3 x 


28 * 
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de donde 

i’ í 1 

C (^) — \ cos s x dx — — x -f sen -j- 6^. 

Por consiguiente, la soluciou general de la ecuación (4) tiene la forma 

y — f x ”|“ * 7 " sen 2a; "p 1 --* 

\ 2 1 4 1 / eos# 

Para resolver la ecuación lineal (!) se puede emplear también la susti¬ 
tución 

V = uü, (5) 

donde u y v son funciones de x » En este caso, la ecuación ¡(i) toma la forma 
[u f -\-P (#) u\ v'u = Q (#). (6) 

Si se exige que 

tt / + J>(*)»=0 1 (?) 

do (7) hallamos u r y después» de (6) hallamos n, y por fin» de (5) hallamos y. 
2 o - Ecuación de B e r ñ o u 11 i* La ecuación do 1 er orden do la forma 

y r +P(£)y^<Hz)u*t 

donde a^O y a=fcl, so llama ecuación de BernoullL Esta ecuación se reduce 
a linea! valiéndose do la sustitución s — Se puede también emplear 
directamente ía sustitución = o el método de variación de la constante 
arbitraria. 


Ejemplo 2 , Resolver la ecuación 

j4 

x 


o 


w 


y + x Yy . 


Solución. Esta es una ecuación de Bernoulli ^en la que «í=«i ). 
Poniendo 


o 

CD 


y = uv> 


'obtenemos: 

u f v -j -u f u — uv-\-x Y uv ° v - - u J + v u — x Y **®* 

Para determinar la función u exigimos que se cumpla la relación 


(B) 


u'—“ u = 0* 

x 


de donde 


Poniendo esta expresión eu la ecuación (8)» tenemos: 

v*x^ — x Yvx *» 


de donde hallamos v: 


1 


2 
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y, por consiguicnle, obtenerlos la solución general en la forma 

y = x* (-j- lnl^J + cj 2 . 

Hallar las integrales generales de las ecuaciones: 

2785. — y - = x . 

dx x 

2786. -g- + ^- = a; 3 . 

2787*. {1 + y 2 ) dxrs=(Y 1 r / 2 sen y—xy)dy. 

2788. y^dx — (2xy-\- 3) dy = Q. 

Hallar las soluciones particulares que satisfagan a las condicio¬ 
nes que se indican: 

2789. xy* 4 -y — e x ~Q; y~b para x~a. 

2790. y' — — 1 — x = 0 ; y = 0 para x = 0. 

2791. y' — = 1 t/ = 0 para ar = 0. 

Hallar las soluciones generales de las ecuaciones: 

2792- -g-+4 

2793, 2xy~¡t— + * = 

2794, ydx-\-{x — —xhj'jdy^O. 

2795, 3a: dy = y (1 -j- x sen x — 3y 3 sen x) dx. 

2796, Se dan tres soluciones particulares y* y t e y s , de una 
ecuación lineal. Demostrar, que la expresión -^——conserva un valor 

constante para cualquier x . ¿Qué sentido geométrico tiene 
resultado? 

2797, Hallar las curvas, para las cuales, el área del triángulo 
formado por el eje OX , la tangente y el radio vector al punto 
de contacto es constante. 

2798, Hallar la ecuación de la curva, para la cual, el segmento 
interceptado por la tangente en el eje de abscisas es igual al 
cuadrado de la ordenada del punto de contacto. 

2799, Hallar la ecuación de la curva, para la cual, el segmento 
interceptado por la tangente en el eje do ordenadas es igual a la 
subnormal > 
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2800, Hallar la ecuación de la curva, para la cual, el segmento 
interceptado por la tangente en el eje de ordenadas es proporcio¬ 
nal al cuadrado do la ordenada del punto de contacto, 

2801, Hallar la ecuación de la curva, para la cual, la longitud 
de Ja tangente es igual a la distancia desde el punto de intersec¬ 
ción de esta tangente con el eje OX hasta el punto M (O, a). 


§ 6, Ecuaciones diferenciales exactas, Factor Integrante 

I o , Ecuaciones diferenciales exactas (o en diferenciales 
totales), SI para la ecuación diferencial 


P(x t y) cfar + Q (*, y) dy = Ú 


(1) 


se cumple la igualdad e= s k ecuación (1) se puede escribir de la 

forma dU (¿r, y) — O y se llama ecuación diferencial exacta (o en diferenciales 
totales). La integral general de la ecuación (I) es U ( x , y) — C, La función 
U (*> y) se determina por el método que se indicó en el cap, VI, § 8, o por 
la fórmula 


0 


\ P(x,y)dx-\- ^ Q (e 0 , y) dy 
“O H 

(véase el cap. Vil, § 0), 

Ejemplo 1. Hallar la integral de la ecuación diferencial 

(3a 2 -j- fixy 2 ) dx (6 x 2 y + 4y 3 ) dy — 0, 

Solución. Esta es una ecuación diferencial exacta, ya qi 
Ó (3*3+ 6 xy*) d(0^ + 4y 3 ) . . , , 

——^-- — ——^— Í2xy y, por consiguiente* la ecuación tier 

la forma di1 
Aquí 


4 g - to .+ 6 ,^ *l 




de donde 


U = jj (3jc a + 6^y 3 ) + (y) = £ 3 -f~3a% 2 -b<p (y). 


'Derivando U con respecto a y , hallamos 
dU 


dy 


— exfiy + <p' (y) == 6 x*y+4y 3 


S u la condición); de donde q>'(p) = 4#3 y q>(^) = ¿/ 4 + O 0 . En definitiva 
tenemos U {$, y) = x& + 3x s y 2 4- j/ 4 -f- y*' per consiguiente, x 3 + 3^% 2 + 

-\-y* — C os la integral general que so buscaba do la ecuación dada, 

2 o . Factor integrante. Si ol primer miembro de la ecuación (1) 
no es una diferencial exacta y se cumplen las condiciones del teorema 
dfe Caucby* existe una función p — jx(x T y) (factor integrante) tal, que 

¡i(Pdx+Qdy) = dU, ( 2 ) 
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De donde obtenemos, que la función \i satisface a la ecuación 

£<!•*)-£ ü» «■ 

El factor integrante se puedo hallar fácilmente en dos casos: 
i) -= entonces P — 

2> “F (~ *t) = 00. cnloaces (x » H (y)- 

Ejemplo 2, Besolver la ecuación 

(2*y+*ty + -^-) da+ {*• + *»*) ^ = 0. 

Solución. Aquí 

«a „ „ , „ i t dP dQ\ 2x-\-x 2 ±u* -2x , 

<2=* a - h#* y *^-(75—#)“—írpp; *• 

y t por consiguiente |t = fi(x}. 

Como ^-^- = -^21 o fi -JJ—|* se íendrá q»e 

T- = Í (^7“‘&) ^ =¿ * 0 intl= *’ 

Multiplicando la ecuación por \x = e x obtenemos: 

e x ^ 2 xy -f a^jí + -~ j dx + e x (a 2 4" í/ a ) dy = O 

que es úna ecuación diferencial exacta. Integrándola, tendremos la integral 
general 

ye x 4- =C. 


Hallar las integrales generales de las ecuaciones: 

2802. (x-\-y)dx + (x + 2y) dy = 0 . 

2803. ( x 2 4- y s + 2a;) dx -j- 2 xy dy — 0. 

2804. (a 3 - 32;r+ 2) dx~{Zxhj — y") dy = 0. 

2805. xdx + ydy- ¿§=2^. . 

2806. A|£ + Jífr^A ¿9 = 0. 

2807. Hallar la integral particular de la ecuación 

(£ + «») dx-\-eü ^1 “ 7 -) dy = 0 , 
que satisfaga a la -condición inicial y ( 0 ) = 2 . 
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Resolver las siguientes ecuaciones, que admiten el factor inte¬ 
grante de las formas |a = ^{ar) o = 

2808. (x j/ 2 ) dx — 2 xy dy = 0. 

2809. y(i-\-xy)dx—xdy-=Q. 

2810. ~ dx + (y* r- ln x) dy — 0. 

2811. (x eos y — y sen y) dy -f- (x sen y + y eos y) dx — 0. 


§ 7. Ecuaciones diferenciales de 1 tr orden, no resueltas con respecto a ta 
derivada 

I o . Ecuaciones diferenciales de 1 er orden, de grado 
superior. Si la ecuación 


f/ T y') = 0. 


(i) 


por ej., es de segundo gradu con respecto a resolviéndola con respecto 
a y% obtenemos dos ecuaciones: 

= V)> y)* (Í) 

De esta forma, por cada punto M Q {x ñ , y 0 ) do un determinado campo del 
plano pasarán, m general, dos curvas integrales. La integral general de la 
ecuación (í) tiejie, en esto caso, la forma 

Q(a% y, C)m Oíjfs, y , C)0 z {x t y t C)- 0, (3) 

donde *0* y <l> 2 son las integrales generales de la ecuación { 2 }. 

Además, para la ecuación (i) puede existir una integral singular, Geomé¬ 
tricamente, la integral singular representa de por sí 'la envolvente de la 
familia de curvas (3) y puedo obtenerse eliminando C del sistema de ecua¬ 
ciones 

0(3, y , C) = Q, y f C) = 0 (4) 

o eliminando p = y r del sistema do ecuaciones 

y, p )^Cb F' p (x, y, p)^Q. (5; 


p 


Debe advertirse, que las curvas determinadas por las ecuaciones (4) o (5) 
no son siempre soluciones de ia ecuación (1); por lo cual, en cada caso 
concreto es necesario hacer 1a prueba. 

Ejemplo i. Hallar las integrales, general y singular, do la ecuación 

^'*+ 2 * 2 '- 0 = 0 . 

Solución, Resolviendo con respecto a y\ tenemos dos ecuaciones 
homogéneas: 

?'=-!+ |/i + T' 1+i. 

determinadas en el campo 

z ( 3 ; + ^) > 0, 

cuyas integrales generales son 

= (/ÍH-h) S = 4 
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O 

(2*+i/— C )—2 =0, (2*+¡f—-f)+2' ]/i 2 + ^ = 0. 

Multiplicándolas entre sí, obtenemos la integral general do la ecuación dada 
{2x-\-y~C)Z—A (jf 2 +*y) = 0 

o bien 

{y-C)*=ÍCx 

(familia do parábolas). 

Derivando la integral general respecto a C y eliminando 6, hallamos la 
integral singular 

y -|-x = G. 

(La prueba demuestra que # + £ —0 es solución de la ecuación dada). 

La integral singular también se puede hallar derivando xp'*-\-2%p —{/ = 0 
respecto a p y eliminando p» 

2°. Resolución de la ocuacióa diferencial p*r el 
método do introducción d © un parámetro. Si la ecuación 

diferencial de 1 er orden tiene la forma 


las variables y y x se pueden determinar por el sistema de ecuaciones 

+ *-*<*«' 

p dy dp dtj 

donde p = y' desempeña el papel de parámetro. 

Análogamente* Si y = ^[x, $/'), las variables x e y se determinan por el 
sistema de ecuaciones 

d'\h . ffifo dp * / \ 

p ** *_4- *- —- , y =* t te, P)- 

- 1 d/? 

Ejemplo 2. Hallar las Integrales, general y singular, de la ecuación 

jn , , ^ 

p=.V ¿ —. 

Solución. Haciendo la sustitución tf' — Pi volvernos a escribir la 
ecuación de la forma 


V = P 2 — 

Derivando respecto a x y considerando p como función de x t tenemos 


dp 


dp 


p= 2p &r- p - T i^ +x 

o bien ——(2p—x) = (2p—x), o sea =1. integrando, obtenemos p—x\-C. 

(i *r j 5 

Poniendo esto en la ecuación primitiva, tenemos la solución general: 

^ = te + 0 2 — a? («+£)+-^ o £ — + 

Derivando esta solución general respecto a C y eliminando C t obtenemos 
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la solución singular: 



^ La prueba demuestra 


que y —es solución 


de la ecuación dadaj . 

SI se iguala a cero el factor 2p^x t en quo se higo la simplificación, 
obtenemos P —y» y> poniendo este valor de p en la ecuación dada, oble¬ 
as 

nemos £ = , es decir, la misma solución singular. 


Hallar las integrales generales y singulares de las ecuaciones 
(en los N 0í3 2812 — 2813 construir el campo de las curvas integrales): 
2* 


2812, 1 — 0, 
2813. 4p'* -9x^0, 


0 


2814. yy'*-(xy + l)y'+x=0. 

2815. yy’* — 2xy' + y = 0. 

2816. Hallar las curvas integrales de la ecuación p ,fi + Sf® = 

que pasan por el punto M ^0; . 

Resolver ías ecuaciones siguientes, introduciendo el parámetro 

y ' =P: 

2817. x = sen y' 4- ln y'- 2820. 4 y = x z -\-y !i . 

2818. y=¡/'V'. 2821. = y3 +/ 2 • 


2819, y = y's + 2\ny\ 


C/) 


§ 8, Ecuaciones de Lagrange y de Cíalraut 

í Ecuación do Lagrang e, La ecuación de la forma 

y ^x<p {p)+ty(p), ( 1 ) 

donde recibe el nombre de ecuación de Lagrange. Por medio de la 

derivación, y teniendo en cuenta que dy — pdx t la ecuación {1} se reduce 
a lineal con respecto a x: 


0 

■ 

£ 


P d* = 9 (P) -f ¡z<p f ( p ) + <p)] dp , (2) 

Si de las ecuaciones (1) y (2) se obtiene la solución general en 

forma parametrica: 

* = Cf (p)+£ (p)» v =1 Cf (p)+g (p)] <p (p)(p)* 

donde p es un parámetro y f (p) y g{pj unas funciones conocidas determi¬ 
nadas. Además, puede existir solución singular, quo so busca por el proce¬ 
dimiento geueraL 

2 o - Ecuación do C1 a i r a u L Si en la ecuación (1) <p (p) m p, se 
obtiene la ecuación de Clairaut 


y—xp+ tp(p), 
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La solución general de esta ecuación tiene la forma do y — Cx+ty(C) 
(familia de rectas). Además, existe solución singular (envolvente), que so 
obtiene como resultado de eliminar el parámetro p del sistema de ecuaciones 

f *= (P)* 

1 y = pv+Tp{p)« 


Ejemplo. Resolver la ecuación 


y — 2y'z-\—p -. 


(3) 


Solución, Ponemos ¡f' = p, en este caso, y — 2px-\-—\ derivand 
y sustituyendo dy por p dx, obtenemos: 

dp 

p dx = 2p dx + 2x dp ■— 


o bien, 

Resolviendo esta ecuación lineal, tendremos: 


dx _ _2 l i 
d P ~ p x ~ t p a ' 


3 = A.(lnp + C}. 

Por consiguiente, la ecuación general será: 

* = -jjg (ln p + C), 

' 1 

y = 2 pa-j——. 

V, P 

Para hallar la integral singular según la regla general, formamos el si 

y=2p* + y , 0 = 2x— . 

De aquí 



y, por consiguiente, 

y = dt 2 ^/2x. 

Poniendo y en la ecuación (3)» nos convencemos de que la función 
obtenida no es solución y de que, por consiguieule, la ecuación (3) no tiene 
integral singular. 

Resolver las siguientes ecuaciones de Lagrange: 

2822. y =y x (V + ~r) • 2824. y = (1 + y')x + y >z . 

2825*. y=-~y'(2x+y'). 


2823. y = y' + V 
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Hallar las integrales, generales y singulares, de las siguientes 
ecuaciones de Clairaul; y construir los campos de las curvas inte¬ 
grales: 

2826. y = xy' + y' i . 

2827. y^xif + y'. 


2828. y = xy r -1 -/1+ (/)*. 

2829. y^xy'+jr. 


2830. Hallar la curva, para la cual, el área del triángulo 
formado por la tangente a la misma, en cualquier punto, y los 
ejes de coordenadas, es constante. 

7831- Hallar la curva, si la distancia desde un punto dad 
hasta cualquiera de las tangentes de la misma, es constante. 

2832* Hallar la curva, para la cual, el segmento de cualquier 
de sus tangentes, comprendido entre los ejes de coordenadas, tien 
una longitud constante, igual a /. 


§ 9. Ecuaciones diferenciales diversas de 1 er orden 


2833* Determinar el tipo de las siguientes ecuaciones diferen 
cíales e indicar sus métodos de resolución: 


a) (*+{/) y' = z arctg^-; 

b) (*~y)y' = y*; 

c) y' — 2xy + x 3 ; 

d) y' = 2xy + 7/ 3 ; 

e) xy' + y = sen y; 

0 :(y—xy') 2 =y' 3 -, 

g) y ±= xe*-, 

h) 0' — 2 xy) Y y = a: ;! ; 
Resolver las ecuaciones: 

2834, a) — ycos j dx-\~ x 


i) 

¡) £COSg' + yseng'===l; 

k) xy)y* = y*\ 

l ) {x 2 + 2zy*) dx- j- 

+ (t/ + 3x*y*) = 

m) (x 3 —Sxy)dx-\-(x 2 +3)di/=0] 

n) {xy z + In x) dx — y* dy< 


1)) Tinyíií/— ydx=- 0. 

2835. xdx=^~ - y^dy. 

2836. (2xy z ~ y) dx + xdx =■ 0. 

2837. tí/' + y — ti y* 1 n z, 

2838. y = xy' + y'\nr/. 
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2839. y = xy r -\~V — ay'- 

2840. x 2 (í/+ 1) dx + (x 3 — 1) (y— l)dy= 0. 

2841. (1 + í/ 2 ) (e 2x dx — e»dy) — (í + y)dy = 0. 

2842. y' — ¡,?~í-=l. 2845. (1 — x*) ij + xy = a. 


2843. 

2844. 

2848. 

2849. 

2850. 

2851. 


yev = (y s f 2xev) y'. 

¡/-f-ycos x — sen arcos x. 

{x*y — x 2 + y — 1 ) dx + (x y + 


2846. xíí'—— x = 0. 

2847. y' (xc,osy+ason2y)=í. 
2x — 2y — 6 ) dy = 0 . 


y 


xt / 3 tía: - (x 2 y + 2 ) d¡f. 
3*2 


y 


** + » + ! 


2852. 2 dx+Y jdy~\/^dx = Q. 


y' = í+^i- 


2853. 

2854. yy‘ -\-y 2 — eos a:. 

2855. 

2856. 

2857. 


= 0 


x dy + y dx = y 2 dx. 
y' (x + sen = 1 . 


y-w = -p+p*- 


2858. 

2859. 

2860. 


a : 3 dx — ( x 4 + y 3 ) dy = 0 . 
xhj' 2 + 3xyz/ -f 2y 2 = 0 . 


Va^-h ? 2 

t j; — íjd# 

"f-Tü- 


2861 . e''tZx+(xe' M — 2 ¡/)tfy 

2862. y = 2xy'+VÍT7 r 

2863. y' = ~ (1-t-ln y — 1< L x ) 

2864. (2e*+y*)dy—ye*dx=0 

2»- 5'-2(4^t) S - 

2866. arj/ (xr/ 2 -|-l) rfi/ — tíx =0 

2867. a {xy‘ -\-2y) = xyy'. 

2868. xdy~-ydx = y z dx. 


= 0 . 


2869. ( x 3 —1) 3/2 tí;/ + (a: 3 -f- 3 xy ]í^^í ) dx = 0. 

2870. tgx-g--z/ = a. 

2871. j/a 2 4-x 2 tfy+(x-}-g —]/"ti 2 -f x 2 ) ¿x = 0. 

2872. xt/j/' 2 — (x 2 ¡- y 1 ) t/' -r-x.!/ - 0. 
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2873. y = xy '-\— 

ir 

2874. (3a: 3 -{- 2 xy — y 2 ) dx 4- {x 3 — 2 xy — 3 y 2 ) dtf — 0. 

2875. 2yp ~ = 3p z -f- 4?/®. 

Hallar las soluciones de las siguientes ecuaciones, para las 
condiciones iniciales que se indican: 


2876, y' = í~- ; y = 0 para 

2877, e x ~ v y =1; y — 1 para £= L 

2878, y'ctgx-j-y = 2; 2 para x = 0. 

2879, e»(y' + i)^i; y^O para z = G, 

2880, y'i-y^cosx; y = y para x = 


2881, í/ — 2 ^"—f = -^-para :r = 0. 

2882, y' -]- y = 2x; y — — 1 para x = 0. 

2883, xy f = y\ a) y^=í para £ — 1; b) y — 0 para x=0, 

2884, 2x¡/ = y; a) y = i para x = l; b) r/ = 0 para x = 0, 

2885, 2xyy'-\~x 2 — y 2 = Q] a) y — 0 para x = 0; b) y = i 
x = 0; c) y^= 0 para x — i. 


2886. Hallar una curva que pase por el punto (0,* 1) y que 1 
sub tangen te sea igual a la suma de las coordenadas del punto d 
contacto, 

2887. Hallar la curva, sabiendo, que la suma de los segmento 
que intercepta la tangente a la misma en los ejes de coordenada 
es constante e igual a 2 a* 

2888. La suma de las longitudes de la normal y de la subnorma 
es igual a la unidad. Hallar la ecuación de la curva, sabiendc 
que ésta pasa por el origen de coordenadas. 

2889*. Hallar la curva, para la cual, el ángulo formado por 1 
tangente con el radío vector del punto de, contacto es constante. 

2890, Hallar la curva, sabiendo, que el área comprendida entre 
los ejes de coordenadas, esta curva y la ordenada de cualquier 
punto situado en ella, es igual al cubo de esta ordenada. 

2891, Hallar ia curva, sabiendo, que el área del sector limitado 
por el eje polar, la propia curva y el radio polar áo cualquiera 
de sus puntos, es proporcional al cubo de este radio. 

2892, Hallar la curva, para la cual, el segmento que intercepta 
la tangente en el eje OX % es igual a la longitud de la propia 
tangente. 
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2893. Hallar la curva, para la cual, el segmento de tangente, 
comprendido entre los ejes de coordenadas, se divide en dos partes 
iguales por la parábola y 2 ^2z. 

2894, Hallar la curva, para la cual, ia normal a cualquiera de 
sus puntos es igual a la distancia desde este punto hasta el origen 
de coordenadas, 

2895*, El área dé la figura limitada por una curva, los ejes 
de coordenadas y la ordenada de cualquier punto de la curva, es 
igual a la longitud del coorrespondiente arco de la misma. Hallar 
la ecuación de esta curva, si se sabe, que pasa por el punto (0; 1). 

2896. Hallar la curva, para la cual, el área del triángulo que 
forman el eje de abscisas, la tangente a la curva y el radio vector 
del punto de contacto, es constante e igual a a 2 , 

2897. Hallar la curva, sabiendo, que el punto medio del segmento, 
interceptado en el eje OX por la tangente y la normal a La misma, 
es constante, (a; 0). 

Al formar la ecuación diferencial de 1 er orden, sobre todo en los pro¬ 
blemas físicos, son frecuentes los casos en que conviene emplear el llamado 
método de tas diferenciales, que consiste en que, las relaciones aproximadas 
entre los incrementos infinitamente pequeños de las magnitudes que se 
buscan, ciertas con una aproximación basta de infinitésimos de orden 
superior, se sustituyen por las correspondientes relaciones entro sus dife¬ 
renciales, cosa que no influye en el resultado. 

Problema. En un depósito hay 190 litros de disolución acuosa que 
contiene íO kg de sal. En este depósito se vierte agua con una velocidad 
de 3 litros por minuto y se expulsa la mezcla con velocidad de 2 litros 
por minuto. La concentración se mantiene homogénea removiendo el agua. 
¿Cuánta sal habrá en el depósito después de transcurrida una hora? 

Solución. So da el nombro do concentración c de una substancia 
dada, a la cantidad de la misma que hay en una unidad de volumen. Si la 
concentración es homogénea, la cantidad de substancia en un volumen V 
será igual a c¥\ ^ „ , , 

Supongamos, que la cantidad de sal que hay en ei deposito después de 
transcurrir £ min> es igual a % kg. La cantidad de mezcla que hay en el 
depósito en este instante será (100+t) litros y, por consiguiente, la con¬ 
centración c — * * ^g por litro, 

luu q -1 

Durante el espacio de tiempo del depósito salen 2 dt litros de 
mezcla, que contienen 2c dt kg de sal. Por esto, la variación dx de la can¬ 
tidad de sal que haya on el depósito se caracteriza por la relación 

2x , 

—dx — 2cdt, o bien — dx^ — dt* 

Esta es, precisamente, la ecuación diferencial que se buscaba. Sepa¬ 
rando las variables c integrando, tenemos: 

In z=—21n (ÍÜÜ-Mbf InC 

o sea, 

C 

■ - x ~ (íoo-M 2 ) ‘ 
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La cons tatito C sü determina partiendo do la condición de que, cuando 
í = 0, £ = 10* es decir, C= 100.000, Después de una hora, en el depósito 
quedarán 

x— —*^3,9 kg de sal, 


m* 


2898** Demostrar* que la superficie líbre de un líquido pesado 
que gira alrededor de un eje vertical, tiene la forma de un para¬ 
boloide de revolución* 

2899*. Hallar la dependencia que existe entre la presión del 
aire y la altura, conociendo, que esta presión es igual a 1 kgf por 
1 cm' 2 ai nivel del mar y de 0,92 ligf por 1 tm 2 a 500 metros de 
altura. 

2900*. Según la ley de Hooke, un cordón elástico do longi¬ 
tud £, bajo la acción do una fuerza de dilatación f, experimenta 
un incremento do longitud igual a idF (k¿= const). ¿En cuánto 
aumentará la longitud de este cordón, por la acción de su propio 
poso W, si so lo cuelga por uno de sus extremos? (La longitud 
inicial del cordón es i), 

2901. Resolver este mismo problema, pero con la condición de 
quo on el extremo libre del cordón se suspende un peso P. 

Al resolver los problemas 2902 y 2903, utilizar la ley de ,\W- 
ton, según la cual, Ja velocidad con quo se enfría un cuerpo es 
proporcional a la diferencia de temporaluras del cuerpo y del 
medio que lo rodea. 

2902. Hallar la dependencia entre la temperatura T y el 
tiempo /, si un cuerpo calentado hasta T 0 grados so introduce en 
un local cuya temperatura es constante o igual a a grados. 

2903. ¿Dentro de cuánto tiempo, la temperatura do un cuerpo 
calentado hasta 100°, descenderá hasta 30®, si la temperatura del 
local es igual a 20® y durante los primeros 20 min el cuerpo en 
cuestión se enfrió basta G0°? 

2904. El efecto re tardador del rozamiento sobre un disco que 
gira dentro de un líquido, es proporcional a la velocidad angular 
de rotación. Hallar la dependencia de esta velocidad angular del 
tiempo, conociendo, que el disco, que comenzó a girar con una 
velocidad do 100 r.p.m., después de pasar 1 min gira a una velo¬ 
cidad de 60 r.p.m. 

2905*. La velocidad de desintegración del radio es proporcional 
a la cantidad del mismo. Se sabe, que transcurridos 1600 años 
queda la mitad de las reservas iniciales de radio. Hallar qué 
tanto por ciento do radio resultará desintegrado cuando pasen 
100 años. 

2906*. La velocidad de salida del agua por un orificio, que 
se encuentra verticalmente a una distancia h de la superficie 


0 

O 

0 

c 

o 

o 

o 
c o 

0 
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libre del líquido, so determina por la fórmula 

v = c]/ r 2 gh, 

donde c^0,6 y g es la aceleración de la fuerza de gravedad. 
¿Cuánto tiempo tardará en salir el agua que llena una caldera 
somiesférica do 2 m de diámetro, si salo por un orificio redondo 
que hay en el fondo y que tiene 04 ni de radio? 

2807*- La cantidad do luz que resulta absorbida al pasar por una 
capa delgada de agua, es proporcional a la cantidad de luz que 
cae sobro olla y al espesor de la misma capa. Si al atravesar una 
capa de agua do 3 m de espesor queda absorbida la mitad de la 
cantidad inicial de luz ¿qué parte do esta cantidad llegará hasta 
la profundidad de 30 m? 

2908*. La resistencia dol aire en el descenso de los cuerpos 
en paracaídas es proporcional al cuadrado de la velocidad con que 
se mueven. Hallar la velocidad límite de la caída. 

2909*. El fondo de un depósito, de 300 litros de capacidad, 
está cubierto de una mezcla de sal y de una substancia indiso¬ 
luble, Suponiendo que la velocidad con que se disuelve la sal 
es proporcional a la diferencia entro la concentración en el ins¬ 
tante dado y la concentración de la disolución saturada (1 kg do 
sal para 3 litros de agua) y que la cantidad de agua pura dada 
disuelve 1/3 de kg de sal por min, hallar qué cantidad de sal 
contendrá la disolución al cabo de una hora, 

2910*, La fuerza electromotriz e de un circuito, con intensi¬ 
dad do corriente resistencia R e inductancia L, es igual a la 
caída de tensión Ri más la fuerza electromotriz de autoinducción 

L“ . Determinar la intensidad de la corriente on un instante t f 
si c = Esen<tit (E y o> son constantes) e ¿ = G cuando £ = Ü, 

§ 10. Ecuaciones diferenciales de ordenes superiores 

I o . Caso do integración inmediata. Si 
se tiene 

V = [ dx \ ... f / (*) ¿*4- c, *»-* -I- C 2 x"-t +c n . 

o 

n veces 

2 °,Casos do reducción a un orden inferior, i) Si la 
ecuación diferencia! no contiene y de forma explícita s por ejemplo: 

F{x t y% y*) = <h 

poniendo y f — p , obtenemos una ecuación de orden inferior en una unidad 

F (*> P, y)-o* 


24—1016 


www.elsolucionario.net 





3?0 


www.elsolucionario.net 

Ecuaciones diferenciales 


Ejemplo 1, Hallar la solución particular do la ecuación 

ztf' + V' + x—Q, 

quo satisfaga a las condiciones 

y = Q, y f =0 para :c = 0. 

Solución* Poniendo y r = p¡ tenemos y” —~ p\ do donde 

sp' + pd^ —0. 

Resolviendo esta ecuación como Lineal con respecto a la función p, 
obtenemos: 


px = C x — 


*3 


De los condiciones y f = p = O para x==Q 1 tenoinos que O^ Cj — O, es dec 
Cj —O, Por consiguiente 

x 


P= -2 


o bien, 


dy 

dx 


X 

T' 


de dondOí volviendo a integrar* obtenemos 

9 — — -£-+C z . 

Poniendo t/ = 0 para #=ü r hallamos C 3 —0* Por consiguiente* la so Lucí 
particular que buscábamos es 

»=—|-* a - 

2) Si la ecuación diferencial no contiene x de forma explícita, p * ej, 

F(y, y', y")= O, 

poniendo y' = p, y” = p . obtenemos una ecuación do orden inferior 
una unidad 


F (*' p ' pJ ¿}=°' 


Ejemplo 2, Hallar la solución particular de la ecuación 


m —V 


con la condición de que # = 1, y f =0 para z — Q. 

Solución- Ponemos y r > 
se transforma en Ja siguiente: 


j.. 

Solución- Ponemos y r — p, en este caso, y* = p y nuestra ecuación 


y P ^-P^v*. 

Hemos obtenido una ecuación del tipo de Bornoulli con respecto a p 
(y se considera argumento), Resolviéndola, hallamos: 

P^=± V 
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De la condición y^p — Q para y = tenemos 
te, 


yY>j 3 —i 

o bien 


dy 

d% 


± y Vy*~i. 


€ t = — 1 . Fot consigtñen 


Integrando, tenemos; 


1 r 

árceos— ± #== t 2 * 

y 


Poniendo y y x — O, obtenemos que C%^0¡ 
y = sec x , 


Resolver las ecuaciones. 

2911. y- = ±. 

2912. j. 

2913. y" = l -v'*. 

2914. */ + / = 0. 

2915. yy^y' 6 - 

2916. yy w -|-y' 3 =0. 

2917. <1+ *■)/-!-*'*+1-0. 

2918. y'(l + y' 3 ) = «y". 

2919. ^y"+xy' = 1. 


de donde —=coaa:, o 
y 

2920. yy" = yV-ry' 2 . 

2921. yy"-/(!-!-y') = O, 

2922. y' = - -p- . 

2923. (*-j-l)/-(* + 2)y' + 

-[-■ x -f- 2 = 0. 

2924. xy" = y‘ ln-p- . 

2925. / + ■£■(/)»=**/. 

2926. zy" -|- y" = 1 -J- ¡c. 

2927. y" 2 + y" 3 = l. 


Hallar las soluciones particulares, para las condiciones inicia¬ 
les que se indican: 

2928. {\-\-x % )y" — 2a:y'= 0; y = 0, y'= 3 para z = 0. 

2929. 1 -j- y' a = 2yy"; y —1, y' —1 para x = i, 

2930. yy"-¡-y' a = y' 3 ; y— 1, y' = l para x=0. 

2931. iy" = y'; y = 0, y' = 0 para £ = 0, 

Hallar las integrales generales de las ecuaciones: 

2932. yy' = KF+yV-y'y ff - 

2933. y y" = y' 2 -f-y' VÍF+Y 2 ' 

2934. y' 3 -yy ff = yY. 

2935. yy ff 4-y' 2 -y' a lny = 0. 

24 * 
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Hallar Jas soluciones que satisfagan a las condiciones que se 
indican : 

2036. y"y a — 'l; y = 1, y' = 1 para ¡e = -j . 

2037. y,y"-j- y' 2 =1; y = 1, y' = 1 paro a; - 0. 

2038. xif = ]/ 1 - y' a ; y = O para ¿8 = 1; y = 1 para x = e 2 . 

2039. if (1 In x)^ r ~-y' = 2 + ln z; y = y, y' = 1 para x = í. 

2940. y" = ^ 1 + ln ~ j ; y=~ , y = 1 para rr = 1. 

2941. y" —y' 2 -by' (y —1) =0; y = 2, y'=2 para £ = 0. 

2942. 3y'y" = y4 y'H 1; y=—2; y'=0 para * = 0. 

2943. y a + y' 2 — 2y¡f = 0; y = 1, y' = 1 para 2 = 0. 

2944. yy'+ y' s + yy" = 0; y = l para a; = 0 e y = 0 para ."e= — 

2043. 2y' + {y 2 — 6.r) - y" = 0; y = 0, y' = 2 para a; = 2. 

2046. y'y E -*-y;/' — y' 2 = 0; y = 1, y'^2 para z = 0. 

2947. 2yy"’—3y' 2 = 4y 2 ; y=l, y' = 0 para z = Ü. 

2948. 2yy"-by a -y' 2 = 0; y = l, y'= 1 para i = O, 

2949. y" = y' a —y; V=-\\ y' = y para *=1. 

2950. y^-bp’^V — 2yy' a =0; y=l, y' = <f para x = —. 

2931. l- r yy''-fy' a = ti; y = 0, y' = l para * = 1. 

2952. {1 + yy') y" = (1 -p y' 2 ) y'; y - 1, y' = 1 para a: = 0. 

2953. (,r -¡-1) if H- a:y' 2 = y'; y = — 2, y' = 4 pa ra a; = 1. 

Resolver las ecuaciones: 

2954. y f = xp" 2 -f- 

2955 . tf = xiT±ir-ir. 

2956. p** = 4/. 

2957- — cT s . Destacar la curva integral que pasa por 
el punto (0; 0} y que es tangente en éste a la recta p + s — O, 

2958- Hallar las curvas de radio de curvatura constante, 

2959, Hallar la curva, para la cual, el radío de curvatura es 

proporcional al cubo de la normal, 

2960- Hallar la curva, para la cual, el radio do curvatura es 
igual a la normal. 
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2961- Hallar la curva, para la cual, el radio de curvatura es 
dos veces mayor que la normal, 

2962. Hallar las curvas, para las cuales, la proyección del radio 
de curvatura sobre el eje OY es constante. 

2963, Hallar la ecuación del cable de un puente colgante, 
suponiendo que la carga se distribuye uniformemente por la proyec¬ 
ción, de dicho cabio sobre una recta horizontal. El peso del cable 
se desprecia. 

2964*, Hallar la posición de equilibrio de un hilo flexible, 
inestirable, sujeto por sus extremos a dos puntos y que tiene una 
carga constante q (on la que se incluyo el peso del propio hilo) 
por anidad de longitud. 

2965*, Un grave sin velocidad inicial resbala por un piano 
inclinado. Hallar la loy de su movimiento, si el ángulo de incli¬ 
nación es igual a ol % y el coeficiente de frotamiento jx. 

Indicación. La fuerza do frotamiento es igual a \iN t donde N es 
Ja reacción que opono el plano. 

2966*. La resistencia del aire a la caída de los cuerpos puede 
considerarse proporcional al cuadrado de Ja velocidad. Hallar la 
ley del movimiento, si la velocidad inicial es igual a cero. 

2967*, Una lancha de motor, de 300 kgf de peso, se mueve en 
línea recta con una velocidad inicial de 66 m/sog. La resistencia 
del agua es proporcional a la velocidad e igual a 10 kgf cuándo la 
velocidad es de 1 m/sog. ¿Dentro de cuánto tiempo la velocidad 
do la lancha será igual a 8 m/sog. 

§ 11. Ecuaciones diferenciales lineales 

í°. Ecuaciones homogéneas. Las funciones y\■=■ f Pi (U, 
y 2 = qn 2 (t), ... í/tj = fprt í^) se llaman ¡inealmente dependiente- s\ cuando existen 
unas constantes C\, C T g, ...» C n , laleSj que sin ser todas iguales a coro, so 

tiene 

CiVi + C& 2 +... + C n y n =iQ', 

en el caso contrario estas funciones reciben el nombre de hnealmenie 
independientes. 

La solución general de la ecuación diferencial lineal homogénea 

ym + P i (x)yw-to+,..+P ri {x}lf^O (1) 

con coeficientes continuos P¡ (x) (¿ = l t 2, ..., n) tiene la forma 
y = ,. -{-C /ir y 

donde yu y?, . yn, son soluciones linealmente independientes de la ecua¬ 
ción (1) (sistema fundamental de soluciones). 

2 o . Ecuaciones no homogéneas. La solución general de Ja 
ecuación diferencial lineal no homogénea 

i ! m + Pl W ff tn_1 »+ • • ■ +Pn Mí > = f M> 
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siendo los coeficientes Pt (x) y <íl segundo miembro / (x) funciones conti¬ 
nuas r tiene la forma 

donde es la solución general de la correspondiente ecuación homogénea 
(1) o F una solución particular de la ecuación no homogénea dada (2). 

Sí so conoco un sistema fundamental de soluciones y lT y 2 y~~^yn de 
la ecuación homogénea (i), la solución general de la correspondiente ecua¬ 
ción no homogénea (2) se puede hallar por la fórmula 

y = Ci (z) y 1 +C 2 (x)y*+ ■ -- + C rt («) i/n, 

donde las funciones C¡ (s) (¿ = 1,2, , n) se obtienen del sistema^ de 

cienes 

( x ) t (*) U2 + - ■ + (*} Un ■= O, 

c't(x) y[+Cs(x)u'-i +••■ +c;(^)¡f;=o, 


C't (x) (*) FÍ¡*- S, + . - . +c; (*) ¿ íi_2) = 0 

c; (x) ...+C' n (x) y£~» = f(x) J 

(método de variación de las constantes arbitrarias) 

E j e m pío. Resolver la ecuación 

xjj"+y r =z\ 

Solución. Resolviendo la ecuación homogénea 

xy*+ 9 '~ O, 

obtenemos: 

y = C 1 ln ar+C 2 - 

Por consiguiente, se puede tomar 

íti = li*^ e y 2 =l 

y buscar la solución de la ecuación (4) en la forma 

y — Ci (z) lnz + C 2 (x}. 

Formando el sistema (3) y teniendo en cuenta que la forma reducida de 

y* 

ecuación. (4) es y "-|--—= obtenemos 

f Ci(x) ln* + C; (*)-l=6j 

( CÍ(*)-t + C¡(*).0 = *. 

De donde 

c± (*> = H- -4 y c 8 (*)=—--^- + Zí 

y> por consiguientej 

y ~~t¡ — i~A Iiijc+íí, 
donde A y B son constantes arbitrarias. 
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2968. Investigar la dependencia lineal de los siguientes siste¬ 
mas de funciones; 


a) 2, x-^l; 

b) ac a , — 2x t ; 
o) O, 1, x; 

d) 2 , x + i, z-j- 2; 


0 a*. 


o) x, 

f) e x , e sx , e 3 

g) sen x, eos x, 1; 

h) sen 2 2 , cos a 2 , 1. 


2969. Formar la ecuación diferencial lineal homogénea, cono¬ 
ciendo su sistema fundamental de soluciones: 


a) y t ^$en x. 

= eos 2 ; 

b) 

1/2 = xe x ; 

c) Xi = X, 

!fz = 2 a ; 

d) y t — e* t 

y 2 = e x sen x 7 e/ 3 = e x eos x. 

2970- Conociendo el sistema fundamental de soluciones de la 


ecuación diferencial lineal homogénea 

i/l = 2, f /2 — 2 a , y 3 — X 3 , 

hallar su solución particular y, que satisfaga a las condiciones 
iniciales 

y | x -1 = o, y ') X =1 — — i, y" \x=i = 2. 

2971*. Resolver la ecuación 

y" +■ ~ y' + y —O, 

conociendo su solución particular = —— . 

2972. Resolver la ecuación 

2 a (ln2-f)l/"™2p' + g = 0, 

conociendo su solución particular yi~x. 

Resolver las siguientes ecuaciones lineales no homogéneas por 
el método de variación de las constantes arbitrarias; 


2973. xh/ — xy'^Bx 3 . 
2974*. x 2 y" + xy' — y = x*. 
2975. y'" -h ij‘ = sec x. 


§ 12. Ecuaciones diferenciales lineales de 2 o orden con coeficientes 
constantes 

I o . Ecuaciones homogéneas. La ecuación lineal homogénea 
do 2 o orden con coeficientes constantes p y q, es de la forma: 

v"-\- py’ + qy = 0. 


( 1 ) 
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Si k x y k 2 son las raíces de ía ecuación característica 

<P W = P+pk+q^Q, (2) 

la solución general de la ecuación (i) se escribe en una de las tres formas 
siguientes; 

1) si k i y k 2 son reales y k x =p k¿: 

2) u~- e hix (C, + C¿x), si } h = k¿ 

3) y — e KX (C t eos pa; -(- C z san pz), sí k { = a + fit y k 2 = a — p¡ (P 0). 

Rcuaciojies no homogéneas, r.a solución general cíe ía 
ecuación diferencial lineal no homogénea 


I»! 


CD 


y"+py' + qtj- f (*) 
se puedo escribir en forma de suma 

donde fjQ es la solución general de la correspondiente ecuación (1) sin segun¬ 
do miembro» que so determina por las fórmulas 1) —3), e Y es una solu¬ 
ción particular de la ecuación dada (3), 

La función Y sú puede hallar por el método d& los coeficientes indeter- 
minados en los siguientes casos simples; 

1. / (#) — r ü;c i\ (a:), dondo P n (£) es un polinomio de grado n . 

Si a jio és raíz de la ecuación característica (2), es decir, <p (a) O, 
se considera Y=e ax Qn (%), donde Q n (¿c) es un polinomio de grado n con 
coeficientes indeterminados, ... . . .. 

bi a os raíz do la ecuación característica (2), es decir, rp(a) = 0, so 
considera Y *=x T e ax Q n (o;), donde r es el grado de multiplicidad de la ra if~ 
a (r = 1 o r 2), 

2. / (¿r) = e* x \P n (¿c) eos bx-\-Q in ( 2 ) sen bx]. 

Si <p (a ± bi) O, se considera c/) 

Y =e ax [Sr {x ) toa ó#+ T# son bx], 

donde S^(x) y T^(x) son polinomios do grado A r =máx{«, o?}. 

Si por el contrario, <p (n de b¿) —O-, so considera 

Y = x r e iÁX [S^ {$) oos bx + Ttf (a:) sen bx] 7 

donde r es el grado do multiplicidad de la raíz a ± bi (para ía ecuación^ 
de 2^ orden r = 1}. 

En el caso general, para resolver la ecuación (3) se emplea el método 
de variación de las constantes arbitrarias (veasu el § 11). 

Ejemplo 1* Hallar la solución de la ecuación 


2]}* — y* — y=*&xt 


Solución* La ecuación característica 2fc 2 — k- —1—0 tiene las raíces 

j 

k.^í y 2 = » La solución general do la correspondiente ecuación Lomo- 

3 : 

génea (de la forma primera) es ?j 0 = C i e x -\-C‘¿e 2 . El segundo miembro do la 
ccuacion dada / ( x ) ™ 4¿ce 3 * ==» e ax P n (x). Por consi guien te, Y = e* x (Ax -f- B ), 
ya que n ~ 1 y r^O* Derivando Y dos veces y puniendo las derivadas en la 
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ecuación dada, obtenemos: 

2e^ (44*4- AB + 44) — {2 Ax +2IÍ + 4) — (Á£ +B) = 4»**. 

Simplificando por e' 2x o igualando entre sí los coeficientes que corresponden 
a las primeras potencias de x y los términos independíenles de ambos 
miembros de la igualdad t tenemos: 

4 28 

54= 4 y 7,4 á/í=0 T de donde i = y y B =? — 


Do este forma, y^ e 2x 
clon dada es 




y la solución general de la ectia- 


tJ = C ^+C 2 e 





fc j e m p 1 o 2. Hallar la solución general de la ecuación y lí — 2y í +y^xe*. 

Solución. La ecuación característica k z — 2k -y 1 = O tiene una raíz 
cuyo grado do multiplicidad es dos, &=1. El segundo miembro do la 
ecuación es, f(x)^ze x ; aquí, a = í y n = 1. La solución particular Y= 
= x*é* (jíe+ZÍ), puesto que a coincide con la raíz fc = 1 cuyo grado do mui- 
típlicidad es igual a dos y, por consiguiente, r = 2. 

Derivando Y dos veces, poniendo las derivadas en la ecuación e igualando 

i . 

los coeficientes, obtenemos 4=^ — , ií = Q. Por consiguiejit.es la solución ge- 

i> 

neral do la ecuación dada se escribe de la forma 

y = {C i + C 2 x) «*+-1-*V. 

Ejemplo 3. Hallar la solución general do la ecuación#'' 4# — x sen x* 

Solución. La ecuación característica fe* -¡-4=0 tiene las raícen 
k í = t y —¿* La solución general do la correspondiente ecuación homo¬ 

génea sera [yéase 3), donde a = 0 y P=l]: 

¡/y = C\ coi! x-\- C 2 sen x . 

El segundo miembro tiene la forma 

f (x) = c a * : \P n (x) eos bx + Q m (x) sen bx ] f 

donde o = 0, b = 1, p n {x}= O, Q m {x) = x. A el k> corresponde la solución 
particular 

Y = x [(Ax + B) eos x-\~ (Cx -f- D) sen x] 

(aquí JV=1* a=G, b= 1* .r-=i). 

Derivando dos veces y poniendo las derivadas en la ecuación, igualamos 
entre sí los coeficientes de los dos miembros do la igualdad que correspon¬ 
den a eos*, x eos x r sdd ü y *son*. Como resultado, obtenemos cuatro 
ecuaciones: 2A + 2D = 0, 4C = Q, —2B+2¿: = 0, —44=1, de Jas cuales s<* 

determinan: 4/4, i? = 0 T C^Q, D = 1/4. Por lo que Y= - *“-cos#+ 

i x 

4- yr son x. 
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La solución general será 

tj = C i eos x C-s sen v -— eos x + son x. 


d Q , Principio do superposición de so lucí o nos. Si el 
'segundo miembro do la ecuación (3) os una suma de varias funciones 

f (*) = /i (*)+ h (*)+ .. ■ +/n {*) 

v Y¡ (£ = ], 2son tas correspondientes soluciones do tas ecuafcionos 


Ju suma 


y“ J rpy , -\-<iy=fi (*) 0=1,2,...,»), 


y =y (-j- y¡> -4*... -f- y n 


es solución do la ecuación (3). 

Hallar la solución general de las ocuaciones: 

2976. ff* — 5j f ' + 6¿' = 0 2982. / + 2y' = 0. 


2977. ¡f-9^0. 

2978. p"-/=0. 

2979. ¡T + ff-O. 


2983. — 4g'-J-2p = 0. 

2984. =0. 

2985. 


2980. ^-2ff' + 2ff = 0. 2986. = 3. 

2981. y* + 4¡f' +13^= 0. 

Hallar las soluciones particulares que satisfagan a las condi 
«iones que se indican: 

2987, g" — 5p'-j-4p = 0; p = 5, y' ~8 para #=0. 

2988. y" ’óy’ 4-2p = 0; y = l, y '——1 para a:^=0. 

2989, í/ w +4p = t), p=0, y' —2 para :r = 0. 

2990. jT+2if'=0; Jf = l, y'= 0 para x^O. 


299í.y" = -^-; y~a, y'= 0 para a —0. 

2992. y" -f- 3^' = 0; y = 0 para x = 0 o y = 0 para x = 3. 

2993. y"-¡- n 2 y = 0; z/ = 0 para x = 0 e y = 0 para x = í. 

2994. Indicar la forma de las soluciones particulares de 
siguientes ecuaciones no homogéneas: 

a) y"— 4p = *V x ; 

b) p"-f-9t/ = cos 2ar; 

c) y" — 4y'~ Ay = sea 2xe ix ; 

d) y”+ 2y'-j-2y = e x se.nx; 

e) y” — 5 y' -j- Gy = (z“ -f 1) e x -\- ¡re 2 *; 

f) y" — 2y' = xe x eos 2z — x tt e x sen 2a;. 
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Hallar la solución de las ecuaciones: 

2995. /—V + 4¡/=íE a . 

2996. y" — y'-\- t/ = a: 3 ~ r 6. 

2997. y" 4- 2y‘ + y = é**, 

2998. y"—8#' + ly = 14. 

2999. y"~y^e x , 

3000. y* -f y = eos x. 

3001. y" -f i/ — 2y — 8 sen 2x. 

3002. y" + y' — — xe- x . 

3003. y" — 2y‘ -fe y = sen x -f- sh x. 

3004. if + y' = sen a x. 

3005. y" — 2 y' -j~ 5 y - e x eos 2a:. 

3006. Hallar la solución de la ecuación y"A-Ay — señar, que 
satisface a las condiciones y~\, y’= 1 para x = 0. 

Resolver las ecuaciones: 

3007. gPx = A sen pt. Examinar ios casos: 1) p^= oo; 

2) p = <a. 

3008. y" — ly' -{- 12r/ = —e iX . 

3009. y"-2i/ =t--x--í. 

3010. y“-2y’-\-y = 2e*. 

3011. y"-2y r + 

3012. y''~2y' — 8y = e*—8cos2x. 

3013. r/ H -f-y' = 5x + 2e*. 

3014. y" — y' = 2x—i — 3e\ 

3015. if 4-2/4 -y =. e x -j-«"*- 

3016. y” — 2y' fe- 10y — sen Zx 4- e x . 

3017. y'>-4y' + 4y = 2e** + ^-. 

3018. y " — 3/ = a: -)- eos a:. 

3019. Hallar la solución de la ecuación y" — 2y' = e íX +x*—1» 
que satisface a las condiciones: y = -g-, y 1 para :c~0. 

Resolver las ecuaciones: 

3020. y" — y = 2x sen x. 

3021. y" — Ay = e~ x sen 2x. 
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3022. y" — Ay = 2 sen 2x — 3 eos 2x -j- í , 

3023. ií—2ij^2y = A_e x mnx. 

3024. i/ = xt; x -\~ y. 

3025. y" -1 9 ¡y = 2:¿' son x xe 3X . 

3026. y" — 2y' — 3y = x (1 T c 81 ). 

3027. 3^+2^. 

3028. y" — Ay'A-Ay — xe 2X . 

3029. y" -\-2y — 3y = 2xa~ 3X — (x — í)e*. 

3030*. y" -f y = 2^ eos x eos 2ar. 

3031. if — 2 y = 2xe x (eos a: — son x). 

Valiéndose del método de variación do las constantes ar 
trarias, resolver las ecuaciones; 


3032. y" - h y —- tg a. 

3033. y” — y = ctg x. 

3034. y" — 2y' + y — . 

3035. y" -|- 2y / -[- y = — 


3036. y "-j y =- 

3037. y"-; y--= 


l 

eos ^ 
1 

sen x 


3038. a) y f! — y = th a:; 


h) y — 2 ¿/ = 


3039, Dos pesos iguales están colgados del extremo de 
resorte. Hallar la ecuación del movimiento que efectuará uno 
estos pesos, si el otro se desprende. 


Su loe ion. Supongamos que el aumento do longitud que experiinen 
el resorte bajo la acción de uno de los pesos, en estado de reposo, es igu; 
a a y que la masa do dicho peso es m. Designemos con la letra x la ci>o 
denada de esto peso, tomada en dirección vertical, a partir de la posición i 
equilibrio cuando sólo Lay un peso, 

En este caso, 

d 2 x 


dt 2 


~ mg — h (¿r —|— &) T 


donde, evufeu temen te, k ^ ^ , y por consiguiente, —r^r— — — z* La solu- 

fi di ¿ a 

/ ~g~ f # 

ción general es x-=C± eos J/ — sen Las condiciones iniciales 

nos dan x=^a y ~ = 0 para ¿ — 0; de donde Ü$ = a. y C\ = 0, y, por consi¬ 
guiente, 
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3040*. La fuerza que alarga a un resorte es proporcional al 
aumento de longitud del mismo e igual a 1 kgf, para un aumento 
de longitud de 1 ero. Del resorte está suspendida una carga cuyo 
peso es de 2 kgf. Hallar el período del movimiento oscilatorio que 
recibirá esta carga, si se tira do olla un poco hacia abajo y des¬ 
pués se suelta. 

3041*. Una carga, cuyo peso es /> = 4 kgf, está suspendida de un 
resorte al que alarga en 1. cm. Hallar la ley del movimiento de 
esta carga, si el extremo superior del muelle efectúa las oscula¬ 
ciones armónicas verticales r/=2sen30í cm y en el momento 
inicial la carga estaba en reposo (la resistencia del medio se 
desprecia). 

3042. Un punto material de masa m, es atraído por dos cen¬ 
tros. La fuerza de atracción de cada uno es proporcional a la 
distancia (el coeficiente de proporcionalidad os igual a k). Hallar 
la ley del movimiento de dicho punto, sabiendo que la distancia 
entre los centros es de 2í>, que en el momento inicial el punto 
en cuestión so encontraba en el segmento que une entre sí dichos 
centros, a una distancia c del punto medio del mismo y quo su 
velocidad era igual a cero. 

3043. Una cadena de 6 m de longitud se desliza, sin roza¬ 
miento, desde un soporte hacia abajo. Sí ol movimiento se- inicia 
en el momento en que del soporto cuelga 1 m de cadena ¿cuánto 
tiempo tardará en deslizarse toda la cadenaV 

3044. Un tubo largo y estrecho gira con una velocidad angular 
constante w alrededor de un eje vertical perpendicular a él. Una 
bola, que se encuentra dentro de dicho tubo, se desliza por él 
sin rozamiento. Hallar las leyes del movimiento de la bola con 
relación al tubo, considerando que: 

a) en el momento iniciaLla bola so encontraba a una distan¬ 
cia a del eje de rotación y su velocidad en dicho momento era 
igual a cero; 

b) en el momento inicial, la bola se encontraba en el eje de 
rotación y tenía una velocidad inicial de u ü . 

§ 13, Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior al 2°, 
con coeficientes constantes 

1<\ Ecuación homogénea. El sistema fundamental do soluciones 
y { , y z , . y n de la ecuación lineal homogénea con coeficientes constantes 

+an_ii/'-i-«n!/ = 0 (1) 

so construye sobre la baso del carácter que tienen las raíces de la ecuación 
característica 


^ 4- * * * 1^ — O, 


(2) 
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Es decir: 1) si k es una raú real de la ecuación (2) de grado de multipli¬ 
cidad m, a ésta le corresponden m soluciones lineaIniente independientes 
m la ecuación (1): 

!/l~e hx , y z =xe hx , ..., ¡f ra =* m ~ie fcsr ; 

2) si a±B¿ es un par do raíces complejas de la ecuación (2) de grado 
de multiplicidad m, a ellas les corresponden 2m soluciones linea lmente- 
independien tes de la ecuación (1): 

i/, eos fix, í/ 2 = sin fíx, jj 3 = xe°- x eos y !t = xe ax s<>n ... 

■ - ■. yzm-i = *»-!*“* eos (hr, y 2m = x ni ^' í e rj - x sen $£. 

2 S , Ecuación no homogénea. La solución particular de 
ecuación uo homogénea 

j,<n)-|_ a ,j,ín-i )+ _ +««!/=•/(*) 

se busca basándose en las reglas del § 12, 2° y B°. 

Hallar las soluciones generales de las ecuaciones: 


3045. 


3058. 

y iv + 2y 

-" + jr-0. 

3046. 

o 

!í 

*■, 

1 

3059. 

*<*> + T 


3047. 

y”+y = 0. 


1 

3048. 

yiy + 2y" = 0. 


, n(n~ 

1 i -2 

ü. yin- 2) _|_ 

3049. 

y’"-3y" + Zy'-y = 0. 


ti i 

3050. 

y l ^ + 4, J = o. 


* 

* • +y¡/ + í/*= 

3051. 

ff" + 8/ + i6¡r = 0. 

3060. 

y lv ~~2y‘ 

"-1-- y"=e*. 

3052. 

y 1Y +y' = 0, 

3061. 

ylV-Zy 

"+r/ = xK 

3053. 

? iv_2/ + s-0. 

3062. 

y"-y = 

x 3 -í. 

3054. 

o 

[i 

<3 

! 

> 

3(163. 

y lv + y’" 

— eos 4x. 

3055. 

piv-ez+ty-o. 

3064. 

y“ ~~~ y" = 

-z 2 -4-1 + 3#é*. 

3056. 

y IV _¡_ aY' = 0. 

3065. 

y'“ + y" - 

- g' 4- P—«*• 

3057. 

y iVa-2^-l-if"~0, 

3066. 

v m +y' = 

- tg £Soc a;. 

3067. 

Hallar la solución particular de la ecuación 


y* + 2y"+2y' + y = z, 


que satisface a las condiciones inicíales y (0) = y' (0) = y" (0) = 0.. 

§ 14, Ecuaciones de Eider 

La ecuación lineal de la forma 

(az +ó)« y <«>+ A x {ax + 6)"“» + ... + Vi (« + »)» + A n y = / (*), (1 > 

donde a, ó, A k , ..., A n „ v A n , son constantes, so llama ecuación de Eider- 
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Para el recinto introducimos una nueva variable indepen¬ 

diente poniendo: 

ax -f- b ^ e** 

Entonces, 


y 






¿ 8 i/ q dhj dg \ 


rfí 3 


+ ] y asi sucesivamente, 

oí / 


y la ecuación de Eulur se transforma en una ecuación lineal con coeficien¬ 
tes constantes* 

Ejemplo i* Resolver la ecuación x*y ft + xy r + y — 1. 

Solución, poniendo £ = obtenemos: 

dy d 2 jy _ ( dhj dy \ 

¿Z;£ e di ' dx* \ dfi- di ; 

Por consiguiente, la ecuación dada toma la forma 


de donde 
o sea. 


ÍV_,„ = 1 

di* 1 J ’ 


y = Cj eos í + C« sen i 4-1 


y = C i eos (1 n x) -J- C 2 sen (In %) +1 - 
Para la ecuación homogénea de Eulor 

xnyWJrA^n-iytn-ü+^^An-iXy' + Ány^Ü 
cuando x^>0 so puede buscar una solución do la forma 


y — x , 


(2) 


(3) 


Poniendo en (2) y, y\ . .* T determinadas por la relación {3), obtenemos 
la ecuación característica, de la que se puede hallar el exponento 

Si h es una raíz real do la ecuación característica, de grado m do mul¬ 
tiplicidad, a ella lo corresponderán m soluciones linoalmente independientes 

y 2 ^x h ln x, y 3 =x k (lnx)^, , y m = x h (In 

Si a¿kpí es un par de raíces complejas de grado m, de multiplicidad, 
a ellas Ies corresponderán 2 m soluciones linealmonto independientes 

— x a eos (p ln x)j y>¿ = t a sen (P ln x), y 3 = a: 06 ln x eos (p ln x), 
j? 4 — x a ln x sen {p ln ar), . = {ln eos (p la 3í) f 

yzm = x a (la x)w-i sen (P ln x). 

E je m p 1 o 2, Resolver la ecuación 

^Zzy* + = O. 

Solución, Ponemos 

y = x h ; y’^kx^t y*=k(k~ 1 )**-». 
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Haciendo la sustitución un la ecuación dada, después rio simplificar por 
obtenemos la ecuación característica 

A®_4ft+4 = Ü. 

Resol viéndola j ha llamos; 

ki=k%=>2, 

por consiguiente, la solución general sera; 

y ” -j™ 6^" 1 ¿i £m 

Resolver las ecuaciones: 


3068. *“S- + 3*§- + y-0. 

3069- x*]f — xy'—Sy = 0. 

3070. x 1 !/ + xy' = 0. 

3071. xhj — 3a: 1 if + §xy’ — 6 y = 0. 

3072. (3ís + 2)jf-¡-7¡f'=0. 

3073. i/' = -g- . 

3074. íA+-f+ Ír = 0. 

3075. atV—W+8»-** 

3076. (1 + x) s y "—3 (1 + x) y' + % »(1 + *) ;J - 

3077. Hallar la solución particular do la ecuación 

x 2 y" — xi/ + y = 2x, 

que satisface a las condiciones iniciales: y •= 0, y' = 1 para a: 



§ 15. Sistemas de ecuaciones diferenciales 

Método de eliminación. Para hallar la solución» por ejemplo, 
de un sistema normal de dos ecuaciones diferenciales de 1 er orden, es decir, 
de un sistema de la forma 

dy 


dx 


— f(x t y, *), 


dz . 

y ' 




(1) 


resuelto con respecto a las derivadas de ias funciones y y z que se buscan, 
derivamos una de ellas respecto a Tenemos, por ejemplo: 


dhj _ df df dj_ 
dx 2 d£^~ Úy ■ ' dz 


í- 


( 2 ) 


Determinando s de la primera ecuación del sistema (t) y poniendo la 
expresión obtenida 


a=< p(***3r) 


(3) 
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en la ecuación (2), obtenemos una ecuación de 2 o orden con una función 
incógnita y. Resolviéndola, hallamos: 


y ^ (^í £3)* 


(4) 


donde C^ y C 2 son unas constantes arbitrarias. Poniendo la función (4) en 
la fórmula (3), determinamos la función z sin necesidad de nuevas integra¬ 
ciones. El conjunto de las fórmulas (3) y (4), donde y se ha sustituido 
por ijj, da la solución general del sistema (1). 


Ejemplo. Resolver el sistema 
dy 


f -¿ + 2 ! j+4z = 1 + íx, 
i dz ( 3 . 

Vte +}J ~ Z = 2 X - 


Solución, Derivamos la primera ecuación con respecto a x\ 
dx% ^ dx ' dx 


Despejando z en la primera ecuación tenemos 

=-t(‘+ 4i -s-H 

y poniendo este valor en la segunda, tendremos: 


dz 


dy 


3 

2 


a , ,1 3 

+ *+-£—■ Y u ~ 


1 dy 
4 dx 


Poniendo los valores de z y de en la ecuación obtenida después de 
derivar, llegamos a la ecuación de 2 o orden con una incógnita y: 


d%y dy 
dx^ ' dx 




Resolviéndola, hallamos 


y entonces 

Z = T ( * "t" ^ x 


y = C t e 2x + C 2 e-* x Jt-xZ + x, 

~í~ 2y ) = -Ci«w+-^ 


De forma análoga puede precederse en el caso do sistemas de mayor 
numero de ecuaciones. 

Resolver los sistemas: 


3078. 


f 

I dx 

[ ,^ z 

V dx 


= Z, 


-y~ 


3079. 


ír=y+ r ^ 

.T+»+ 32 - 0 - 


25—í 016 
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3080, 


3081. 


3083. 


3084 . 


3085. 


I dz 


= 1/ — Z . 


tí* 

dt ~~ 


dy 

dt 

dz 

dt 






( dz 

-Ü^H+z, 

3082. { % = * + 


^ — 3?, 

£/ = ()* z = 0 para # = 


3086, 




y+2e' = Q; 


* = 0, y = 4 para t~ 0. 
rfjí 

3087 
3088*. a) 


dt 

1t =x +!/' 
dy 

é7=y+ z ' 

dz , . 

j-^x+y+z. 

| ||- + 2y f z = aen;t, 

l ~Jx ~~^y~ '2z=cos£. 
f ^- + 3 ^ + 42 = 2 », 

1 dz 

(— 



destacar la curva integral q 
pasa por el punto (1; 1; —¡ 


3089. 


3090. 


í 7F + 2 = 1 ’ 




1 


dx% 

d*z 




2y + 4 z = e ■' 
3s = — 




3091*** Un proyectil sale del cañón con una velocidad inicial i 
formando un ángulo a con el horizonte- Hallar la ecuación d 
movimiento de esto proyectil, tomando la resistencia del aire pr 
porcional a la velocidad* 

3092*. Un punto material M es atraído por un centro O con una 
fuerza proporcional a la distancia que los separa. El movimiento comien¬ 
za en el punto A, ala distancia a del centro, con una velocidad inicial 
üq, perpendicular al segmento O A. Hallar la trayectoria del punto M* 


§ 16, Integración de ecuaciones diferenciales mediante series de potencias 

Si no es posible integrar una ecuación diferencial validad oso de fun¬ 
ciones elementales* su solución puedo buscarse en ciertos casos en forma 
de serie de potencias 

y — 2 A/» (*—#o)". 

n — 0 


íi) 


“ilsolucio"" io.-nét 
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Los coeficientes indeterminados %{ro=¡O f 1* 2, ...) se hallan poniendo la 
serie {1) en la ecuación e igualando los coeficientes que corresponden 
a potencias iguales del binomio s — x Q en ambos miembros de la igualdad 
así obtenida. 

También se puodo buscar la solución de la ecuación 

£' = /(*, Sf)i donde y($Q) — m* (2) 


en forma de serie de Taylox 


y (a?) = ^ 
n—O 


!/ w (£g) 

n! 




( 5 ) 


don do ij {x a ) = y 0 . jí' (*o}“/(a=ot ffp) y las siguientes derivadas £f< n, í* 0 ) 
(n:=2, 3, ...) se hallan sucesivamente derivando la ecuación (2) y susti¬ 
tuyendo x por el número xq. 

Ejemplo 1. Hallar i a solución de la ecuación 

= O, 

si y = Po. V'*=Vi P aia * = 0. 

Solución, Ponemos 

y — *0 + 01* + - * + */j£ n + 
do donde* derivando* obtenemos; 

í/*^2*lr s + 3*2c 3 a;-f- ... + n {n — i) + ntf tt+1 a n ~ 1 + 

+ (» + 2) {n + 1) c w+3 * n + ,,, 

Poniendo e y* en la ecuación dada* llegamos a la identidad 
[ 2 *lc a + 3 - 2 tf 8 *+ *..+» (» — l)c n ^ a Hr{n + l)«c n+ 1 a:^"l + 

+ (rc + 2) (w + í) * 71 + 2 ^” + ■ ■ J* [ c g+*i£ + ■ - ■ * **] s 0 T 


Reuniendo en ol primer miembro de la igualdad obtenida los términos que 
tengan x con igual exponente e igualando a coro los coeficientes que corres¬ 
ponden a estos exponentes* tendremos 


C 2 =0; 3-2e, — c 0 = 0, c s = ^; 4-3ÚÍ — c, = 0, = 5.4c 5 — c 2 = 0, 

r s 

t?t-, — »!■“'* etc* 

5*4 


En general. 


*G _ __ c í 

Í3 *~2*3*¿.6-, .. - (3As — 1)1¡Í * 3 - 1 S-4-6-7-.;,.- 3ft (3/c + l) ? 


*3Ji+g = ^ (& — 1 , 2, 3^ *., 

3^ 

j-3h+X 


Por consiguiente* 

( j.3 gAft \ 

^ *^"2^3^ 2-3-5- 6*^" ''' "*"2-3-5-ti....-(3A—l)3A +, ‘ ; J + 

^ , , ^ +1 , ^ 

donde f 0 = yo y c i==yó- 


(4) 


25* 
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Utilizando ol criterio de d’Alembert es fácil comprobar, que la serie (4) 
es convergente para — co < $ 

Ejemplo 2, Hallar la solución de la ecuación 


+ y o = y (0) — i. 

Solución. Ponemos, 

y=vo+yí*+~ z *+-~- 4-... 

f uñemos, = J/¿ = Ó+l==í« Derivando los dos miembros de la ecuación 

jr's=£-|-jf, hallamos consecutivamente y tl = i + ^=*81 + 1 = 2, — 

— 2, etc. Por consiguiente, 


y =1+¡H—— «*+—*3-1-., . 

„ 21 3! 


0 


Para ol ejemplo que examinamos, la solución encontrada se puede escribir 
en la forma definitiva 

y = l -\-x-\-2 (e x —1 — £) o bien, ^ = 2^ — 1—^ 

Análogamente debe procederse cuando se trate de ecuaciones diferencia^ 
InS de ordo nos superiores» La investigación de la convergencia de las serles 
obtenidas, en general, es complicada y no se considera obligatoria al resol¬ 
ver los problemas de este parágrafo» 

Hallar, valiéndose de serios de potencias, las soluciones de las 
ecuaciones siguientes, con las condiciones iniciales que so indican. 

En los N os . 3097, 3098, 3099 y 3101 investigar la convergen¬ 
cia do las soluciones que se obtengan. 


3093. y' = y-|-a: 2 ; —2 para a;~0. 

3094. y' —2y-\-x — i; y=sy 0 para x—í. 

3095. y' = (/-z 3 ; y =s X para x = 0 . 

3096. t/'=a: a — y 1 -, y = 0 para £ = 0. 

3097. y = 0 para ;c = Q. 
3098*. zy”-j-y = 0; y = 0, y' = 1 para ¡r = 0, 
3099. j/"4-xy = 0; y = 1, r/'=0 para x = 0. 


O 

_C/) 

0 


3100*. y"—~y'+y~Q; y— i, y' — 0 para x = 0. 


3101*. = p = l t y' = 0 para £ = 0. 

jr J» 

3102. _4-a;cos/^=0; x = «; = 0 para í = 0. 
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§ 17, Problemas sobre el método de Fourier 

Para hallar la solución do una ecuación diferencial lineal homogénea, 
m derivadas parciales, por el método de Fourier, se buscan primeramente las 
soluciones particulares de esta ecuación de tipo especial, cada una de las 
cuales representa do por sí e] producto de funciones que dependen de un 
solo argumento. En el caso más simple, se tiene un conjunto infinito do estas 
soluciones (n=^i T 2, ,linealmente independientes para cualquier 
número finito de ellas y que satisfacen a las condiciones de contorno dadas. 
La solución u que se busca, se representa en forma de serie, de estas solu¬ 
ciones parciales: 

2 CriUrt - <‘) 
n=i 

Quedan por determinar los coeficientes C n , que se hallan partiendo de las 
condiciones iniciales. 

U 11 



2 


Fig< 107 


Problema. El 
de una cuerda, cuya 


desplazamiento transversal u^u{x, t) de los puntos 
abscisa es z en d instante t } satisface a la ecuación 


b> dhi 

~d&~ a IP'* 


{2} 


donde a% — — (Tq es la t ensi os y p la densidad lineal de la cuerda). Ida llar 

la forma que tendrá esta cuerda en un instante £, si sus extremos x — O 
y x = l están sujetos y en el instante inicia] la cuerda tema la forma 

de la parábola {íig. 107) y sus puntos tenían una velocidad 

' SUa S o ración. De acuerdo con las condiciones del problema se pide 
hallar una solución « = 1/ í) de la ecuación (2), que satisfaga a las condi¬ 
ciones del contorno: 

ít(0, t) = 0, u (í, í)=ü (3) 

ya las condiciones iniciales: 

w(*.0)=-§-*<¡-z), “¡í*. 0) = 0. (á) 

Buscamos las soluciones, distintas de cero* de la ecuación (2) do tipo 
especial 

it = x(z)r (í). 
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Poniendo esta expresión en la ecuación (2) y separando las variables, obte¬ 
nemos: 

T*{t) _ X'jx) 
a?T{t) X(x) * 

Como las variables x y t son independientes, la identidad (5) solo será 
posible en el caso en que el valor total de la, relación (5) sea constante. 
Designando esta constante por medio de - X 3 , bailamos dos ecuaciones 
diferenciales ordinarias: 

r(t)+(dj»-r(0^o y (*)+>„« (*)=o. 

Resolviendo estas ecuaciones, obtenemos: 

T (t) =s A eos akt + B sen akt¡ 

X (i)=C eos kx -\*D sen kx, 

donde A t B T C, D, son constantes arbitrarias. De las condiciones (3) toi 
mos: X(Q)=0 y X (í) —O, por consiguiente, C = 0 y sen XI = O (ya que 

no puede ser igual a coro al mismo tiempo que C). Por esto, X¿ = -J2L 

donde h es un número entero. Es fácil comprobar, que no se pierde gen 
ralidnd si se toma para k únicamente los valores positivos (h = i, 2, 3, ... 

A cada valor de X¿ le corresponde una solución particular 

( , kan , . _ kan \ knx 
Ah eos-— t + Bk sen— j- t \ sen —j— , 

que satisface a las condicionen del contorno (3), 

Formamos la serie 

oo 

2 f , ™ fcaní ¡ r> frtfní \ hnx 
Mft eos—--1 sen —— , 

h=i 


cuya suma, es evidente, que satisface a la ecuación (2) ya las condición 
del contorno (3). 

Elijamos las constantes y Bk do modo que la suma de la sor 
cumpla las condiciones iniciales (4). Como 


cw 

du vi kan ( 

it = Za — 


kant kant 

sen — : r — [- Bj l cus 


*=i 


mí \ 


sen 


knx 


uponiendo f—O, obtenemos: 

«Í*t ^ x{l — x) 

l 

W 


du (#, 0) 


-S 

h**l 


kan n knx 

Bk son —— = O, 


dt XU — 

Por consiguiente, para determinar los coeficientes y B? t hay quo dcsa- 
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4 h 


rrollar on serle de FoúFÍer de senos la función u (as* 0) ¥ 


la 


fundó» = o. 

De acuerdo con las fórmulas ya conocidas (cap* VIII, § 4, 3 o 
t 


tenemos: 




-U 


Ah , T x kn* * 32fc 
^-«(I-íJsbb-j- á*--^ 


Si h oís impar, y Ah = 0 T si k os par; 

i 

kan 


*B k 


l 

La solución buscada será: 

m 




n kjix , 
O-sen—j— m- 


= 0, 0, 


0 


u —■ 


w eos (2 a-|-1) ajU 

Y 1 _ fl 6 n ( 2ff + 1 > j:ta 

2j (2»-f-l) 3 3 l 

n^U 


3103*. En el instante inicial £ = 0, una cuerda, sujeta en sus 
extremos j = 0yí = /, tenía la forma de la sinusoido u = A sen -y , 

siendo la velocidad de sus puntos igual a cero. Hallar la forma 
de esta cuerda en el instante t m 

3104*, En el instante inicial í = 0, a los puntos de una cuerda 

rectilínea 0<Cx<il se les dio una velocidad de-“=l. Hallar la forma 

que tendrá esta cuerda en el instante t f si sus extremos x=0 y x=l 
están sujetos {véase el problema 3i03)* 

3105*, Una cuerda, cuya longitudes ¿ = 100cm, está sujeta poc 
sus extremos x — 0 y En el instante inicial sb tira de ella, 

cogiéndola por el punto x = 5Qcm, y se separa de su posición 
normal hasta una distancia A — 2 cm y después se suelta sin 
empujarla. Determinar la forma de esta cuerda en cualquier instante í, 
3106*, Al vibrar longitudinalmente una varilla recta, delgada 
y homogénea, cuyo eje coincide con el do OX % el desplazamiento de 
su sección transversal u^=u{x^ £), de abscisa en el instante £* 
satisface a la ecuación 


d*u 

dt* 




O^LL 


donde — [E es el módulo de Young y p la densidad do la 

varilla)* Determinar las vibraciones longitudinales de una varilla 
horizontal elástica, cuya longitud es Z = 100 cm, que, estando 
sujeta por uno de sus extremos, y estirándose por el otro 

x^iOQ, una longitud Aü = í cm, se suelta después sin empujarla. 
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. i:>ara I a varilla recta homogénea, cuyo eje coincide cou 

el de ox, la temperatura u = u(x, t) de su sección de abscisa x, 
en un instante t, cuando no existen fuentes do calor, satisface 
a la ecuación de la conductividad calorífica 

_ n 

dt ^ 1 

dondo a es una constante. Determinar ia distribución de la tem¬ 
peratura en una varilla de 100 cm de longitud, para cualquier 
instante £, si se conoce la distribución inicial de aquélla 

u(x, Q) = 0,0ix(í00~x). 
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CALCULOS APROXIMADOS 


§ 1, Operaciones con números aproximados 


i°. Error absoluto. El error absoluto do un número aproximado a, 
que sustituye a un número exacto A , es el valor absoluto do la diferencia 
entre ellos. El numero A, que satisface a la desigualdad 


\A — a | < A, 


(i) 


recibe el nombre de límite del error absoluto > El número exacto A se halla 


entre los límites a—A < A o, más abreviadamente, A^a ± A. 

2. Error relativo. Se entiende por error relativo de un número 
aproximado a ? que sustituye a un número exacto la razón dol 

error absoluto del número a al número exacto A. El número d, que satis¬ 
face a la desigualdad 



( 2 > 


SO llama límite del error relativo del número aproximado a. Como práctica* 
mente .4 a , como límite doi error relativo se toma con frecuencia el 

núme ro ó — ™ , 

a 

3 o , Número de cifras decimales exactas. So dice que un 
numero aproximado y positivo a* escrito en forma decimal tiene n cifras 
decimales exactas en sentido estricto , si el valor absoluto del error de esto 
1 

número no excede de -g- de la unidad decimal de orden enésimo. En este 
caso, cuando rc>l T so puede tomar como límite del error relativo el número 



donde k es la primera cifra con valor dol número a, Recíprocamente, si se 



número a tendrá n cifras decimales 


exactas en sentido estricto. Bn particular, el número a tendrá con toda 



seguridad n cifras exactas en sentido estricto, si ó <!tt | -Jq- 


Si el error absoluto do un numero aproximado a uo excede de uua unidad 
decimal del último orden {como ocurre, por ej-, con los números que resul¬ 
tan do las mediciones con exactitud hasta la unidad correspondiente), se dice 
que todas las cifras decimales de este número aproximado sen exactas en 
sentido amplio. Cuando el número aproximado tiene más cifras significativas, 
éste, si es el resoltado final de cálculos, se redondea generalmente de tal 
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forma, que todas las cifras que so dejan sean exactas en sentido estricto 
o en sentido amplio. 

En le sucesivo supondremos que, al escribir los datos iniciales» todas 
las cifras son exactas (siempre que no se advierta lo contrario) en sentido 
estricto. En cuanto a los resultados de los cálculos intermedios, éstos podrán 
tener una o dos cifras de reserva. 

Hay que advertir, que los ejemplos de este parágrafo, por regla general, 
representan de por sí los resultados finales de cálculos y, por consiguiente, 
las respuestas se dan en números aproximados que sólo contienen cifras 
decimales exactas, 

4 o , Suma y resta de numeras aproximados. El límite del 
error absoluto do la suma algébrica do varios números, es igual a !a suma 
de los límites de ios errores absolutos de estos números, Por esto, para que 
eo la suma de una cantidad reducida de números aproximados, cuyas cifras 
decimales sean todas exactas» figuren solamente cifras exactas (por le 
menos en sentido amplio), hay que igualar todos los sumandos, tomando 
como patrón aquel que tonga menos cifras decimales, y dejar en cada uno 
de ellos,una cifra de reserva, Lne^o» se sumarán los números así obtenidos, 
como exactos, y se redondeará la ultima cifra de la suma. 

Si se trata de sumar números aproximados sin redondear, hay que pro¬ 
ceder a su redondeo, conservando en cada uno de los sumandos una o dos 
cifras do reserva, y luego regirse por las reglas a que nos hemos referido 
más arriba, reteniendo en la suma las cifras do reserva correspondientes 
asta terminar las operaciones, 

Ejomp.k i. 

215,21+ 14,182+21,4 = 215,2(1)+ 144(8)+21,4 = 250,8, 

El error relativo da una suma de sumandos positivos no oxcede al 
mayor de ios errores relativos do sumandos. 

* El error relativo de una resta no es fácil de calcular. Sobro todo, cuando 
se trata de hallar la diferencia entre dos números próximos. 

Ejemplo 2. Ai restar los números aproximados 6,185 y 6,131, con 
cuatro cifras exactas, obtenemos una diferencia de 0,004, El límite de su 

— 0 , 001 -{—— 0,001 1 

error relativo es igual a ó =-Ó _ 004-^-^=0,25; por consiguien¬ 

te, ni una sola de las cifras de la diferencia es cierta. Por esta razón, 
deben evitarse, siempre que este sea posible, las restas do números apro¬ 
ximados» próximos entro sí, transformando, si es preciso, la expresión de 
que se trate de tal forma, que desaparezca esta operación. 

5 o , Multiplicación y división de números aproxima- 
ú o 5. El límite del error relativo dol producto y cociente de números 
aproximados es igual a la suma de ios límites de los errores relativos 
de estos números. Partiendo de esto y aplicando la regla sobre el número 
de cifras exactas (3°), en la respuesta se conservará únicamente un número 
determinado de cifras. 

Ejomplo 3. El producto de los números aproximados 25,3-442 = 
= 104» 236, 

Suponiendo que todas las cifras de los factores sean exactas, obtendre¬ 
mos, quo el límite do! error relativo do! producto será 


i 
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De donde, el número do cifras exactas del producto será igual a tres 
v el resultado, si es definitivo, deberá escribirse así: 25,3-4,12 = 104, o más 
exactamente, 25,3-4,12 = 104,2 ± 0,3. , 

6°. Elevación a potencias y extracción de raíces de 
números aproximados. El límite del error relativo de la potencia 
emésima de un número aproximado a, es igual al múltiplo m-s Itrio del 
límite del error de este número. 

El límite del error relativo de la raía m-sima de un numero aproxi¬ 
mado a } es igual a — parte del límite del orror relativo del número a. 

Cálenlo del error resultante de diversas opera¬ 
ciones con números aproximados. Sí Aa^ , .,» Aa n son los 
límites de los errores absolutos de los números aproximados a^, * - - í caí 
el límite del error absoluto AS del resultado 


S = f (a ít üji) 

íe puede valorar aproximadamente por la fórmula 


AS s 


lat | Aa í+'" + 


JL 

dan. 


Aaju 


En este caso* el límite del error relativo S será igual a 


t r AS 

* S = JT\- 


df 


da 4 


A&i 


i/i 


+ ■■■ + r^r 


df I 


1 l/t 


din i 


da* 


Adi + - ■ ■ + 


din/ 


da n 


Aa n . 


Ejemplo 4. Calcular S .= In (10,3 + '1/4,4); los números aproximado 
40,3 y 4,4 tienen todas las cifras exactas. 

Solución. Calculamos primeramente el límite del error absoluto A* 

f / , , 1 A& \ 

«n su forma general: S — ln (a + yb ), &S— yTV Aa ” 


2 Vb> 


—}. Teñe 


mos Aa = Afc^- 2 o-; 1/4,4 = 2,0976 dejamos 2,1, ya que el error relativ 

_ i { 1 

del número aproximado ~|/4,4 es igual a ' " 45 ” ” *#q~ ' error absolut 

1 i 

será entonces ss* 2 ■ ^ — ~Tq ; es decir, de las décimas se puede estar según 
Por consiguiente, 

AS ~ 10 , 3 -+ 2 ,T ('Zr + T'».2 ( i) = 12,4-20 í 1 ^^) “2604'''°’ 00 °' 


Lo que significa que las centésimas son exactas. 

Ahora procedemos al cálculo con una cifra de reserva: 

lg (10,3 +V“) 12,4 = 1,093; ln (10,3 + 1/17*) ^1,093-2,303 = 2,517. 

Obtenemos la respuesta: 2,52. 

8°. Detcr m inaci ó n de los errores^ tolerables cu los 
números aproximados cuando se fija el error que 
puede tener el resultado de las operaciones que con 
olios se efectúan. 
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Aplicando las fórmulas del punto 7, cuando se dan los valores de AA* 
y do éS\ y considerando iguales entre sí todas las diferenciales parciales 


ü 

dtlk 


A a/i o las cantidades 


df 




Aah 


\f\ 


calculamos los errores absolutos 


tolerables Áa it . rtJ Aa n) , do los números aproximados que 

intervienen en las operaciones (principio de la igualdad de influencias). 

Debe advertirse, que en ciertas ocasiones no os conveniente emplear ol 
principio de la igualdad de influencias en el cálculo do los errores tole¬ 
rables de los argumentos do las funciones, ya que esto puede presentar 
exigencias prácticamente imposibles de satisfacer* En estos casos se reco¬ 
mienda redistribuir los errores de la forma más racional, si ello es posible, 
do modo que el error total no exceda la cantidad dada. Es decir, el pro¬ 
blema así planteado, propiamente hablan do, es indeterminado* 


É j e m p 1 o 5, El volumen de la «cuña cilindrica», es decir, del cuerpo 
truncado dol cilindro circular por un plano, que pasando por el diámetro 
de la base, igual a 2i7, forma con ella un ángulo a, se calcula por ía for- 

muía F = -g-J? 3 tg a. ¿Con que precisión deberán medirse el radio R 60 cm 

y el ángulo do Inclinación a, para que el volumen de la cuna cilindrica 
pueda conocerse con una exactitud hasta de 1%? 


0 

6 


Solución, Si AF, A R y Aa son los límites de los errores absolutos 0 
do las magnitudes F, R y a, el límite del error relativo del volumen V 
que se calcula será 

^ BATÍ ^ 2A a i 


sen 2a ^ 100 


¡suponemos 


sen 2a 


’ 200 ' 


De donde 


O 

o 


l\R 


Aa< 


„ R 

^ 600 
sen 2a 
"IDO” 


60 cm 

~6SoT 


— i inm; 


£ Tñ 7 \ di radián 9' 
40U 


Do esta forma, aseguraremos la exactitud del 1% que se nos exigía, si 
medimos el radio con una precisión hasta de í mm y el ángulo de incli¬ 
nación a, con precisión hasta de 9\ 


3108, Como resultado de mediciones se han obtenido los si- 
guíenles números aproximados, con todas las cifras escritas exactas 
en sentido amplio: 

a) 12*07'14 ff ; b) 38,5 cm; c) 63,215 kg. 

Calcular sus errores absolutos y relativos* 

3109- Calcular los errores absolutos y relativos de los núme¬ 
ros aproximados, con todas las cifras escritas exactas en sentido 

a üf pirln 1 

a) 241,7; b) 0,035; c) 3,14. 

3110. Determinar el número de cifras exactas *) y escribir en la 

forma que corresponde los números aproximados siguientes: 


O 

w 

(D 

5 

$ 

5 


*) Las cifras exactas se entienden en sentido estricto. 
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a) 48,361 con precisión de un 1%; 

b) 14,9360 con precisión de un 1%; 

o) 592,8 con precisión de un 2%, 

3111. Sumar los siguientes números aproximados, con todas 
las cifras escritas exactas: 

a) 25,386 + 0,49 + 3,10 + 0,5; 

b) 1,2-10 a +41,72+ 0,09; 

c) 38,1 + 2,0 + 3,124. 

3112. Efectuar la resta de los siguientes números aproximados, 
con todas las cifras escritas exactas: 

a) 148,1 — 63,871; b) 29,72-11,25; c) 34,22-34,21. 

3113*. Calcular la diferencia entre las áreas de dos cuadrados, 
cuyos lados, según las mediciones, son iguales a 15,28 cm 
y 15,22 cm (con exactitud basta de 0,05 mm), 

3114. Calcular el producto de los siguientes números aproxi¬ 
mados, con todas las cifras escritas exactas; 
a) 3,49-8,6; b) 25,1-1,743; c) 0,02-16,5. 

Indicar los límites probables do los resultados. 

3115. Los lados de un rectángulo son iguales a 4,02 m y 4,96 m 
(con precisión hasta de 1 cm). Calcular el área de este rec¬ 
tángulo. 

3116. Calcular el cociente de los números aproximados siguien¬ 
tes, cuyas cifras escritas son todas exactas: 

a) 5,684: 5,032; b) 0,144: 1,2; c) 216:4. 

3117. Los catetos de un triángulo rectángulo son iguales 
a 12,10 cm y 25,21 cm (con precisión hasta 0,01 cm). Calcular 
la tangente del ángulo opuesto al primer cateto. 

3118. Calcular Jas potencias í[ub se indican de los siguientes 
números aproximados (las bases do las potencias son exactas en 
todas las cifras escritas): 

a) 0,4158 E ; b) 65,2 3 ; c) 1,5 2 . 

3119. El lado de un cuadrado es igual a 45,3 cm (con preci¬ 
sión basta 1 mm). Hallar el área de dicho cuadrado. 

3120. Calcular el valor de las siguientes raíces (los números 
subradicales son exactos en todas las cifras escritas): 

a) Y 2,715; b) c ) 

3121. Los radios de las bases y la generatriz de un cono 

truncado son iguales respectivamente a i? —23,64 cm ¿ 0,01 cm: 
r =¡ 1 7,31 ^ 0,01 cm y 1 = 10,21 cm ± 00,1 cm; el número n — 3,14. 
Calcular, según estos datos, la superficie total de este cono trun¬ 
cado. Acotar los errores, absoluto y relativo, del resultado. 

3122. La hipotenusa de un triángulo rectángulo es igual 

a 15,4 cm dr 0,1 cm; uno de los catetos es igual a 6,8 cm ^ 0,1 cm. 
¿Con qué exactitud so pueden calcular, con estos datos^ el otro 

cateto y el ángulo agudo adyacente a él? Hallar sus valores. 
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3123. Calcular el peso específico del aluminio, si un cilindro 
de dicho metal, de 2 cm de diámetro y 11 cm de altura, pesa 93,4 g. 
El error relativo de las mediciones lineales es igual a 0,01 y el 
de la- determinación del poso, 0,001. 

3124. Calcular la intensidad de ia corriente, si la fuerza 
electromotriz es igual a 221 voltios ± 1 voltio y la resistencia, 
809 ohmios ± 1 ohmio. 

3125. El período de oscilación de un péndulo de longitud l es 
igual a 



donde g es la aceleración do la gravedad, ¿Con qué precisión debe 
medirse la longitud de un péndulo, cuyo período de oscilación 
es, aproximadamente, de 2 seg, para conocer este período de oscila¬ 
ción con un error relativo del Ü,5%? ¿Con qué exactitud deben 
tomarse los valores de ji y de g? 

3126* Se necesita medir, con una precisión del 1%, el área 
de la superficie lateral de un cono truncado, los radios de cuyas 
bases tienen respectivamente 2 m y 1 m y la generatriz 5 ^ 
(aproximadamente), ¿Con qué precisión se deben medir los radios 
y la generatriz y con cuántas cifras debe tomarse el número n? 

3127. Para determinar el módulo de Young por la flexión de 
una varilla de sección rectangular se emplea la fórmula 



donde l es la longitud de la varilla; b y ci* la base y la altura 
de la sección transversal de la misma; -s, la sagita de flexión y P* 
la carga, ¿Con qué precisión deberán medirse la longitud l y la 
sagita para que el error de E no exceda del o T 5%, conc ia con 
dieión de que P se conoce con una precisión hasta el 0,1% y lab 
magnitudes d y b con precisión hasta el 1%; l ^ 50 cm y s ^ 2,5 cm? 


§ 2 Interpolación de funciones 

I o * Fórmula de interpolación de N c \v t o n* Sean x Ú7 . 

# los valeres tabulares del argumento, cuyas diferencias, h=^Axi (Axi=- 
1 - 3 ;., — 3 ¿: 1, ... fl — i), son constantes ( intervalo de la tabla) o 

. ■ .jí/n, los correspondientes valores de la función y. En este caso, el 
valor de la función y f para un valor intermedio del argumento x % se da, 
aproximadamente, por la formula de interpolación de Aewton . 



donde q = y A y^ Vl -y 9 , áS ÍÍ0 = áy 1 -4E»o. 11 son las sucesivas di!* 
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rencias finitas do la función y. Para (i — Q, i* *. M n) f ©1 polinomio (1) 

toma los valores correspondientes de la tabla y¿(f=0 t Como 

casos particulares de la fórmula de Newton se obtienen; para n — í, la 
interpolación lineal y para n^2 > la interpolación cuadrática. Para facilitar 
oí uso do la fórmula de New ton t se recomienda formar previamente las 
tablas de las diferencias finitas* 

Si y = f(z) es un polinomio de rc-simo grado, 

A n Í/l^const y = 0 

y t por consiguiente, la fórmula (1) os exacta. 

En el caso general, si f{x) tiene una derivada continua /* n+1 > (s) en el 
segmento [a, b], que contiene ios puntos zq, a*, . y x, el error de la 
órmuln (1) será igual a 

„ 4 , . v g«:• (q — i-ri) t __ 

(&) — y — X i “ /! ^ ¿/o —“ 

i—O 

“ ft" 41 q (gr - (n + ‘l)r~ ra) f ' n+lí < S) . (2) 

donde | es un valor intermedio determinado entre íí(í= 0, 1, y £. 

En la práctica se utiliza una fórmula aproximada más cómoda: 

Rn x ^ ( 1 r +T) T ^ ^ 1 ^ •• n )- 

Si se puedo tomar cualquier número n, éste deberá elegirse de tal 
forma, que la diferencia A n +tyo sea ««O dontro de los límites de exactitud 
dada* Eu otras palabras, las diferencias A n jy<i deben ser constantes en los 
órdenes decimales que se dan* 

Ej empio í* Hallar el sen 26 a 15\ valiéndose de los datos que dan 
las tablas: sen 26° = 0,43837, sen 27°-=0,45399 y sen 28° = 0,46947. 

Solución* Formamos la tabla 


i 


Vi 

&*Ji 

A 2 y¡ 

0 

26° 

0,43837 

1562 

—14 

i 

27 3 

0,45399 

1548 


2 

28* 

0,46947 




Aquí, h =60% 


q— 


26 * 15 ' — 26 ° 
60 ' 


1 

4 ‘ 


Aplicando la fórmula (i) y u til izando la primera línea horizontal de 
la tabla, tenemos 


son 26*15'=: 0,43837 + 


0 , 01562 + 




21 


(- 0 , 00014 ) = 0 , 44229 . 
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Acotamos el error Aplicando la fórmula (2) y teniendo m cuenta 
que |y <n >|^l» si y = seas, tenemos: 

!H K -iíi^Mz!lfiL] 3 _-x_i_^ .Lio-» 

|jRe|4 * 3! USO/ “428 57,33 :í 4 + 

Es decir, que todas las cifras dadas para el sen 26^15' son osadas* 

Valiéndose de la fórmula de New ton también se puede hallar el valor 
correspondiente del argumento £ partiendo do un valor intermedio dado 
de la función y (interpolación inversa}- Para esto, primeramente, se deter¬ 
mina el correspondiente valor de q T por el método de las aproximaciones 
sucesivas, suponiendo: 

* Ay 0 


y 


0 






2 | 


Ay 0 


qiUfaíiy — i) ,.. (qii> — n + i) A n y 0 
ni A i/o 


(í=0, 1, 2_.) 

Por q se toma el valor común (¡con la exactitud dada!) de dos aproxima¬ 
ciones sucesivas qW^ssqVM+lK De donde, x = 

Ejemplo 2. Valiéndose de la tabla calcular aproximadamente la raía 
de la ecuación sh x = h. 

'o 

O 

_co 

0 


X 

y = sh x 

Ay 

á^y 

2,2 

4,457 

1,009 

0,220 

2,4 

5,466 

1,229 


2,6 

6,695 




$ elución. Tomando ¡fo—4,457 f tememos: 

5—4,45? 0,543 


? (0í = . 




q tf to (4 — ¿% Q 

2 Ay 0 


1,009 

= 0*538- 


-0,538; 


1,009 
0,533 0,402 0,220 


1,009 

* 0,538+0,027=0*505; 


«m-, 


= O í 538-(' 


0,505*0,435 0,220 


2 


1,009 


— 0,538 4-0,027 = 0,565. 


Do esta forma, se puede tomar 

i = 2,2 -¡-0,505-0,2^2,2 + 0,113 = 2,313. 

2 a , Fórmula de interpolación de L a g r a n g e, En el caso 
general, el polinomio de enésimo grado, que para x ^=xí toma los valores 
dados de y¡(í = Ü, 1, viene dado por la fórmula de interpolación de 
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La gran ge 


y^ 


(* — ^i) (s —s a ).. ■(* —SfJ y _i (s + Sq) — f 

(*ü — *i) (as 0 —^a) — (^0 — -^t») ^ Ü_h (^i — H) — ar 3 ) — (j^í — ar n ) í/l_i “" ' 

s _L (^ — ^o) (ag + ¿Ci) t ..(s — ^- t ) {X — Xk+I )...(g —J? n ) t 

"""— ^i)-- .(«A — ar/i-i) (*—ffft+i).. —s„) 

fo—£p) (¿c—as t ),.* (s —Jn-j) 

’ + ’^~ (*» —* 0 ) —*n-i) 




3128, Dada la tabla de valores de x e y: 


X 

í 

2 

3 

4 

5 

6 

y 

3 

10 

15 

12 

9 

5 


Formar la tabla do las diferencias finitas de la función r/ t 

3129, Formar la tabla de las diferencias de la función y = x* — 

— 5x 2 -\-x^ 1, para los valores de x=í, 3, 5, 7, 9 y 11. Cercio¬ 
rarse de que todas las diferencias finitas de 3 o orden son iguales 
entro sí. 

3130*. Valiéndose de la constancia do las diferencias de 4 o 
orden, formar la tabla de las diferencias de la función y = x i — 

— 10x 3 + 2x 2 4 - 3#, para los valores enteros de x comprendidos 
en el intervalo l <x<10, 

3131. Dada la tabla 

lg 1 = 0,000, 

Ig 2 = 0,301» 
lg 3 = 0,477, 

]g 4 = 0,602 * 
lg5 = 0,699| 

calcular, valiéndose de la interpolación lineal, los números: Jg 1,7; 
Ig2,5; lg 3,1 y lg4,6. 

3132, Dada la tabla 

son 10= = 0,1736, sen 13° = 0,2250* 
sen 1T = 0,1908, son 14° = 0,2419, 
sen 12° = 0,2079, sen 15° = 0,2388, 

completarla, calculando para ello, por la fórmula de Newton 
(para 2), los valores de los senos cada medio grado. 


26—1016 
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3133. Formar el polinomio de interpolación de Newton para la 
función dada por la tabla 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

y 

1 

4 

15 

40 

85 


3134*. Formar el polinomio de interpolación de Newton para 
la función dada por la tabla 


X 

2 

4 

6 

8 

10 

y 

3 

11 

27 

50 

83 


Hallar y para # = 5,5. ¿Para qué x será y = 20? 
3135. Una función está dada por la tabla 


X 

-2 

1 

2 

4 

y 

25 

-8 

-15 

-23 


Formar el polinomio de interpolación do Lagrange y halla 
el valor de y para x = 0, 

3136. Empíricamente se han determinado las magnitudes d 
la contracción de un resorte (x mm) en dependencia de la 
cargas ( Pkg ) que actáan sobre él: 


X 

5 

10 

15 

20 

25 

30 

35 

40 

p 

49 

105 

172 

253 

352 

473 

619 

793 


Hallar la carga quo produzca una contracción de 14 mm del resorte 
3137. Bada la tabla de las magnitudes x e y 


X 

0 

i 

3 

4 

5 

y 

i 

— 3 

25 

129 

381 


calcular el valor de y para x — 0,5 yx = 2: a) valiéndose de la 
Interpolación lineal; b) por la fórmula de Lagrange* 


» i Cfl (p ^ 
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§ 3. Calculo de las raíces reales de las ecuaciones 


1'^ Determinación de las aproximaciones iniciales 
las raíces. La determinación aproximada de las raíces de 


d e 

ecuación dada 


una 


/(*)- o 


( 1 ) 


s0 . divide en dos etapas: 1) la separación de las raíces* es decir, la deter¬ 
minación de los intervalos, lo más estrechos posibles, entre los que está 
comprendida una y solo una raíz do la ecuación (1); 2) el cálculo de las 
raíces con oí grado de exactitud prefijado. 

Si la función f (z) está determinada y es continua en ol segmento 
[&, £?] y / (tí)‘/(a) G, en este segmento [ a , 5] habrá por lo menos una raíz E 
de la ecuación (i). Esta raíz será indudablemente ¿nica, si f ! (x) > ó 
O f (x) < o para a < x < b. w 

Para hallar aproximadamente la raíz | se recomienda construir la 
granea cíe la función y = f(x) en papel inilimetrado. Las abscisas de los 
puntes de intersección de la gráfica con el ojo OX serán las raíces de la 
ecuación O, A veces, es más cómodo sustituir esta ecuación por sn 

equivalente Entonces las raíces do la ecuación se hallan 

como abscisas de los puntos de intersección de las gráficas y — (x) 

e y =ij) (x). 

2°. Regla dé las partes proporcionales (método do 
las cuerda a). Si en el segmento \a, b] se encuentra una raíz única § 
de la ecuación /(*) = {), donde la función / ($) es continua en dicho seg¬ 
mento [a, b] 7 al sustituir la curva y = / (*) por la cuerda que une los puntos 
(a; f(®)) y (&; /(&)), obtenemos la primera aproximación de la raíz 


( 2 ) 


Para obtener la segunda aproximación c 2 , aplicamos la fórmula (2) a aquel 
de los segmentos [a* c*] o {q,. b] en cuyos extremos la función f (:r) tenga 
valores de signos contrarios. De Ja misma forma se construyen las siguientes 
aproximaciones. La sucesión do los números c n (y^ i 5 2, ...) converge 
hacia la raíz §, es decir 

lim e n =± g, 

71—VOQ 


El cálculo do las aproximaciones c { , €%* .por lo general, debe continuarse 
hasta que cesen de variar las cifras decimales quo se conservan en la 
respuesta (jdo acuerdo con el grado de exactitud dado!). Para las operacio¬ 
nes intermedias deben tomarse una o dos cifras de reserva. Esta indica¬ 
ción tiene carácter general. 

Si la función / (x) tiene una derivada f f U) continua y diferente de 
cero en el segmento [a* 6], para acotar el error absoluto de la raíz aproxi- 
mada c nT so puede emplear la fórmula 


donde 



min | Y (a?) |. 


3°. Método de Norton (de 1 a a tangentes). Si /' (a?) ^ O 
y (x) ^ O para siendo /(tí)/(b)<0, / (a) T (a) > O, las apro- 

20 * 
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ximaciones sucesivas x n {n=n O, í f 2 t _*) de la raíz g de la ecuación f {*) = ()* 
se calculan por /as fórmulas 

^0 ,=B ^» ~~ Y~{z í R = ^ ^ ' * ■)* {^) 

Cuando se cumplen estas suposiciones, la sucesión x n (n = í t 2 ♦ ♦ * *) es 
monótona» y 

lim x n =l' 

7Í-H5U 


Para acotar los errores se puede utilizar la fórmula 

i * ti..- I / (^n) I 

I \^r - - — > 

donde jr= min | f (x) |* 

En lo práctica resulta más cómodo el empleo de fórmulas monos com¬ 
plicadas 

xq = a $ x n — £ n _i €L.f {Xji— j) (w = 1, 2, - -.), (3 ) 

donde a — f que dan, aproximadamente, la misma exactitud que la 
f (a) * 

formula (3). 

Si / (ó) /"(!))>{)» en tas fórmulas (8) y (3') deberá suponerse 3^ = ó* 
ó*. Método de iteración* Supongamos que la ecuación dada so 
ha reducido a la forma 


£ — 9 Wt (^) 

donde | qj'(a) 1 <; r < 1 (r es una constante) para a h, Partiendo dol 

valor inicial uo perteneciente al segmento [ a t 6], formamos La sucesión 
de Los números x u x 2t ... según La siguiente ley: 

T (^o)í 9%"*Q(*th ■ ■ 

Si (n = l, 2, ...}, ei límite 



l^lim s n 

7VHM50 

será la única raíz do la ecuación (4) en el segmento [a t h ] T es decir, 
son las aproximacionús sucesivas do la raíz g* 

La acotación del error absoluto de la enésima aproximación ele x n la 
da la fórmula 


I l — *n\< 


i ^n ±1 ~ 1 

4—r 


Por esto, si x n y coinciden con uua exactitud hasta £, el limíte del 
, R 

error absoluto dfi % sera ^ __ r - 

Para transformar la ecuación /(x)~0 a la forma (4) so sustituye esta 
última por la ecuación equivalente 

JL'=5JC — Xf (tf), 


donde el número % ^ O se elige de tal forma, que ia función {&)] = 

»1—fc t f'(j¡) sea pequeña en valor absoluto en las proximidades dol punto 
£ 0 (por ej.» se puedo suponer que 1 — (^o) — 0). 
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Ejemplo 1, Reducir la ecuación 2x— lux—4 = 0 a la forma (4), si 
la aproximación inicial de la raíz 

Solución. Aquí j (x) = 2x— la x—4; }' (x) = 2 — i-. Escribimos la 

ecuación equivalente x = x — l(2x—h\j;— -4) y en calidad de uno de los 
valores convenientes do k tomamos 0,5, número próximo a la raíz de la 
ecuación 

i —X í 2—— ) I =0, es decir, a ^ 0,(1. 

V £ / |x^ 2 t 5 1,0 

La ecuación Inicial se reduce a la íorma 


o bien, 


x=zz — 0,5^2ar — ln x — 4) 
1 


x — 2 - 


2 


ln x. 


m , Ejemplo 2. Calcular con exactitud basta 0,01 la raíz | do la ecua¬ 
ción precedente, comprendida entre 2 y 3. 

Célenlo de la raíz p o r el m oto d o de iteración. Apro¬ 
vechamos el resultado del ejemplo 1, suponiendo £ 0 = 2 s d, E! cálculo lo rea¬ 
lizamos según las fórmulas (5) t con una cifra de re se r va * 


^i=2+ylii2,5^2 t 458, 
^á=2+i-ln 2,458 as 2,450, 
ln 2,450 ^ 2,448, 
^=2+4 ln2,448 ^ 2,448. 


Es decir, | ^ 245 (el proceso de aproximaciones ulteriores puede darse por 
terminado, ya que la tercera cifra decimal (las milésimas) se han fijado). 
Procedemos a acotar el error. Aquí 

i 1 

< 3 P (:c) = 2+y ln x y 9 ' ( 2 ) = — - 

Considerando que todas las aproximaciones x n se encuentran en el segmento 
[2,4; 2,5], obtenemos 


0 

O 

0 

c 

o 

o 

o 

C/) 

0 


- mas | q/ ($) (= 


1 


2-2,4 


= 0 , 21 . 


Por consiguiente, eí límite del error absoluto do la aproximación x^ de 
acuerdo con la observación hecha anteriormente, es 

{& = 7^44? ■ 0,0012 3B 0,001. 

De esta forma, la raíz exacta | de la ecuación se encuentra entre los limites 


2,447 < IX 2,449; 

puede tomarse |^2,45, y todas las cifras do este número aproximado 
serán exactas en sentido estricto* 
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Cálculo do la raíz por el método do Newton. Aquí 

? l^) ~ Sar™- In x — 4i f'(x) = 2——, /"(;&} = —. 

En el segmento 2 < a? < 3 tememos: /' (s) >0 y f* (x}> 0; / (2} / (3) < 0 
y /(3)/"(3)>a Por consiguiente, las condiciones del apartado 3°, para 
se cumplen. 

Tomamos 


«- (2-l) _1 =0,6. 

Hacemos los cálculos por la fórmula (3'), gou dos cifras do reserva 
a:, = 3 — 0,0 (2-3— In 3 — 4} = 2,4592; 
x 2 =2,4592 - 0,0 (2 ■ 2,4592 - lo 2,4592 - 4) = 2,4481; 
s 3 = 2,448í —0,6 (2-2,4481 - In 2,4481 -4} = 2,4477; 

Xj¡ = 2,4477 — 0,0 (2-2,4477 - ln 2,4477 — 4) = 2,4475. 

En esta otapa suspendemos los cálculos, ya que las cifras do las miló- 
simas no cambian más, Damos la respuesta; la raíz g —2,45. Omitimos i a 
acotación del error. 

5 J . Caso do un sistema de dos ecuaciones. Supongamos 
que hay que calcular, con un grado de exactitud dado, las raíces reales de 
un sistema do dos ecuaciones con des incógnitas 


m 


f / (*, y) =o, 
l <p(*, i/)=o, 

y supongamos también, que se. tiene la aproximación inicial de una de las 
soluciones {§, q) de esto sistema, x=x fh = 

Esta aproximación inicial puedo obtenerse, por ej. T gráficamente, cons¬ 
truyendo (en un mismo sistema de coordenadas cartesianas) Las curvas 
/{#» y) = 0 y <p(r, y) = 0 y ciotorminando las coordenadas do los puntos do 
intersección do estas curvas. 

a) Método do Norton. Supongamos que el determinante funcional 

r £ (/* <P) 

y) 

no se anula en las proximidades de la aproximación inicial x = x^ y = tf& 
En este caso, por el método de Ncwton, la primera aproximación del resul¬ 
tado dol sistema (6) tiene la forma x t — i/i = yü+Poi donde a 0 * Po 

es la solución del sistema de las dos ecuaciones lineales 

/ fen í/o)í^oi £ 0 ) 4- Poli/ (^Oj ¥<}) ~ O? 

9(^01 í / ü ) +GW* (^o* Fo) + P§<py (^o* # 0 ) —0. 

La segunda aproximación so consigue por el mismo procedimiento: 

X**=Bl+OL- it U2 = l Jí+Plf 

donde a*, es La solución del sistema de ecuaciones !incales 


1 { x ti í/i) + Pi/y yj}=0, 

í/i) + Q i9^ ( x i* í/i) +PiTí/ 

Aná legamente se obtiene la tercera y demás aproximaciones. 
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b) Método do iteración. Para 3a resolución del sistema do ecua¬ 
ciones (6) se puedo emplear el método de iteración* transformando este sis¬ 
tema a la forma equivalente 


f x = F(x, y), 
l £í = €>te*tf) 


te) 


■y suponiendo, que # 

\F x fa y) 1 + 1 <!>;<*• y) I<r<i; i F'te, *)| +1©' (X, f/)|<r<i (8) 

<en un entorno b i dimensional determinado V t do la aproximación inicial 
(x 0í y 0 ) f que contiene también la solución exacta (|, p) del sistema. 

La sucesión de las aproximaciones te 4f y n ) (n = 1,2,,,,), que converge 
hacia la solución del sistema (7), o, lo que es lo mismo, hacia la solución 
del sistema (6), se forma según la siguiente ley: 

ij 0 ) r y i = Q){x ú , y 0 ), 

%= F {x v y,), yz — ^ tei» Vi)' 

£ 3 — F ( x & («j, y 


Si todas las (r rtT y n ) pertenecen a U 7 l i m |, Hm ^ = 

Para transformar el sistema de ecuaciones (6) a la forma (7), cumpliendo 
la condición (8), se puedo recomendar el siguiente procedimiento. Examina¬ 
mos el sistema de ecuaciones 

/ a/ te, y) -h pq> te» u) = 0» 

l y/te? *j)+ü<p(*> v)=Q> 

equivalente al sistema (6) con la condición de que 
mos a escribir de la forma: 

x = x + af (x, y) + Py {x, y) = F (x, y), 

y=y + yf te? y) + te, y) ^ ® te, y)- 

Elegimos los parámetros a, p t y, ó, de modo, que las derivadas parciales 
de las funciones F te» y) y ó te, y) sean iguales o próximas a cero para Ja 
aproximación inicial, es decir, hallarnos a y p, y* ó? como solucionas aproxi¬ 
madas del sistema de ecuaciones 

'1 te<n teo* yo) — 

a/¿teoí yo)+W v (*o> 1 / 0 )“ o, 
v/iteíh yo)+%¿teo> ^ 0 )=^ 

1 + Y/y (*0» yo) + ^ teo T y 0 )^0- 

Eligiendo de esta forma los parametros ct t p, y, 5 y partiendo do la 
suposición do qué las derivadas parciales de las funciones f (x t y) y ij) 
varían relativamente despacio en el entorno de la aproximación inicial 
teüi y 0)1 I a condición (8) so cumplirá. 


^ j =£ O, Lo volve- 
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Ejemplo 3. Reducir el sistema de ecuaciones 


{ 


1^0, 

X 7 - X asas 0 


a la forma (7), si la aproximación Inicial de k raíz es — 0,8, y o =0,55. 


Solución, Aquí / (*, I/) = ^ + ir* — 1, y (z, y)^z li — y; f' x (x 0 , ¿/ 0 ) = 1,6, 
ffo) —ii i; (#o» i/o) = 1,9+ ip¡,(s 0í p 0 )=— 1, 

Escribimos el sistema, equivalente al de partí da t 


/ a(** + y*-l) + p(*~tf>-0, / la, P 

l i I Yt a 

cu la forma 

£ — #+«{¿c 2 -rp*—l)+p 

í'-*a?+T (ff a + Sf a —l) + ó (z 3 — i/)* 

Elegimos en calidad de valores numéricos convenientes de a t p, y, 
solución del sistema de ecuaciones 

f 1 + 1,0 a+1,92 P” 0, 
l t l a—P“0, 

1,0 y+ 1,92 d»0, 

1 + 1,1 y—6 ^Q t 

es decir, suponemos U —0,3, p ^—0,3, y 2 ^—0,5 y & ^ 0,4, 

En esto caso, el sistema de ecuaciones 



0 


6 , U 

ce 

o 

'o 



r 0*3{;r® + ¡/ 2 — 1} — 0,3 {#3 — y), 

t V-y-0fi{&+p~í)+0A[J-it) 9 

equ iva lento al de partida, tiene lo Corma (7) y en un entorno suficiente-* 
monte pequeño do i punto (xq, y 0 ) SB cumplirá la condición (8). 


Por el procedimiento de pruebas, separar las raíces reales de 
las siguientes ecuaciones y, valiéndose do la regla de las partes 
proporcionales, calcularlas con aproximación hasta 0,01* 

3138. £ +1 == 0. 

3130. x 4 + 0,5x — l t 55 = 0- 


5 

5 


3140, jpa—4 jc —1 = 0. 


Partiendo de las aproximaciones iniciales obtenidas gráfica¬ 
mente* calcular por oj método de Newton, con exactitud hasta 
0 ,01, las raíces de las ecuaciones: 

3141 , &— 2x^ = 0. 3143. 2 * = 4 *. 

3144. lgx = —, 

y X 


3142. 2»—ln*-4 = 0. 
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Utilizando las aproximaciones iniciales encontradas gráfica¬ 
mente, calcular por el método de iteración, con exactitud hasta 
0,01, las raíces de las ecuaciones: 

3145. x 3 — 5*+ 0,1 -0. 3147. x 5 — ¡r —2 = 0. 

3146. 4a; =■ eos x. 


Hallar gráficamente las aproximaciones iniciales y calcular, 
con exactitud hasta 0,01, fas raíces reaies de las siguientes ecua¬ 
ciones y sistemas: 

3148. *« —3®+1 = 0. 

3149. —2x a + 3x —5 = 0. 

3150. 3*+®* — 2x —2 = 0. 

3151. x-lux—14 = 0. 

3152. x 3 + 3x —0,5 = 0. 

3153. 4s—7senx = Q. 

3158. Calcular, con exactitud hasta 0,001, la mínima raíz, 
positiva de la ecuación tgx = x. 


3154. x* + 2x — 6 = 0. 

3155. 9 "+ «-»*—4 = 0. 

í x a + u a — 1 =0, 

3156. 3 ' n 

( x 3 —t/ = U. 

f x E ■ ]- y — 4. = 0, 

3157. . . n 

\ y — lg* —1 = 0. 


3159. Calcular, con exactitud hasta 0,0001, la raíz do la ecua¬ 
ción x-thx= i. 


§ 4. Integración numérica de funciones 

I o . Fórmula de los trapecio», 
la integral 

b 

f (x) áx 


Para calcular aproximadamente 


s 


<D 

■ 

O 

c 5 

c 

o 

o 

o 

_C/) 

(D 


<f(x) es una lunción continua en [a, £]) se divide el segmento do integra- 

'111 ^ - U 

cíód \a f b] Gil n partes iguales y se elige ol intervalo del calculo h = - — ■ ■ 

Supongamos que x¡ — + #71 = ^ i = 0* 1 T n) son las absci¬ 

sas de lo» puntos de división y que y i = f(x l ) son ios correspondiente» valo¬ 
res do la función subinlegral z/= /(*)■ Entonces, por la fórmula de los ira- 
pecicsi tenemos: 

b 

Jjj / (j:) ¿Jjg h ^ + tfi + flB + » - - Ün~í J (f) 


con un error absoluto 




donde Jlí 2 ~máx. \ f (a) [ para 
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Para conseguir la exactitud dada s, al calcular la integral» se determina 
intervalo del cálculo h partiendo do la desigualdad 


partiendo 

A 2 < 


12a 


(b-a)M 2 ’ (2) 

-es decir, h debo ser del orden El valor de h así obtenido, se redondea 
por defacto do forma, que 

& — a 

~ir^ n 

sea un numero que nos dé el mimar o de divisiones re. Después de deter¬ 
minar h y n por la fórmula (í), so calcula la integral, tomando los valores 
■de la función subíntegral con una o dos ciCras decimales de reserva* 

Z\ Fórmula de Símpson {fórmula parabólica)* Si n es 
un numero par, en tas notaciones I o es válida la fórmula de Simpson 

h 

\ f (^) ^ -g - 1(^0 + Mn) + Ó (Éfj + i^ 3 + > *. 4"¡Tu-i) + 


•con un error absoluto 


-f~ 2 (u% + vk + * * - + ^*2)] 


h* 


(3) 

(4) 


donde Af 4 = máx* | fl^ (a;) | cuando a ¿C x < b. 

Para asegurar La exactitud dada e, al calcular la integral, el intervalo 
del cálculo h so determina partiendo de la desigualdad 


ISO 


{Ó —fl) ÜÍ4 8, 


<5) 


=es decir, que el intervalo h tendrá él orden i/~ e. El número h se redondea 

b (í 

por defecto de tal forma, que re =—-— sea un número entoro par* 

Observación* Como no os fácil la determinación del intervalo del 
■cálculo k y del número n relacionado con él, por medio de las desigualdades 
(2) y (5), en general, en la práctica, h se halla groseramente a tanteo. Des¬ 
pués de obtenido el resultado, se duplica el numero re, es decir, se divide 
per dos el intervalo parcial h. Si el nuevo resultado coincide con el anterior, 
♦dentro de las cifras docímales que SO conservaron, se termina ol 'cálculo. 
En caso contrario, se repite el procedimiento y así sucesivamente. 

Para calcular aproximadamente el error absoluto R de la fórmula de 
cuadratura do Simpson (3) se puede emplear también el principio de Runge, 
según el cual, 


0 

■ 

O 

0 

c 

o 

o 

o 

c o 

(D 


R^ 


1^-35 1 

■15 


♦donde E y 2, son los resultados obtenidos en los cálculos con la fórmula (3), 
para los intervalos h y II respectivamente* 

3160. Bajo la acción de una fuerza variable F , dirigida a lo 
largo do^ eje OX, un punto material se traslada por este eje desde 
la posición 37 = 0, hasta la posición #^4* palcolar, aproximada- 
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mente, el trabajo A de la fuerza F y si se da la tabla de los valo¬ 
res de su módulo F: 


X 

0,0 

0,5 

1,0 

1,5 

2,0 

2,5 

3,0 

i 

3,5 

4,0 

F 

1,50 

0,75 

0,50 

0,75 

1,50 

2,75 

4,50 

6,75 

10,00 


Efectuar los cálculos por la fórmula de los trapecios y por 
la de Simpson, 

i 

3161. Calcular, aproximadamente, ^ (3a: 2 —4 x) dx, por la 


muía de los trapecios, tomando ra=10. Calcular esta integral ex&c 
tamente y hallar los errores absoluto y relativo del resultado 
Determinar el límite superior A del error absoluto del cálciü 
efectuado para n = íO f aplicando la fórmula del error que se d; 


en el texto, 

i 

3162. Calcular [ por la fórmula de Simpson, con exacti 

tud hasta 10~ 4 , tomando tí =10, Determinar el límite superior i 
del error absoluto, aplicando la fórmula del error que se da en e 


texto. 

Calcular,* con exactitud hasta 
definidas: 


i 



3167. ¡j iS .L dx. 

i 


0,01, las siguientes intégrale 

3168. CJE2.Í». 

0 

3169. 

o 

3170. 


1 

J¡T_ 

2 


3171. 


eos X 
i + x 


dx. 


3172 


- i*- 


** dx . 
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^ 3173^ Calcular, con exactitud hasta 0,01, la integral impropia 
l rTíá’ «apleando ]a sustitución x = -j- Comprobar el cálculo 

l> 

aplicando la fórmula de Simpson a la integral [ dx -, dondo /> 

ó 1 + 3- 

se elige de tal forma, que 


-^-QQ 

f ■ d * . <1,10-8 

J l + a* 2 ■ 

3174. La i i gura plana limitada por una semionda de la sinu¬ 
soide y — sena; y el eje OX, gira alrededor de este eje. CalculaiC 
por la fórmula de Simpson, con exactitud hasta 0,01, el volumen, 
del cuerpo de revolución que so engendra. 

31/o*. Calcular por la fórmula de Simpson, con exactitud 


u 


o 


hasta 0,01, la longitud del arco de la elipse -—t- 

_ , 1 ( 0 , fí222) 2 

situado en ol primer cuadrante coordenado. 

§ 5. Integración numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias 

I o . Método do las aproximaciones sucesivas (de 
t i caro). Supongamos quo se nos da La ecuación diferencial de i* 7 orden 

**-/(*>*) (1>C 

con la condición inicial ^ para £=$$. 

La solución y (x) de la ecuación (!) que satisface a la condición inicia i 
dada puede expresarse, generalmente, de la forma (D 

J/(z)=lim Vi {x), (2) 

Í->oa 

dondo las aproximaciones sucesivas do y l (x) se determinan por las fórmulas 

Da (x) = y 0 . 


X 

’Ji (*) = P 0 “f \ H*, y i-i (*)) dx 


(i=0, 1, 2 ,...). 

Si ot segundo miembro / {x, y) es una función determinada y continua 
en el entorno 


.rolO, U — ?ol<6} 

y satisface en el mismo a la condición de Llpschitz 

\f(x, yi)—f{x, y 2 ) | <¿(¡7! —y 2 | 
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(L es una constante), el proceso de las aproximaciones sucesivas <2) es seguro, 
que convergerá en el intervalo 

| x — z 0 | < k f 


'donde 


fc=min [ a, 
r V 


A 

M 


) 


y 


M =máx | f (z> y) |. 

j R 


Al ocurrir esto, el error 

= U <£) — 9a (x)\^ML n 


| I*** 1 

<*+1)1 


con tal de que 


I* — ¿r 0 |-<A. 


El método de las aproximaciones sucesivas (de Picará ) t mu pequeñas 
modificaciones, so puede aplicar también a los sistemas normales de ecua¬ 
ciones diferenciales. En cuanto a las ecuaciones diferenciales de órdenes 
superiores, éstas se pueden escribir en forma de sistemas de ecuaciones 
'diferenciales. 

2 Q . Método de El ti n g e y K u 11 a. Supongamos que en un segmento 
4ado £ 0 <tt<X hay que bailar la solución ¡¡ {%) del problema (t) con una 
^exactitud dada e. 

Para esto, primeramente, elegimos ——- (intervalo del cálculo), 

dividiendo el segmento [%$, X] en n partes iguales do forma que /i 4 <e. Los 
puntos de divisióu x¡ se determinan por la fórmula 

xi = z 0 + ih (£ ^O, l t 2, ..., n). 


Los correspondientes valores de (xi) de la función que se busca, según 

<A método de Bunga y Kutta, se calculan sucesivamente por las fórmulas 

y¿+i=i/¿+APi r 

Ai i —g- (*(*> + 2ft(0 + 2 4*) + *£>), 


donde 

y 



i = 0, 1 

■ 2, 

.... n 


W=1 


’Ji) lí > 

;4 ¡) = 

f + -{- 

h 

2 J 

, 4° \ 
* i+ ~r) 

4 f) ~ 

/ ( x i + 

h 

2 ’ 

, 4° \ 
!/í + “) 


f(*t + K 

Vi 



El método de Rungo y Kutta tiene un orden de exactitud de /A Una 
■acotación grosera del error del método de Rungo y Kutta en el segmento 
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dado [x 0 , XJ se puede obtener partiendo del principio de Rungo: 

» I — Ifm S 

15 


donde n = 2m, e Wm son los resultados de los cálenlos efectuados por 
el esquema {3} con los intervalos h y 2/i. 

El método de Rungo y Ktitta so puede emplear también para resolver 
sistemas de ecuaciones diferenciales 

/=/<*, *), z'=(*>(*, y, z) (4} 


0 


con condiciones iniciales dadas: y = y^ z — para % — x§. 

3°. Método de Milac. Para la resolución del problema (1) por el 
método de Milae , partiendo de los datos iniciales, y — ¡/ 0 para x^x Qr so 
hallan poT cualquier procedimiento ios valores sucesivos 

¥í = y (*ib y 2 = y (*&)> uz—y (^3) 

de la función que se busca |/(^) (por ej., puede emplearse el desarrollo de 1 
la solución y{£) on la serio (cap, IX, § 17) o hallar estos valores por el método 
de las aproximaciones sucesivas, o empleando el de Rungo y Kutta, etc.). 

Las aproximaciones yi e y i para los siguientes valores de y¡ (i —4* 5, «X 
so hallan, sucesivamente, por Us fórmulas 

Ah 


_ Ah \ 

y i ~ í^í-íH— 3- i)i 1 

y i = ¡íí«2 +’3‘ Uí + 4 /f_t+/i-2)* | 


donde 


05 

(*> 

"o 


if() y Ti—/C&itFj)' 

Para el control, calculamos la magnitud 

— 20! y t y i r 


( 6 > 


O 

C/) 

0 


Si «í no sobrepasa de una unidad del último orden decimal ÍQ~ m que 

so conserva en la respuesta para y (s), en calidad do y¿ tomamos yi y pasa¬ 
mos a calcular el siguiente valor ropitiondo para olio el proceso 

indicado. Si, por el contrario, e¿ |> Í0 -m , hay que volver a empezar do 
nuevo, disminuyendo el intervalo del cálculo. La magnitud del intervalo 
inicial se determina, aproximadamente, de la desigualdad h* < iQ^ m , 

Para el caso de la solución del sistema (4), las fórmulas de Milne se 
escriben por separado, para las funciones y{x) y 1 (x). El ordan del cálculo 
sigue siendo el mismo. 

Ejemplo 1- Dada la ecuación diferencial y'— y—x 7 con i a condición 
inicial y (0) —1,5, calcular, con exactitud hasta 0,01, el valor de la solución 
de esta'ecuación para el valor del argumento x = 1,5. Hacer los cálculos 
combinando los métodos de Rungo — Kulta y Milne. 


Solución. Elegimos el intervalo inicial del cálculo A, partiendo de 
la condición de que A 4 <0,01. Para evitar complicaciones al escribir h , 
tomamos h — 0,25, En este caso, todo el intervalo do integración, desde x = Ú 
hasta £^1,5* so divido en sois partes iguales do 0,25 do. longitud, por 
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medio de los puntos xi (i^G* 1 , 2 , 3, 4, 5, 6 ); los correspondientes valores 
de y y de la derivada y 1 los designamos con y ¿ o y¡. 

Loe primeros tres valores de y (sin contar el inicial), los calculamos 
por el método de Rungo y Kutta (por la fórmula (3)); los otros tres valores, 
!/¿> M§ © por el método de Milne (por la fórmula (5)), 

Él valor y 6 será, evidentemente, la respuesta al problema* 

El cálculo lo efectuamos con dos cifras de reserva por un esquema 
determinado, que comprende dos tablas, 1 y 2, Al final de la tabla 2 
obtenemos la respuesta. 

Cálculo del valor de y v Aquí 

/ (a, y)^ — x^y\ ;c o = 0 , í/o = lA /j —0,25, 

Tenemos, 

&’jd - j~ (M a) + 2k^ + 2kf> + kf)= 

= i- (0,3750 + 2 -0,3906 + 2-0,3926 + 0,4100) = 0,3920? 
= /{*„, y 0 )h=( -0+1,5000) 0,25 = 0,3750; [ 

= j (* 0 + y, yo+-^p-) A = (—0,125 +1,5000+0,1875) 0,25 = 0,3906; 

*¡|»-/ (so + y- ) *-(-0,125+1,6000 + 0.1058)0,25 = 0,3926; 

; *ip>-/(*b + *, ^ 0 + ^>)A = (-0,25 + 1,5000+0,3926)0,25 = 0,4100; 

tfi = l/o +^0*1*3000+0,3(120 = 1,8920 {las primeras,tres cifras de este número; 
apro.vániado están garantizadas). 

Análogamente so calculan los valores de y* e ^ 3 - Los resultados deí 
cálculo se recogen en la tabla i* 

Cálculo del valor de y 4 . Tenemos: 

/{a?, y )“—z + lL /i=^0,25 t £¿ = 1; 

1,5000, ^=-1,8020, 1 / 3 ^ 2,3243, ^2,8084; 

«¿í-i.fiQOa, —1,6420, ví-Íf&at 8 . ^-2,0584. 

Aplicando la fórmula {5), hallamos: 

_ ¿fc 

^4 = í /0 + — £/2 + == 

= 1,5000 + ——■ {2 ■ 1,0420—1,8243 + 2-2,0584) = 3,3588; 

M 

y¡ - / (**, 5i) - -1 + 3,3588 = 2,3588; 

y i — y% + "g“ íK+^s+í/O” 

= 2,3243{2,3588 + 4-2,0584+1,8243) = 3,3530. 


&T1Ú 

2 Ü 


| 3,3588—3,3530 1 

29 


^ 7 . 10 -^ 1 . 0 , 001 ; 


por consiguiente, no hace falta revisar el intervalo de cálenle. 
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Tabla L Calculo de y^ e I /3 P Qr el método de Runge y Kutta 
/ (®, U)= — x + y\ h = 0,25 


Valor 
de i 


O 

1 


2 

3 


Valor 
de i 


O 

1 

2 

s 




O 

0,25 

0,50 

0,75 



!/i) 


*<*> 


1,5000 
1,8020 
2,8243 
2,8084 


1,5000 

1,0420 

1,8248 

2,0584 


0,3750 

0,4105 

0,4561 

0,5140 




*í‘> 


1,5025 

1,7223 

1,9273 

2,1907 


0,3900 
0,4300 
0,4818 
0, 



í (*i -Mi 

Vi + hP) 




Mi 


/l + i 


1,5703 
1,7323 
1,9402 
2,2073 


0,3926 

0,4331 

0,4850 

0,5518 


1,6420 

1,8251 

2,0593 

2,3602 


0,4106 

0,4562 

0,5148 

0,5900 


0,3920 

0,4323 

0,4841 

0,5506 



Obtenemos y± — 1 / 4 =3,3550 (las primeras tres cifras de esta aproximad 
están garantizadas). 

De" forma análoga efectuamos ol cálculo de los valores de y- 5 o J 
resultados do este cálculo se incluyen en la tabla 2 , 

De esta forma, finalmente, tenemos: 

y( 1,5) = 4,74. 

4“. Método de A d a m s. Para la resolución del problema ( 1 ) por 
■el método do Adams, partiendo de ios datos iniciales y (^) = Uo ímllamol, 
por cualquier procedimiento, los siguientes tres valores de la función que 
se busca y ( 2 :): 

T Jt—y(* i)= j/(*<!+&)• va“t^a) ™y (*o+ 2ft )i y3* ss y(*3) = y(xQ+3h) 


(estos tres valores se pueden obtener, por ej,, por medio del desarrollo de 
y (x) en serie de potencias (cap. IX, § 16), o hallándolos por el método de 
las aproximaciones sucesivas (punto I o ), o empleando el de Runge y Kutta 
(panto 2 3 ) etc.). 

Valiéndose de los números £ 0 , x ít x¿ t x 3 e y c , y it í/ a , y 3 , calculamos las 
magnitudes q i7 ? 2 t donde 


ío = %a=^/(^ ¡fo)i q%=hyl = hf (x^ yj, 

# 2 “ hyí = hf (^ 2 » Vz), % = hy¡}^Vs)* 

Después, formamos la tabla diagonal de las diferencias finitas de la magnitud q. 


e s 31 úófor1¿r i ó.ri ! ét 
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X 

y 

Ay = 

— Vn 

y' — 

=/(*i y) 

3 = 
=y‘h 

Ag = 

A 2 g = 

= Ag^+i — 
— A<üa 

A Z q Baa 

= A a 9n+i — 
“¿ s fln 

$0 

yo 

Atfo 

/ (»o- yo) 

<?0 

Aío 

A ! ?o 

A 3 ?o 


Vi 

&y i 

i (®i. y¡) 

9í 

Aíj 

A 2 9í 

A 3 ?, 


Vi 

Ay 3 

f (* 2 , y-¿ 

Q'i 

Ai 2 

A a ?2 

A 3 9a 

£3 

m 

A¡/3 

f (»s. Uz) 

$3 

A 93 

A 2 9 3 



y 4 

Aj? 4 

| / (*4> 9i) 

U 

A 94 





Aí/5 

| / (*5> 9í) 

?E> 





Us 


I 






Ei método de Adams consisto en continuar la tabla diagonal de diferen¬ 
cias val i ondoso do la fórmula de Adams 

1 5 3 

Alfa = íbi + " 2 “ Aflw—i “1“ J 2 A*£it-.a+'g“ A 3 <fo_3* (7) 

Así, utilizando los números A 3 ^, A 3 <?o> situados diagonalmentc 

en la tabla de diferencias, valiéndonos de la fórmula (7) y poniendo en 

i 5 3 

ella n — 3, calculamos A^-fygA^+'g* A 3 0o* Hallado el valor 

calculamos + Conociendo £4 0 ^ 4 , calculamos g¿ = A/(£¿ t y¿) t 

incluimos y 4t Ay 3 y #4 on la tabla de diferencias y la completamos después 
con las diferencias finitas A 73 , A 2 q 2l A 2 ^ lt situadas, junto con # 4 , en una 
nueva diagonal paralela a la anterior. 

Después, empleando los números de esta nueva diagonal, valiéndonos 
de la fórmula ( 8 ) y poniendo en ella ji== 4, calculamos Ay 4 , í / 5 y 55 y obte¬ 
nemos la siguiente diagonal: Ay 4 , A 2 y 3 , &*q 2 . Con ayuda de esta diagonal, 

calculamos el valor de y 0 de la solución y (x) que so busca y así sucesiva* 
mente. 

Para calcular Ay, la fórmula de Adams (7) parte do la suposición de 
que las terceras diferencias finitas Ason constantes. En correspondencia 
con esto, la magnitud h del intervalo inicial del cálculo se determina de 
la desigualdad ft 4 < 10 _Tn (sí se desea obtener el valor de y (s) con exactitud 
hasta lO~ m ). 

En este sentido, 3a fórmula de Adams (7) es equivalente a las fórmulas 
do Milne (5) y de Runge y Kutta (3). 

La acotación de los errores, para oi método de Adams, es complicada 
y prácticamente inútil* ya que, en general, proporciona resultados exagora¬ 
dos, En la práctica se sigue Ja marcha de las terceras diferenciales finitas, 
eligiendo el intervalo h tan pequeño, que las diferencias colindantes A 
y ¿ftqm so diferencien entre sí, como máximo, m una o dos unidades del 
orden dado (sin contar las cifras do reserva). 

Para elevar la exactitud del resultado, la fórmula de Adams puede 
completarse con términos que contengan las diferencias cuartas y mayores 
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Tabla 2. Cálculo de e y 6 por el método de Mílnc 

/(j, y )= — z+j/: k = 0,25 
(Los datos Iniciales se dan en cursiva) 
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■S 'S ■* J3 g s 

a o~ 0 .2 ¡ 

:s ai 2 

m > p £ 5 

Pk O C 

■> O ■'“j i— 1 

O ‘-Tl S ¡S 

es « 




a» 


1 Sü 

íT 
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de la magnitud q . Al hacer esto, crece o! número de los primeros valores 
do la función y que so necesitan para comenzar a llenar la tabla. Las 
fórmulas de Adama para obtener exactitudes elevadas no las vamos a expo¬ 
ner aquí. 

Ejemplo 2. Calcular, por oi método combinado de Rungo y Kutta 
y Adama, para .r = 1,5 y con una exactitud hasta O^OL el valor de la folia¬ 
ción do la ecuación diferencial i/'=sy—con la condición inicial de que 
y (0)=si,5 (véase el ej. i). 

Solución. Empleamos los valores do vi, í/ 2 , que obtuvimos al 
resolver el problema 1. Su edículo se da on la tabla 1. 

Los valores siguientes do j/ 4í y$, j/$» los calculamos por el método de 
Adams (véanse las tablas 3 y 4). 

Tabla 3, Tabla principal para el cálculo de ?/ 5 e 
por el método de Adams 

/ (x, i/) = — & + $'> ¡1 = 0,25 
(Los datos iniciales se dan en cursiva) 


o 

13 1 

t-H 

a 

a 

> 


Vi 


7l = 

— / (%i, I ti) 

eí = 

= J7Í& 

Aq t 

A 2 <r¡ 

A Hl 

0 

0 

1,5000 

11 

1 

II 

1,5000 

0,3750 

0,0355 

0,0101 

0,0028 

1 

0,25 

1,8920 




1,6420 

0,4105 

0,0456 

0,0129 

0,0037 

1 2 

0,50 

2,5243 




1,8243 

0,4581 

0,0585 

0,0160 

0,0047 

3 

0,75 

2,8084 

0,5504 

2,0584 

0,5148 

0,0751 

0,0213 


4 

1,00 

3,3588 

0,6356 

2,3588 

0,5897 

0,0964 



5 

1,25 

3,9944 

0,7450 

2,7444 

0,6881 




ü 

1,50 

4,7394 








Respuesta: ó*74 

El valor y s = 4*74 será la respuesta del problema. 

En los casos de resolución de los sistemas (4), la fórmula de Adams (7) 
y el esquema de cálculo que se muestra en la tabla 3, se utilizan separa¬ 
damente para cada una de las funciones y [x) y z {&). 

Hallar tres aproximaciones sucesivas de )as soluciones de las ecua- 
ció oes diferenciales y de los sistemas siguientes: 

3176. y' = z* + í/*; y (0) = 0. 

3177. y‘ = x + y + z, z ! =y-z; y{ 0 ) = 1, s<0)=_2. ' 

3178. y" = — y; y<0) = 0, y'{0) = l. 
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_ Cálculos aproximudos 


Tabla 4. Tabla auxiliar para el cálculo por el método de Adams 

¿í/í = A?f-i+^A E 9i-s4--g- 


Valor 
ds i 

9i 

1 . 

T Aa, -‘ 

“J2“ 2 

-J- A 3 ? i-3 

A¡/i 

3 

0,5140 

0,0293 

0,0054 

0,0011 

0,5504 

4 

0,5897 

0,0376 

0,0069 

0,0014 

0,6356 

5 

0,6861 

0,0482 

0,0089 

0,0018 

0,7450 


Calcular aproximadamente, por el método de Rungo y Kutta, 
suponiendo que el intervalo es/t= 0,2, las soluciones de las siguien¬ 
tes ecuaciones diferenciales y sistemas, para los intervalos que 
se indican! 


3179, x‘ = y— ¡e; y{0) = l,5 (0<ar<l). 

3180. — y 2 ', y{ l) = í (I <x<2). 

318Í. j'=z4-1, z' ~y — x, y (0) = 1, z.(0) = i 



(0<x<l): 


Valiéndose del método combinado de Runge y Kutta y Milne 
o de Runge y Kutta y Adams, calcular, con exactitud hasta 0,01, 
los valores de las soluciones de las ecuaciones diferenciales y sis¬ 
temas que se dan a continuación, para ios valores del argumento 
que so indican: 


3182. 

3183. 

3184. 

3183. 


y' =x-\-y; y = l para £ = 0. Calcular y para x~ 0,5 
y' = £* -j- y; y=l para £ = 0. Calcular y para x = í. 
y' = 2y —3; y = í para £ = 0, Calcular y para £ = 0,5 
r y'= — s-j-2 y + z, 


5 

5 


z' = ®-¡- 2y -f 3z; y = 2, z =—2 para £ = 0. 


Calcular y y z para x = 0,5. 


3186. 


y'= ~~3y—z, 
z'=y—z; y = 2, 


z=—l 


para £ = 0. 


Calcular y y z para £ = 0,5. 

3187. y“ — 2 —y; y = 2, y' = —1 para ¡e = 0. 
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Calcular y para ¡c=*l. 

3188. yV+1 —0; p —1, if'=0 P^a *—1. 

Calcular y para x= 1,5. 

3189. -4^-+-f- eos 2t = 0; * = 0, x' = l para í = 0. 

Hallar x(jx) y x r (n). 

§ 6, Cálculo aproximado de los coatí el entes de Fourier 

Esquema de 12 ordenadas. Sean (n=0, 1, 12) 

los valores do la función y = f{x) en los puntos equidistantes **=-g- del 

segmento 10 , 2 m], al mismo tiempo que Fq=Fie- 
Formamos las tablas; 



yo Fi Fe F3 Vi Fs Fg 


Fu Fio Fo Fa Fr 

¡sumas (23) 

«0 u l u z 

difercnc. (A) 

P { *>2 ^3 v k Pü 



Uq «i u 2 


j -"i 03 


U§ W 5 «4 


i ”5 l-’4 

sumas 

í 0 Sj S 3 

sumas 

1 Cf 1 03 

diferonc. 

h h h 

diferenc. 

1 x i % 


Los coeficientes de Fourier a», b„ (n = Ó, 1. 2, 3) de la función F — í (* 
se pueden hallar aproximadamente por las formulas.' 


6 ^ = 0 , 50 , 4 - 0 , 86602 + 03 , 
6í>2=0,866 {+ + ++ 

6&3= o, — O3, 


(1 


10 30 


6aj =¿o“j-0,866 £4-j~ 0,5 t 2 -¡ 

0^2 —— ^3 (s* — *'2)* 

6*13 = 

Va 

d on do 0,866 *= 

Tenemos: 

3 

( % cosm + ^senw). 

n= 1 

Se emplean también otros esquemas. Para facilitar el cálculo se utilizan 

plantilla^ ^ ^ ^ Hallar el polinomio de Fourier para la función r=/{£) 
( 0 <i< 2 n), dada por la tabla 
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Cálculos aproximados 


yo 

Vi 

y 2 1 

y$ 

** 

#s 

y* 

^7 1 

#8 

n 

I Vio 

Vil 

38 

38 

12 

4 

14 

j 4 

—18 

—23 

—27 

-24 | 

1 * 

32 


Solución* Fumamos las tablas; 



38 

38 

12 

4 

14 

4 - 

y 


32 

8 

-24 

—27 

-23 

u. 

38 

70 

20 

—20 


— 19 - 

V 


6 

4 

28 

41 

27 



38 

70 

20 

—20 

G 

4 

28 

u 

-18 

—10 

—13 

Ü 

27 

41 


s 

30 

51 

7 

—20 a 

33 

45 

28 

t 

,5B 

89 

33 

% 

-21 

r— 37 


formula (1) tenemos: 







üft — 9,7; 

*1 

^24,9; 

a a =10,3 

i a 3 

—3*8; 



0^13,9; 6^-8,4; 63^0,8. 

Por consiguiente, 

/ ( x ) ^ 4 í$ +■ (24,9 eos x -J-13 ,5 sen i) -j- (10,3 eos Zx — 8,4 sen 2 jc) + 

+ (3,8x05 3^+0$ sen Sx 

Valiéndose del esquema de 12 ordenadas, hallar los polinomk 
de tourier para las funciones siguientes, dadas en el segment 
JO, 2jtj por las tablas de sus valores, correspondientes a los val< 
ros equidistantes del argumento — y i2 ); 


3190. 

#o= — 7200 

1/3 = 4300 

#9=7400 

#8 — 7600 


#i = 300 

£/ 4 *— 0 

#7= -2250 

y 10 = 45Ó0 


y 2 = 700 

y& = —5200 

# s =3850 

#u = 250 

3191, 

O 

1 ! 

o 

1/3 = 9,72 

# 6 = 7,42 

#9 = 5,60 


#1 = 6,68 

Vi = 8,97 

#7 = 6,81 

#ío = 4,88 


# 2 = 9,68 

#5 = 8,18 

# 8 = 6,22 

#ü = 3,67 

3192. 

yo =2,714 

ys = 1,2/3 

#6 — 0,370 

#8= —0,357 


#i = 3,042 

#4 = 0,788 

#7 = 0,540 

#io= —0,437 


# 3 = 2,134 

#5 = 0,495 

#8 = 0,191 

#n = 0,767 


3193- Calcular unos cuantos primeros cooficionles de Fourier, 
por el esquema de 12 ordenadas, para las siguientes funciones: 

a) / (z) = JL-(z 3 _ 3nz í + 2n?x) (0<;f<2h), 

í 


b) f( x ) : 


(x—nf 


(0<a:<27i), 
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SOLUCIONES 


Capítulo I 


1 . Solución, Como a — (a — tendremos que I a | <¡ a — b | + l M. De 

donde \a-b\ > | a |-| & 1 y | a -b |-| b-a | > I 6 ]-| * I. Por consiguiente, 
la -6 I > \\a [— |Í>1|, Además, | a—1> \ = | a + (— |< U | + |— & I— l<*11 + 1 H 

3 . a ) — 2 <*< 4 ; b) x<—3, x> i; o) — 1 < ar< t>; d) ar > 0 . 4. —¿4; — 6 ; 

0; 0; 0; ü. 5. 1; l|; V1 + 1/Vl + i 2 - 0. n; -2-; 0. 


7. í(*)- 


5 . i 

T x 1 T 


8 . / (*> = ~ í 2 — ^ a + 1. 9. 0,4. 10. — (jc-hf ar |). 


—a.-0 *T' 1< ,J * ' L ' J * hí¿ 

11 . a) — i^x< +oo,'b) —oD<ar< +co. 12 * (—oo, — 2 , 2 ) t ( 2 , + oo). 
13* a) —co<C ^ "V 2 + oo; b) a = 0 , | 3 | > l/ 2 * f 

Resolución. Debo ser 2 -p^—^ 0 , o £ 2 — a:^ 2 ^ 0 , es decir* {^+l)x 

i m iS - .1 . ,1 _ _ ^ I ,1 -V A ^ O j* t\ fl aoiit — 1 X V 9* (1, ‘ñn'l* 



UlC. CJSttl J.VM, JJíHA* A -=5j. “ ''Ü- ^ ^ ^ ^ 

,<*< 1 . 17. — 2 <x< 2 . 18. — l<ar< í, 20 < +o=. 19, — 3 <s<i. 

20 . 1-0 < 100 . 21 . fcn<i<ím+Y (*= 0 , ± 1 , ± 2 ,...). 22 . q>(*)=> 

= 2^* —5s 2 — 10, ^{a:)= —'3 £c & + 6^. 23. a) Par; b) impar; c) par; d) impar; 
e) impar* 24. Indicación. Empléese la ídentj dad / (z) = y [/ (z) + 

(^) — / 26. a) Periódica, J==4- n\ b> periódica, T*=> 

— c) periódica, J’ = n; d) periódica, 7’=m; e) aperiódica. 27. y = 

Si 0 <«<c; 1 / = A, si c<.x^a-, S = -~x^, si O < x <c; ó 1 = fez — 

si cO<fi. 28. m = í; 1 a: cuando O < x < m = g 1 i 1 + 3 2 {*— ¿ t ) 
cuando ¿i < *¡i —)~^ 2 > Jjíi ■f“íj's^E'4~Í3 cuando ii + Í 2 <*< 

< ij4-i 2 <i 3 =í. 29. q> (ij! (x)) = 2 a *; ij) (cp (-r)) = i* 3 , 39. x. 31. (s + 2) 2 . 37. 


0 ; —. 38. a) p =0 cuando *=— 1 , y>0 cuando x > — 1 , p <0 

cuando a;<— 1 ; b) ü = 0 cuando x= — 1 y a = 2 , y >0 Cuando — 1 < a;< 
< 2 , u< O cuando —oo<*< — 1 y 2 <i<-(-co;_ c) y> 0 _ cuan¬ 
do— co< x <_+oo; d) y = 0_ cuando z = Ü, ae = — y x= y 3, y >0 
cuando — y3< a < O y V5< x< -feo, y <0 cuando —co < x < — T/3 
y 0 < £< y' 3 ; e) y —O cuando 2 = 1 , y >0 cuando —:x)<x <—1 y 1 < 

< x<+oo, u< O cuando 0< x< 1. 39. a) at=-g- (y —3) (— co < y < +oo); 
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Soluciones 


b) y z^-Vy+1 (-I<y< + C30); c) x = f 1 —ja ‘ (—co< y< 

<+oo); d) 3=2-10!'{ —co< y < + cc); 0 ) ® = tg y ( — ~ < y < A j . 
40. z = y cuando — co< y <;€>;# = \/y cuando 0 < y <+oo. 4£. a) y=i¿ l0 T 
^ 5; b) y — 2 U j £i = CGsx; c) y = IgLí, u = tgzv# = “ ; d) y = árese n ?i, 

U = 3 V , 42. a) y = sen^x; b) y = arctg ylgx; c) y = 2{* 3 —1), SI 

| a: | < 1 T © y = 0, si ] ^ [ > 1- 43. a) y =* ^cos "l/S < | ^ | < VST; b) y = 

= Ig (10 —10*), — ooO<í;c) y cuando — co<s<G © y = ^ cuando 

0 < a: < +oo, 46 v Indicación. Véase el apéndice VI, fig, l. 51, Indi¬ 
cación. Completando cuadrados en ©1 trinomio d© segundo grado► 
tendremos y ^y^ + a (x-x 0 )*, donde x 0 =—b/2a ‘e y 0 = (4ac~b%)/4a. De 
donde fa gráfica que se busca es la parábola y ^ ax* y desplazada a 
largo del ej© OX en la magnitud xq y a lo largo deí eje OY 
ía magnituü y®. 53. Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo 
58. 1 n d i c a c i ó n. Véaso el apéndice VI, dibujo 3. 61. Indicado 


Esta gráfica representa de por sí Ja hipérbola y =— f desplazada a 

largo del eje OX en la magnitud * 0 y a Jo largo del eje OY en la maga 
tud ya» 62. Indicación. Separando la parte entera, tendremos y- 

¿i jd / / ^ \ 

***■£“§"/ ^ + yl (compárese con ol N* 6l). 65. Indicació] 

Véase el apéndice VI, dibujo 4. 67* Indicación. Véase ol apéndice V 
dibujo 5. 71. Indicación. Véase ol apéndice VI, dibujo 6. 72, Ind 
c a c i ó n. Véase el apéndice VI, dibujo 7. 73. Indicación. Véase « 
apéndice Vi, dibujo 8. 75* Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo l 1 
78* Indicación. Véaso el apéndice VI, dibujo 23. 80. I n d i c a c i ó j 
V éase el apéndice VI, dibujo 9. 81. Indicación. Véase el apéndice V 
dibujo 9. 82*^ Indicación, Véase el apéndice VI, dibujo 10. 83* Ind 
caGión. Véaso ei apéndice VI, dibujo 10. 84. Indicación. Véase i 
apéndice Vi, dibujo 11. 85. Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo 1 
87* Indicación. Ei período de la función F = 2nfn m 89* In d i c a c i ó i 
La gráfica que se busca es ia sinusoide y = 5 sen 2x con amplitud 5 y perú 
do fi, desplazada bacía la derecha a lo largo del eje OX en la maguí tu 
1 

1 ~2 ' Indicación. Poniendo a = A eos yó=— ¿tseaip, teodreme 


V=¿ sen(x~<p), donde A — y a ~+b^ y <p = arctg ( — ~-J . En nuestro 


case 


á^lO, cp = 0 t 927. 92* Indicación. eos 2 # = (1-¡-cgs2s). 93, Ind 

oación. La gráfica que se busca es la suma de las gráficas y^=x o 
— sen^. 94. Indicación. La gráfica que so busca es ei producto denlas 
gráficas y^ ^ x e 02 = ■sen 99. Indicación, La función es par. Para 
£>0 determinamos Jos puntos para los cuales 1) y-=0; 2) y^=i y 3) y = 
■=7 — f- Cuando x ^ +oo y —1- 101* Indicación. Véase el apéndice VI, 
dibujo 14. 102. Indicación, Véase el apéndice VI, dibujo 15. 
103. Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo j 7. 104. I n d i c a c i ó n. 
Veas© el apéndice VI, dibujo 17. 105. indicación. Véase el apéndice VI; 
dibujo 18. lí*7. Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo 18, 118. Indi 
c a c i ó n. Véase el apéndice VL dibujo 12. 119. Indicación, Véase el 
apéndice VI, dibujo 12. 120* Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo 13 


. . . ^ 
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121. l n d i c ac i ó n. Véase el apéndice VI, dibujo, 13. 132, Indicación, 
Véase e! apead ice VI, dibujo 3Ú. 133, Indicación. Véase el apéndice VI, 
dibujo 32. 134, Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo 31. 138, In¬ 
dicación. Véase el apéndice VI rS dibujo 33. 139, Indicación. Véase 
el apéndice VI, dibujo 28, 140. Indicación. Véase el apéndice VI T 
dibujo 2b. 141. Indicación, Formamos la tabla de los valores 


í 

0 

1 

2 

3 

... 

— 1 

— 2 

-3 


0 

1 

8 

27 

... 

-1 

— 8 

-27 


0 

1 

4 

9 

- - 

1 

4 

9 


Construyendo los puntos (3, y) obtenidos, resulta la curva buscada (véase 
ol apéndice VI, dibujo 7), (El parámetro í* al hacer esto, no so marca geo¬ 
métricamente), 142. Véase et apéndice VI, dibujo 19, 143. Véase el apén¬ 
dice VI, dibujo 27. 144. Véase el apéndice VI, dibujo 29. 145. Véase el 
apéndice VI, dibujo 22. 150. Véase oí apéndice VI, dibujo 28. 151* Indi- 
c ación. Resolviendo la ecuación con respecto a y, obtenemos y — 
— ±: "V^S—ae*. Después de lo cual es fácil construir la curva que se busca 
por puntos, 153. Véase el apéndice VI, dibujo 21. 156, Véase el apéndice VI, 
dibujo 27. Basta construir los y) correspondientes a las abscisas 

x — 0, dr a* 157. Indicación. Resolviendo la ecuación con res¬ 

pecto a a?, tendremos # = 10 Ig y — U (*}* Do donde obtenemos les puntos {x, y) 
de la mrva que se busca, dándole a la ordenada y valores arbitrarios (y ]>0) 
y calculando por la fórmula (*) la abscisa a?. Debe tenerse en cuenta, que 
lg y —^ *— co cuando y *—> 0. 159. Indicación. Pasando a lfis coordenadas 

polares r = + U 2 y tg<p = — , tendremos r — e^ (véase el apéndice VI, 

x 


dibujo 32). 160. Indicación, Pasando a las coordenadas polares x =? 

= rcos © e p = rsenqp, tendremos r =— sen tp (véase el apéndice VI, 

1 T eos 3 f + sen 3 <p 

dibujo 32). 161. F=32 + 1,8C. 162. y = 0,6a: (10— x); U niéx —15 para x = 5, 

ab ab % iC¡ . . i 

163. p = —sena;; í/ má¡t = y para ¡e = ^ - í64 ‘ a ) 

= 0,68; c) = 1,37, *£=-10; d) ar = 0,40; e) *=i,50; f) * = 0,80. 165. a) *¿ = 2, 
i/i = 5; = 5, pg—-2; b) = — 3, y i = —-2; x 2 = 2, y^~ 3; ^3=2* P 3 —3 T 
*¿ = 3, y t=2; c) Xi^Z, 2; £ 2 ^3 J t y 2 «» —2,5; d) —3,6, 3,1; 

y % ^ 2 , 9 ; * 3 ^ 2 , 9 , ^^ 3 * 4 , — 1 , 6 ; e) = 


-"2" » = *>) z = 


»a“ 166- n >Yl l *> n > 4 ! b) »>«*! e > *> 

>32. 167. «>-t—1=W: a) iV = 9; b) /V = 99; c) JV = 999. 168. 5 =-|-(b< 

< 1). a) 0,02; b) 0,002; c) 0,0002. 169. a) lga:<— N cuaudo 0<a;<S(W); 
b) 2“ > ¡V cuando x > X (N); c) | f (a:> j > A 1 cuando | x | > X {N). 170. a) 0; 

b) 1; c) 2; d) 171. ~ . 172. 1. 173. ~|. 174. 1. 175. 3. 176. 1. 
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O A 

177. J-. 178*—. Indicación. Emplear la fórmula í 2 ^2^-\- ** * +rc 2 = 
4 ó 

=_L rt ( ft _|-l)(2rt-H). 179. 0. 180. 0. 181. 1. 182. 0. 183. co. 184. 0. 185. 72. 

6 

186. 2. 187. 2. 188. co. 189. 0. 190. 1. 191. 0. 192. co. 193 —2. 194. oo. 

195. y=r- 197 - ^ I98 - —*■ *"■ T • 200 “ 3 - 20í ' y ■ 202. . 

203. —A 204. 12. 205. 20G. — 4" ■ 207. 1- 208. ~^7= ■ 209. —- 

5b ¿ó 2 V x 3 y x ¿ 

21 0. —i-. 211. 0. 212. ~. 213. —A. 214. A. 215. 0. 216. a) A sen 2; 
b) 0. 217. 3. 218. y. 219. -i ■ 220. n. 221. 222. cosa. 223. —sena. 


224. a. 225. eos x. 220.-X 227. a) 0; b) 1. 228. 229. A 230. 0. 

~[/2 31 2 

231.-X , 232. Afn*-—.™ 3 )- 233. 4" * 234. 1. 235. A . 236. — . 237. — A. 

1/3 2 1 f 2 3 n 4 

238. je, 239. 4- - 240. 1. 241, 1. 242. A - 243. 0. 244. A ■ 245. 0. 246. e~*. 

4 4 ¿ 

247. ¿2 24 g_ ^i. 249* 250* 251* 252* a) 1. Resolución. 

i 

J_ -i “aT 

lim (cosa) x = Um[- (1 — eus#)l x — limfl—2sen 2 -^\ =lim \ fl—2 sen fjl X 
3C-*Ü 3C^-0 £-*0 V ** * X-+Q L V 

(_ÜÜÍ!a) / 2 sen 2 

x , Como lim l -— j 

x~*0 V * / 



lim 

x-^0 


= —2«1 ■lim -r = 0 T tendremos limtcos#)^^ 

:^0 * X-*0 


.fe-*0=1. b) —— * Resolución. Análogamente al anterior (véase a)* 

V e 


O 

co 

o 


JL 

lint (eos ' 

3 


X 


2 lim X 

x -+0 



/ -2 sen'¿ / n x\ 

ím _„_ t) ( — 2sen s ^\ 

' * 2 X Como lim l- ; -i I -- — 

x-*Ü \ & / 

, J_ -JL ± 

—- - 1 tendremos lim (eos í )* 3 = e 2 =—73 . 253* ln 2 

1 x-+Q \/e 


254. ÍO lge. 255. i. 256. 1. 257. —A. 258. 1. Indicación. Poner e 1 — 

— i = a t donde cc —> 0, 259* ln a. Indicación. Emplear la identidad 

1 

a --.# ln a * 260* ln a. Indicación. Poner — — a, donde a —* 0 (véase el 

n 
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JS 259). 261. a — b. 262. 1. 263. a) 1; b) A 264. a) —1; l>) 1. 265. a) —1; 

b) 1. 266. a) 1; b) 0. 267. a) 0; b) 1. 268. a) -1; b) 1. 269. u) -1; b) 1. 
270. a) —ooj b) +oo. 271* Resolución. Si i #= kn (k^Q> ± l t ±2, ,**}, 
oo5 s x<l e i/^0; si, por el contrario x = kji¡ cos a £”! 6 y = 272. y — x 

cuando 0 <¿f< 1; y — ^- cuando x = 1; ^^0 cuando x > f. 273, p = |xj* 

274, ^ cuando x < Ü; i/ = 0 cuando x = G; cuando * > G. 

DI 

275. y = l cuando 0 <i<1; y = x cuando 1 < -f-oo. 276. 7=* . 277. z,— s* 

4oU 

—* ~4~ ; ^ K ^co. 278. rt. 279. 2nS. 280. —^ . 281. 1 4- . 282. - A+ 1 . 
o e —13 h 

e "á"_ 1 

T 7 c 1 

284, lim AC n =—* 285. 286, & = 1, & = 0; Ja recta ^ = í es asíntota de 

la curva y = —^4-j . 287. Q|”-' = Q 0 ^ 1 -[-Aj , donde k es el coeficiente 
de proporcionalidad («regla de interés compuesto»); Qt — Q a e ht . 288, 1 1 1 > 
> — ! a) | x | > 10; h) | * | > 100; c) | x\ > 1000. 289. | «-i | < cuando 
0<e<l; a) ¡ a-1 ] < 0,05; b) | *—11 < 0,005; c) j ar— 1J < 0,0005. 
290. |«—2|<-~r=6; a) 6 = 0,1; b) 6 = 0,01; c) 6 = 0,001. 291. a) segundo; 

b) tercero, A, ~, 292, a) í; b) 2; c) 3. 293. a) í; b) ~\ c) d) 2; 

c) 3- 295. No. 296. 15. 297. —1. 298. — 1. 299. 3. 300. a) 1,03 ( 1,029 6); 

b) 0, 985 (0,9 849); c) 3,167(3,1623). Indicación. y'Í0 = y'9+í = 

= 3 }/ 1+4*5 d) 10 > 95íí ( 10 > í)54 )- SO 1 - 1) 0,98(0,9804); 2) 1,03(1,0309); 

3) 0,0095(0,00952); 4) 3,875(3,8730); 5) 1,12(1,125); 6) 0,72(0,7480); 

7) 0,043(0,04139). 303. a) 2; b) 4; c) A; d) A. 307. Indicación. Si 

* >0, cuando | áz J< x, tenemos [ l/HT^Eñ— ~\/i [ = j hx |/(V*+A®+ Vi) < 
| Az ¡/ ]/x. 309. Indicación. Utilizar la desigualdad | eos (x -f A*) — 

— cosxJ<¿ | Ax |* 310. a) x + -^+£ji, donde k es un número entero; b) x + 

^ kn y donde k es un número entero. 311* Indicación. Utilizar la de¬ 
sigualdad [Jx + Ax | — <| Ax¡. MX A = 4. 314* / (0) = 1. 315, No* 

316. a) / (0) = íe; b) )(0) = y ; c > /í°) = 2 i el) / (0) = 2; e) /(0) = 0; f) /{0) = 1. 

317. x = 2* es un punto de discontinuidad de 2 a especie. 318* x^ — 1, os un 
punto de discontinuidad evitable. 319. x— —2, os un punto de discontinui¬ 
dad de 2 a especie; x = 2 T es un punto de discontinuidad evitable* 320* 

es un punto de discontinuidad de i a especie* 32jL a) x —0, os un punto de 
discontinuidad de 2 a especie; b) es uu punto de discontinuidad evi¬ 

table* 3 22* x = 0, es un punto de discontinuidad evitable, x=Im (k=±í t 

±2»..*) son puntos de discontinuidad infinita. 323* x = 2iO: + y (fe = G t 

± i* ±2,.*.) son puntos de discontinuidad infinita, 324* £ = {fc — 0, 
± 1, ±2 ,*.*), son puntos do discontinuidad infinita. 325. x^Q, es un 
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punto do discontinuidad de I a especie. 326, $:= — 1, es un punto do discon¬ 
tinuidad evitable; ¿r — i, un punto de discontinuidad de I a especie, 327, x ~— 
= — 1, os un punto de discontinuidad de 2 a especio. 328, t = 0, es un punto 
de discontinuidad evitable. 320, & = 1, es un punto de discontinuidad de I a 
especie- 33Ü, t — 3, es un punto de discontinuidad de I a especie, 332. ^ —l r 
es un punto de discontinuidad da I a espacie. 333. La función es continua. 
334. a) t=? 0, es un punto de discontinuidad de I a especie; b) Ja función 
es continua; c) x^Im ( k, es un numero entero), son puntos de discontinui¬ 
dad de I a especie, 335, a) x=*h {/c f os un número entero), son puntos de 
discontinuidad do I a especie; b) x^k {k O, es un número entero), son 
puntos de discontinuidad de I a especie, 337, No, porque la función y — E (x) 
es discontinua cuando i. 338, 1,53. 339. Indicación. Demostrar^ 
que cuando x$ es suficientemente grande, tenemos P { — P (xq) < O, 


Capitulo II 


0 


341. a) 3; b) 0,21; c) 2 h + h* 342. a) 0,1; b) —3; c)f a+A — f a. 344. a) 624; 
1560; b) 0,01; 100; c) —1; 0,000011. 345. a) aAz; a; b) 3z 2 Az-¡- 

+ 3*(¿x)« + (A»)»; 3.>+8tó. + (A*)>; c) ' 

1 ..-..a. ,, 


— \ e) 2* (2^ — 1); 


Ax 


d> y*+ a 2 - yi■ ... /T 

|/¿c + Aar+ \/ x 

* + ^ ; J-ln [l-f-^r) . 34fi. a) — i; b) 0,1; c) —A; 0. 347. 21. 

KZ+M-iM - . 351. /'<*>- 


f) la- 


348. 15 cm/aeg. 349. 7,5. 350. 


= lim 1 j£± * $=m . 352. a) Ai-; b) ¿5L - lim Al, donde «p, e s la 

Aa;-+0 Ax f At ' At aí^Q At T 

AT dT 

magnitud del ángulo do rotación en el instante £. 353. a) ^ ; b) = 
— lim , donde T es la temperatura en el instante í. 354. = 

Aí-vü Aí dt 


lim ^2., donde Q es la cantidad de substancia en el instante í, 
AÉ^Ü Aí 


(/) 

0 


355. a) 
c) 


At 

50 


b) lina -éSL . 356. a) — k, 
AJM> Ax 6 


.0,16; b) — — 0,238; 

12 


= lim sen . A * x 


—0 S 249; Vx—2 = —0,25. 357, soc 2 x. Resolución, \/ =» 

]¡ m tg(a-|-Aj) —tga; _ 1Jm _ sea Ax __ 

aar-i -0 Ai Ascos x eos (i-|~Ae) ¿k-, 0 Aa¡ 

X lim —-. 1 ..-- =—L-= sec 2 £. 358. a) 3a;2; b)-L; c)—i— ; 

Aa^O COS a: COS fí-j- At) COS s T a; 3 2 

d) w X Z 1 1 -^ 359. _L . Resolución. /' (8) = lim ti£Íáí^lAM — 

sen 2 x 12 Aa>+o At 

8+As—8 


- lia, ¿g+^-ÍI, lim _ - _ __ _ 

At at^ó (S + AeJB+iT (S+A^S + fP] 

= lim ■—. 1 , - = ~. 360. /' (0)= —8, /' (1)=0, /' (2)=0. 

¿*-0 f (8+Az)2-!~2l/ S+Axj~4 12 

361. z, =0; z 2 = 3. Indicación. La ecuación f (x) = f (z) para la función 
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m 


dada tiene la fonna 3x 3 = x 3 . 362. 30 m/scg, 363, i, 2, 364, — 1. 

=> i . 

365, /'{x 0 ) =—fp. 366, —1; 2; tg <p — 3* Indicación, Empléense los 

resultados del ejemplo 3 y del problema 365. 367, Resolución. 

a) (0)= lim ..LÍ éüil — lim -JL™ =co; b) f (í) = lim r 1 +¿^—1 __ 
Ax-yO Ax Ax-^-0 'p 


«= lim - — 1 - = -feo: c) ;1 (- 

y jr¿a¡)4 V 


2*41 


t) = lim 

/ ¿o?**—( 


eos 


Ai 

/2*4Í 


V 2 


rr -[-Ax j 


Am 


- lim l«ViJ- -lt /;(2*+lU lim 1^ = !. 368. 5**- 

0 Ax Vi/ ¿g-t+O A'# 

— 12x*+2. 369. —370, 2ax + b. 371. — —, 372. mat™”i + 


íi st j!í 

-i-b(m + n)t m + n ~l. 373. ■ — 

; yuteéis 

5 2 8 

376. -^-z u , Indicación, 

378. , frB r. g Í. . 379. -2^ 2 -6^+25 


374.-y. 375. 2x 

r* 


377. 


Ab 


3^ 2 y x 


a 

— Sx*— 3x“ 4 * 

2a 

3x ]* x 2 


(c^-dx) 2 
382. 5 eos x—3 sen x, 383, 

386. y* — 0. 3S7, ctgx- 


(x 2 —5x45} 3 

4 


386. -444 ■ 38í - —r =—"—~ • 

xi(¿x-\)* Ví(l-.ya)* 


0 

O 

c 5 


sen 2 2x 


384. 


— 2 


(sen x—eos x) 2 


385, í 2 sen í. 


sen 3 x 


, 388, are sen x - 


390, x*e*(x+y7). 391. 392, e x 


x -2 


. 393, 


5**-i 


1/ 1 — x " 


O 

- . 389. x arctg x. O 


395. x 3 ^. 396* e K ( are sen x4 — 4^ _ 1 , 397, 

V > l--x 3 ¿ 

399* ¿ + J” 400* 2 1n * 1 


——, 394, é*(cosx— sen x). 

! n *~^ • ü 08 - 3* 2 in a. 
ln 2 ^ 


402. 


# ~ í? 3 X a 

2x cll X—X 2 sh X 


ch 2 x 


— 2z 3 

405* ^4 * 406. 


1 —X 4 


V i — x * 


403. 

Arsh x 4 


x In 10 
- tk 3 x, 404, 
1 


401, $h x~{-x ch x. 


are sen x. 407, 


408, 


1 4 2x Arcth x 


410 


(l~x2) 3 

412. 16* (3+ 2*3)3. 413. ■~~ r . 414. 


— 3 (x liií + sh x ch x) 
xln s x sh 3 x 
x —4 x 3 — í Arcbx 

v i ~ *- * s V® 2 —i 

~~ { — 6 - ) 2 . 411. 12aó + 18¿>y 

- 415. fc * 2 


O 

c o 

<D 


416 


. 418. 


y i—¿® 


eos 2 x 


419. 


420. 2 —15 eos® x sen x, 421. 
sen x 


422, 

425. 


(1 — 3 eos x) a 
2 eos x 


3y 


sen x 


423, 

3 sen x 

CQS*X 


-16 eos 2 í 

sen 3 2 1 

Tin 3 -r 


COS 4 X 


y (a+bx'¿y¿ 

-1 

2 sen 2 x l/ctg x 

. Indicación, x — sen’ -2 ¿4 c0s_3 £■ 

3 eos x~y2 sen x 

2 ’j/Í5 sen x — JO eos x 
1 

2~|/l — x 3 Vi 4 are sen x 


424* 


426. 
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427, 


m. 


H (arcscn x)% 


2 (1 + £*) \/arctg x 
** + &e*+i 


2 J/ xex + x 
X cos(x 2 —5x + l)- 


430, 


Vi— x 2 ■ 

2e*-2 x ln 2 


428. 

5 la 4 x 


—i 


3f(2e*—2 *+1)a 


(1 + x 2 ) (arctgx) 3 * 
. 432, (2x — 5) X 


X 2 CO$ 2 — 
x 


433, — a sen (ax-J-fl), 434, sgn{2¿-h ip). 


435, —2 


440. 


eos x 
sen 3 x 

— 1 


2 J/X— X 2 


436, 


441, 


——— . 437. xcos 2x 2 sen 3x s . 439, - . 

sen 2 -^ ^V^-l 

a 


i+X 2 ' 


442» 


— 1 


443. — lOxe 


~ X 2 


■1 -\-x% 

444. — 2*5-^ ln 5. 445. 2zlOü*<i+;eln 10). 446. sen2 f +2< t eos2< Ln2. 

—** ,, n 2 , rn , #f , ft —2x J . P , J 2 lux 

447, 


y^7§ ' m ' 2Í+7 ' 449 ■ Ctg - Eigí ’- 450> i^F- 45í ' 

í ‘ 


x ln x 


452. 


í?“+5 o os x) V i — x2 —4 


1 


sen x—4 aresen x) y 1 — x 2 

1 1 
■ t 454, 4 ' 


453, 


{iyin 2 x)x 1 


, 455. Resolución,, 


( J + x ' z ) arotg x . 2 x y Ti i «+1 ' 2 ( V * + *) 

y' = (sen :í 5,r)'eos 2 -j- sen 3 5¡r ^cos 2 -|-J = 3 sen 2 ¡3¿; eos 5i.5cos 2 + 

x í x \ i x 2 

+ sorL 3 5x-2 eos g y —sen I y = 15 son 2 5x eos 5x eos 2 -g—sen 3 5x eos X. 


X y sen y , 456, 


459, 


462. 


X“1 


x® y 2x2 — 2x + l 

íi + V¿) 3 


4x y 3 

(x-^2) 3 * 

460, 


457, 


x 2 y 4x — 6 
(z-3)® 

1 


| 3 X 


. 463. sfi V(l+® ! ’) 2 - 404. 


458. 

461. 


{1 — x 2 )* - 

x 2 

1/(1 + xif ‘ 

1 


r (*-ii) 3 <*+2) 5 


465. 4* 3 («^2* 3 ) (s+5*3), 466. 

a—3x 


2dímií3: 11 ” 1 (a—x ; *—i 


(z+2)« ’ 


468. 


470. 


473. 


2 y a 


469. 


X 

h -2 y 5 


(a — & z fl )™+i 
3* 2 -¡-2 (a -j- &-j-c) z-j-a& + 6g + flc 
2 +> + a) (z + fe) (s + c) 


6 yV> dr + V5) a ' 

i 


. 471. 2(7í+4)f 3í + 2. 472. 


!/ — « 


. 474. sen 3 x eos 2 x. 475, 


1 


sen 4 x eos 4 x 


V (2 ay —y ,¿ y ¿ 

, 476, 10 tg 5x sec 2 5x., 
eos 2x 


y^+i 

477, x€Q$x 2 , 478. 3í 2 sen2í 3 , 479, BcosxcosSx, 480. tff 4 x. 481. 7^ 

57 son 4 x 

482, 

2 |/ a sen 2 x 4- ^ eos 2 x 

í 


(a — ft) sen 2x ^ n ÁM y aresen x (2 árceos x — aresen x) 

2 l/a sen 2 x 4- ^ eos 2 x ^ 


Vl-x 2 


485, 


x j/2x 2 -1 


. 486. 


. 478. ^oss-j/l-s 2 . m 
Í+2 2 (1—X 2 ) /2 


í 


j/a — £í.t 2 
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489 

493. 

496, 


. |/ Í™(«>0}. 490- 2]/^-^(«>0)- 
. 494. 


491 


1 


"|/2js- 

495. 


492- arcsan y^* 


sen a 


y 1 — 25*3 arcaen 5x x V 1 — ln* x Í '—%* tm ayx 2 

1 * / x sen 2 x a _ >— 

. 4x 1/ j-498, t- ■ .v o — » 499. — 1/ 

V b — x 1 y eos 2 x 2 - 


5 + 4 sen x 


. 497 


+ eos 2 x 9 


499. 


590. sen 2xe sen * x . 501* 2 m 2 p {2ma mx -\-b)'P~ l a mx ln ¿r, 502. (a eos P¿ — (i son p¿). 


503- 


: sen px. 


504, eos 3x. 505, x n *~ l a iX:2 (n — 2x 2 ln a),. 


ctgi 

3 *ln3 


506. — — y tg x (1 + Veos x la a). 507. — -p-y . 

¿ (* sen * ) 


508. 


509. 


1 


y a 3 -¡-- z 2 


510. 


y x 


1 X — 1 

61B - 


514. 


í+y*' 

2* +11 


511. 


1 


512. 


Zax + b 
ax 2 y&xyc * 

— 2 


V2<ia; + a?* ~™ ^ ln:íí 

Indicación. i/ = 5 ln (a; — 2) 
i 


£<! — ® — 2 

. ...... 3s 2 — 163 + 19 ... 

— 3 ln (* + l)‘ 51o. — 1) (x—2) (ü — 3) ’ 516 ‘ sen® seos* 

— 6i 2 15a ln K (ax-\- b) 


518. 


(3- 2x 3 ) ln (3—2 k ;( ) ' 


519. 


ax-\-b 


520, 


- 517* -a 2 . 

2 


521- . 522. V2 senln a?- 523* 


1 


-3 524. Vi±íi. 525il 

sen J x x x* — i 


y x 2 y a 2 

g +1 


526. 3 — (2 arcse,) 3x lu 2+2 (1—aiccos 3*)]. 527. (& 0 * bx la 3+!i^^V 

i/1 “ 9x 2 \ 03¿ l 


a eos ax eos bx 4* b sen ax sen ftx coo 

X---—fe*---- 528 , 


530. 

532, 

536. 


cos 3 bx 
i 


y i — x 2 arcaen x 

t-2 

533* 


+++ 


1 y 2 sen x 
1 


- 529. 


531* 


x ' x yi-iñ* x 

2 0 K-w x 2 —3x 


x 4 y*a_2 
a res en x 


eos x y sen x 
537. G sh s 2xch 2x. 


534, 


(\—x% ) 3 /a 

539. 6tfi 2 2x(l-th E 2x), 540- 2cth2x. 541* 
1 2 


x(iyln a x) " 

_1 

xfiy ln s x) " 

x 4 —i * 1 -|- x ; * " 

538. (í wa: (ri ch px y p sh px), 
2 1 


542, 


543. 


544* 


545- 


z2 1 


y a 4 y x 4 x y ln® x—i 

546, x Arth x- 547* x Arsh x. 


cos 2x 

548, a) j/'wl enando x>Q; — i cuando x < 0; i/ (0) no existe; 

, f — 1 parax<0, 1 yá 

b) y' = \ 2^ I- 549. *f'- T . 550. /' <*) = [ „ para , > 0> 552 ‘ T + “T • 

553. Bn. 554. a) /I (0)-1, ft(0) = l; b) }L (0) = ~, 1+ (0); 

c) /: (0) = í, /+{0) = 0; d) /_ (0) = f + (0) = 0; e) /I (0) y /; (0) no existen. 

555. 1 — x. 556. 2-j' ' -. 557. —1. 558. 0. 561. Resolución, Tenemos 
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= Como t s e t wn& y* =*-|- (l—a) o bien xy' = y{í — x), 

566, {1 + 2x) (1 + 3x) + 2(1 + *) (1 + 3x) + 3 (x -f l){í + 2x), 

t f7 fo+ 2 ){5x s -M9¿ + 20 ) -gg a?g ~“" 559 ^ ., — 5 x 

(x-f-i)*(£-¡-3)* ' 2]/^(í-l)M) ¿ ' 3.(* a +l) 

xl ynE: 570 . i*-*i*(**-j*±i )_ 

V a 


ar* + l * 


571* 


5x2+ 24 


3(^= —1} 1/2 (ar'+2) Va (*+ 3 > 6/ * 


{* — 1) (x — 3) ]/(* - 1)* (* — 3) 4 " 
- * 572, x* (1 + ln x), 573, ¿** +1 X 


x r - 4 — lit x 

X (í +2 in x), 574, y x --* 575. x 




5 (l + ylnas) . 576 , ***** x 
x(-~+In*+ln**). 577. *«»* ln *) . 578. (coss) 3en *X 

X (coa x ln eos x — son x tg x }. 579. ( 1 14 .^ J - 

580. (arctg tf [ ln arctg * + ( ^^ arctg - ] ■ a) *¿ - 3 <1 + *V ; 

h) **” 2 -eoss 1 C) 


r ,582. 583. ^¡4-. 584. . 


585, 


í ( 2 — í*) 

i—i 3 


1 + 5e 2 


586, 


3 yf 


, 587. 


■, t a +1 , r . 588, tgí. 589. — —, 

í{i2 + l) b a* 


5». -4< gl . 591. -tg3.. 592. 593. -2,». 

594. tgí. 596. 1. 597. co. 599. No. 600. Si, ya que esta igualdad os una 


identidad. 601. -7-. 602. 


—. 603. —£¡.. 604. 

a 2 y y 2 

2 |r* 


x (3x-j-2^) 
%~-\-2y 

1 — ^ 


/ “ 3 jrrr 2ij 2 1 — y* 

®® b ^¡r* 3(* s — y&)-\-2xy 1 + Zzy%+Ay2 ' 


608, 


10 


- ., . H> ■■ -. . 609- —1. 610, , u 

10—3 eos y í —x cos ¿ y 


V eos 2 y 6IÍ y 1 —z¿—y¿ 


x 1+^+^ 




612. (*+1/)*. 613. y' = e irzi=—7 -m • 6Í4 ‘ ^ +e3t - 6i5 - 

610 . *±L. 617 cy + *y* 3 +^ a4B ?]*v=v.v_ 

2 —y ex^y y «3 + pa y lux—a: x 2 

c) 0. 622. 45°; arctg 2 63°26'. 623. 45°. 624. arctg 36=21'. 625. (0; 20); 

(1: 15); ( — 2; —12). 626. (1; —3). 627. y = x* — z+i. 628. k=~ . 

629. (i; —¿.j. 631. i/-5=0; s + 2 = 0. 632. r-l=0; y= 0. 

633, a) y — 2a;; y = —*’) x ~ 2 ^ —Í!= 2 i + jí—2 = 0; c) 62+20 — n = 0; 

2x~ 6y+3ít = 0; d) y=x~ 1; p==i — x„ e) 2*+ y. —3 = 0; * —2y + l —0 para 
el punto (1; 1); 2x — y +3 = 0; x+2y— 1 = 0 para ol punto (—1; 1). 
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634. lx —ÍD^+6=0, tibe + 7^ —34 = 0. 635. y=¿ 0; (n¡ + 4)£+{iT— fyy — 

it 2 l/2 

— --■-■:*== 0. 636. 5¿ + 6y —13 = 0, Üx— 5y+21=íX 637. ^ + ^—2^0. 


4 


1— * 


638. En el punto (i; 0): y—2x — 2; f/ = - - ; en el punto (2; 0): y = — j? + 2; 


—2; en el punto (3; 0); y = 2x —6; y — 


3 -—x 


. 639. 14a; — 13y + 12 = 0; 


13#+14y — 41=0. 640. Indicación. La ecuación de la tangente es 
= 1. Por consiguiente, esta tangente corta al eje OX en el punto 


2^q ¿ y q 

A (2x 0 i 0) y al eje OY en ol punto B {0 T 2# 0 ). Buscando ol punto medio del 
segmento AB t hallamos el punto (a; 0l #$}» 643* 40°36\ 644. En el punto (0, 0) 
las parábolas son tangentes entre sí; en el punto (1, 1) se cortan bajo el 

ángulo de arctg y- ^ 8°8'. 647. S t =¿ S n =2; t = n = 2 "]/2 . §48. 

t , t „ „ l n t . t 


in 2 


652. T = 2a son y tg N = 2a sen y ; = 2a scn s y tg y ; S^ — a sen í, 

arctg ~ . 654. y + 2<p. 655. S t — 4jt^ ; *5^ = a; i = 2^a ~|/1 + 4ít a ; 

a 


653. arctg y*. 654. 
a = & ~]/l + 4 Jt 3 ; tgjx = 2rt> 656. í?f = a; S n = 

a = -ÉÍÍL V^ + Po í tg ]i= — (p 0 . 657* 3 cm/seg; 0; —9 


t = ~Za* + pj; 
cm/seg. 658. 15 em/seg. 


659. -—¡^rn/seg* 


660. La ecuación de 
El alcance es igual a 


la trayectoria es y=x tg a— 

visen 2a ., > 

— — - , La velocidad 


j/i^j —ZuQgt son a-\-g 2 £ 2 ; el coeficiente angular del vector de la velocidad 
Indicación, Para determinar la trayectoria hay que 

eos a 

eliminar el parámetro t del sistema dado. El alcance es la abscisa del 
punto *4 (dibujo 17). Las proyecciones de la % r elocidad sobre los ojos: 

y y y. La magnitud do la velocidad j/^ e * vector 

do la velocidad está dirigido por la tangente a la trayectoria. 

( 9 9 \ 

-g- , y 1 , 663* La diagonal 

crece con una velocidad de ~ 3,8 cm/seg, el área, con una velocidad de 
40 cm 2 /seg. 664. El área de la superficie crece con una velocidad de 

Jt 

0,2ji m a /seg, el volumen* con una velocidad de O,05ítia 3 /sog. 665. y cm/seg. 

666. La masa total de la barra es de 360 g, la densidad en el punto M 
es igual a 5# g/cm, la densidad en el punto A es igual a cero, la densidad 
en ei punto B es de 60 g/cm* 607, 56^®+210^ 4 . 

888. 2 eos 2i. 670. “ 

1 . 2x ares en x 


668* ¿"*(4^ + 2). 


673* 


, 671, 
1 


V (a 2 + Z 2 )3 


, 672. 2 arctg x + 


2# 


1+# 2 


Í— X 2 ■ (1 _ ¡e aj 




674. 


cli —“ * 679. y’ ff = §. C8Ü* /'" (3)=4320. 


681. /=■ 


24 


682. 1 = —64 son 2x. 684. 0; 1; 2; 2. 685. La veloci- 


28-1016 


(*+n 6 ' 
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dad u = 4,997; 4,7. La aceleración a = Q; -0,006; —0,06; — 686 , La ley del 

movimiento del punto es # = a eos <of; la velocidad en ©1 momento i es 
igual a—aousenoií; la aceleración en el momento £: —aü> 2 coso)¿. La 

velocidad inicial es igual a 0; Ja aceleración inicial: —cea 2 ; la velocidad 
cuando x = 0\ ± 00 ; la aceleración cuando x^O: 0. El valor máximo do la 
magnitud absoluta d© la velocidad: ¿ 0 , El valor máximo de la magnitud 
absoluta de la aceleración: amK 687, yl«' = nla% 688 , a) ni (1—*)-<«+!), 

— ^ v> ~ , 689, a) sen |í + «i b) 2 n eos ; 


b) (- 1 )* 


2 n >x 


c) ( — 3) n r**; d) (-=- 1 ) 


w -t («— 0 < . 


e) 


í — 


f) 


2 nl 


{í — a)»+i 9 


(l + x) n \ ** ! 

g) 2 n "i-sen 2 as + (n — 1 ) -y] ; h) f'"" 1 6S0, a > *•«* + ««*; 

h) 2 r, -’e-a* [ 2 {—l)«a¡ 2 + 2 n(—l)"-ii>«- 2 J ; c) {1 — x¡)x 


Xcos (ü-j—-^-1—2 bícos L + ——— n ( B — í) c °3 ( *4 

a, . - 


(ra— 2 ) n 

T" 


> 


(-l).-.l.a.., g .- 8 ),■> 0Mand0 n> ¿ 


an+ 1 
2 n * 2 


__ ft Q -i cr 

691. S x«)(0)-(»—4)1 692. a) 9(3; b) W*+2; a) - Vi—í 3 . 693. a) 7^37 í 


b) 


1 


3 a eos ' 1 £ sen í 


c) 


-=1 


4a son 4 - 7 - 
2 


d) 


— í 


695. a) (l + f 3 ) {'1 + 3(4; b) • 696. ■ 


rarr- 694 - a > b > 2e3QÍ 

O 


—2<r ! 


■. 697. 


/¿ 2 y\ 

W ^ 2 ) t =,0 


í . 


(eos (+sen í) 3 

699. 3ctglf . 700. í-^- 1 '-.-. e + . V . c ^ Ü . 701. — 6 e 3í(l + 3Í + í4- 702. m"/ m ( 
sen í {sen f+cos í) 6 

á** -/*W . <*»* _ 3 1/" (a;)]»—/' {»} {^) mpt P 2 

35* “ if <a:)J 3 ’ dy* [f (*)1 5 ‘ ' ’J S ' 

706 64 707 - 2yZ + 2 708 Ü- y * üi - -1 

706 ’ ' 7 ?- V 6 ‘ 708 ' rix 3 ~ <1 —í/)S ■ ¿yz- yt- 

111 1 t 1 . 3a 2 # 


703, 


709. . 710. 16 • 711. a) 3 . 


h) — 




712. A£( = 0,009001; dy = 


= 0,009, 713, d (i — x 3 ) = i cuando x=^ i u Á#= — -g-, 714, &S^2a?A;c¡ 

A£^2:rA£ + (á 2 ) 2 " 717, Cuando z = Q. 718, No, 719, cty: 


™ ^- 0,0436 


720. 


^ ¿tW^ 0,00037 ' 


721, = - 1 L_ ^ 0,069$. 722. 

4o 


dx 


dx 


4 ¿ 0 . 

{1— s) a yn2- 

z 2 

727, 

_ 2 ¿a: 

ln di, 728, -j— -g- - 

729. 

732. 

10a?+8y , ™ 

— ye 




725, 


(3 d# 
1 +COS (p 


sen 2 9 


726. 

¿ 9 , 730* 


— rn dx 
tfd+L ' * 

—- 2xd" x % dx* 
e i £?í 

— 1 +■ J5Í ’ 


_2L a: — P 


dx. 734. 


s —P 


É?£. 
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735. || dx. 737. a) 0,485; b) 0,965; e) 1 , 2; d) —0,045; e) 0,025 kb 0,81. 

738. 565 c.h s . 739. j/b ^ 2,25; J ¿17 ^ 4,13; y'70 s» 8,38; V64Ó^ 25,3. 
740. fiOs¿2,16; ^70^4,13; f 200^5,85. 741. a) 5; b) 1 , 1 ; c) 0,93; á) 0,9. 

~(M ¿ „„ —* W 


742. 1,0019. 743. 0,57. 744. 2,03. 748. 

2 eos x sen x 


750. 


^ — sea x 


In x - 


x z 


( l _^) 3 /2 

j (dx)*. 751. 


. 749. 


(1 — 

2 1 n x —3 
-3- ( dx ) ■ 


752. _*-*(*«—e*-j-6)W*)«, 753.~^f . 754. 3*2" sen (2*+5+™} (*5>“ 
755. e x €0S a sea (x sen a 4- rca) (üte) n * 75?. No, ya que f' (2) no existo. 

753, No. El punto x — es un punto de discontinuidad de la función. 

14 n 

762. 5-0. 763. (2, 4}, 765. a) £=-g-; b) £ = — 768. ln a: = —1) — 
* 2( |~ 1)3 , donde E-l+ 8 (*-l), O<0<1. 769. sen*= 




3!g 


= *—^y+-^-cos |j, dondo ^ = 0,*, 0 < 0i< 1; sen* = i—3f^"’5T~' 

— ^|-cosg 2 , donde g 2 =0 2 z, O<0 2 <1. 770. e* = iy*4--^--(--|j- 

... y —i~yp A donde £= 6 *. O< 0 < 1 - 772 - El error; 

i 1 A t; 0.3 

<0 4 .. Zrsr. i i» 


+ fr+!r + '-- 

772. Ei error; 
=r 7 - ; en ambos casos é = 6 x; Q< 0 < 1 . 

, s /3 


10 (l+l)^ ’ 81 <l-j-g} : 

773. El error es monor de = 775. Resolución. Tenemos 

i ’i 


—.—— 2 2 

a .T = ^ l — -í-^ . Desarrollando ambos factores on poten- 


/ x \ * 

Cías de ¿e, obtenemos: Í1+“J +\ 1 -~j ^ 1 + 


CD 


—j—i- — 4- . Multiplicándolos, tendremos: y —-— ^ i + — 

1 2 a 8 a 2 Va — x a 


8 ns 


2a* 


Luego, desarrollando e Xja en potencias de -jp, obtenemos el mismo poli¬ 
nomio e L w'i ttt o^a ■ 3 “ 


$ 


íl+ T + lP"‘ 777. --y 1 778 - °°- 779 - *■ m 3 - 781 - T- 
782. 5. 783. co. 784. 0. 785. 786, 1 . 788. —. 789. 1. 790. 0.1 91. a. 792, co 

¿u JX 

para »>1; a para n = 1; 0 para re<l, 793, 0. 795. . 796. . 

797. =-1. 799. 1. 800. ¿3. 891. 802. L 803. 1. 804. — * 895. —. 

e e 

1 S 

806. —■, 807. 1. 808. 1 . 810. Indicación. Hallar el lim-rj-- 

«-0 *bh 
ó 
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ií a 

donde S — ^- (a — sena) es la expresión exacta do! área del segmento 
(ií* es el radio de la circunferencia correspondiente). 

Capítulo III 

BU* (— 00 ,- 2 ), crece; ( — 2,00), decrece, 812. (—oo, 2), decrece; ( 2 , 00 )' 
crece, 813, (—co, oo), croco, 814. (— oo, 0) y (2 7 oo), crece; (O, 2), decrece* 
815* ( —oo, 2) y (2, co), decrece 816* (— oo, 1) T crece; (1, oo), decrece, 
817* (—oo, —2), ( — 2, oo) y (8, co), decrece. 818. (O, 1), decrece; (1, oo). 
crece. 819* {—co, —1) y (I, oo), crece; {—i, 1) decrece 820. ( — oo, oc). 

crece, 821. ^0, , decrece; co j , crece, 822. ( — 2» 0) f crece, 

823, (—oo, 2), decrece; (2, 00)1 crece. 824. (—oo t a) y (#, 00 ), decrece, 
825, (— 00 , Ü) y (O, 1), decrece; (1, oo), crece. 827. = ^ cuando x = 

1 

*= Y ■ No hay extremo. 830, # m i n = Q cuando í/ m f 0 — 0 cuando 

# = 12; 1290 cuando # — 6- 831. y mIn 0,70 cuando £^0,23; Í/ Iníix = 0 

cuando 2 — 1; V m ¡ n ^ — 0,05 cuando % «y 1,43, Guando s = 2 no hay extremo. 832, 

9 

No hay extremo. 833. y max =—2 cuando *=0; y 1[lln =2 cuando *=2. 834. í/ mi5)[ =^ 

2 _ 

cuando £=3,2. S35. y m ¿ 3t; = — 3 1/3 cuando x=¡ - —- ; ^ m j n = 3 “|/3 cuando x = 

= 836. cuando x = Q. 837. y raáx = — VI cuando x = 

= — 2 'V/^í cuando z^2 V& 838, p mftl ==Q cuando a = ±l; 

i'mSx 3 ' 1 c uando ¿r = 0. 839. y mtlt =—Ays cuando a:= (/c —i-) ji; 

ymáx =yl/ 3 cuando (^ + y ¡rc J k ^°’ ±l > ± 2,...), 840. ,^ lláK = 5 

cuando m*=\2kn\ — 5 eos 4p cuando x = l2 ±--Jn; p rIlfn =— 5 

eos~ cuando 12 =h ^ n; V m i n — 1 cuando x=* 6 (2&+1) n (^=C, 

1 i 

=fcl, ±2, 841. cuando z=Q. 842. ¥ lülu = -- cuando x^ — . 

4 1 

843. ¡r mfix =—j- cuando x~—%\ p m(ll = 0 cuando x=í. 844. íí min = l cuando 

1 

ai^O. 845. “ cuando £ = — 1, 846. p m ín“^ cuando # = 0; 

^máx; —^ cuando £ — 2. 847. y m j n — * cuando sr — 1, 848. No hay extremo. 
849, El valor mínimo es irc=«— -i- cuando x^ —í; el valor máximo 

4 

M = y cuando 3 = 1. 850, m —0 cuando £ = 0 y ¡r^lO; M = 6 cuando 

x “ 5, 851* -i cuando ír^=(2/c-j-l) -j-; il/ = i cuando (fe — 0, ± 1* 

2 a 4 

¿2,,.,). 852. m = 0 cuando x= i; M = .u; cuando — i, 853, m=—i 
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cu»ndo s=— 1; Ai = 27 cuando £ = 3 854, a) m = — 6 cuando * = 1; Ai = 226 
cuando x = 5; bl m =—1579 cuando x= — 10; Ai = 3745 cuando z = 14 

a 

856. p=—2, ( = 4. 861. Cada uno de los sumandos debo ser igual ay. 

862. El rectángulo debe ser un cuadrado cuyo lado os igual a -r- ■ 863- lás¬ 
celes, 864. El lado de la superficie, que está junto a la pared, debe ser 
dos veces mayor que el otro lado. 86a, El lado del cuadrado que se iccorta 

debe sor igual a . 866. La altura debe ser dos veces menor que el lado 
de la base. 867. Aquel, cuya altura as igual al diámetro de Ja base. 

¿R - ' - ’j/'y, donde R 


868 . La altura del cilindro, 


1/3 7 


el radio de su baso, R 


es el radio de la esfera dada. 869. Lú altura del cilindro es $ l/% donde i? 
es el Tadio de la esfera dada. 870* La altara del cono es /?, donde R es el 

radio de la esfera dada. 87 L La altura del cono es — R, donde R es el radío* 

de la esfera dada. 872* El radio de la base del cono es donde r es el 

radio de la base del cilindro dado. 873. Aquél, cuya altura es dos veces 
mayor que el diámetro de la esfera* 874, (p=jx, es decir* la sección del 
canalón tiene forma de semicircunferencia. 875, El ángulo central del sec¬ 
tor Os 2n /i a 876. La altura de la parte cilindrica debo ser igual 

a cero, es decir, el recipiente debe tenor forma do semiesíera, 877, k — 

| | 2 

^(^—d 3 ) 3 , JL_^_ = $79. Los lados del rectángulo son a m \/% 

2;ro Zy$ 

y b 1/2, donde a y b son los correspondientes semiejes de la elipse. 
880. Las coordenadas de los vértices del rectángulo, situados en la paré- 

bola í-|-o, . 8S1. (± yTj, y] ■ 882. El ángulo es igual 

1 


^ - 

a la mayor de las magnitudes árceos ~ y arctg — . 883. AH a 


0 

■ 

O 

c 5 

o 

o 

o 

c o 

(D 


884. 


V p+f 9 

886 . x = 


w “■ ■> b| ‘=w r ~ d Vi- 

=£ j/~ ; F mtk — \/2aqQ. 887. ~\/Wm.; Indicad ó n. Cuando el. choque 

de las cíos esferas os completamente elástico, la velocidad que adquiere la 
bola inmóvil, de masa m u después de producirse el choque con la de 


2m2^ 


888 * n - 


masa m., que se movía con velocidad y, será igual a 

¿ * /Hit - 

(si este número no es entero o no es divisor del número A, se 


toma el número entero más próximo al valor obtenido, que sea divisor 
do N). Como la resistencia interna de la batería es igual a —, el sentido 
físico de la solución oncoutrada es: que la resistencia interna de la bate- 
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ría deberá ser lo más próxima posible a ¡a resistencia exterior. 889. y = 

=-% K 89t, (—oo, 2), cóncava hacia abajo; (2, oo), cóncava hacia arriba; 

M (2; 12) punto de inflexión, 892. (—co, oo)* cóncava hacia arriba. 

893, (—coi —3), cóncava bacía abajo; ( — 3, oo), cóncava hacía arriba; no 
hay puntos de inflexión. 894. ( —co, —8) y (O, 6), concavidades hacia 
arriba; ( — 6, 0) y (6, oo) T concavidades hacia abajo; son puntos de infle- 

xión: M t (-6; ~|) , 0(0; O), Af ( (ft i.) . 895. (-co, - ]/l) y 

(o, V§)i concavidades hacia arriba; ( — ~\/3 f O) y ("|/3, oo), concavidades 
hada abajo; son puntos de inflexión; M h % (=£ VI; 0) y O (0; 0), 

896, ^(4A + 1 )« 2 -, (4/e+3) ~-J , concavidad hacia arriba, ^(4/e-f3) -4?- , 

(4/e+5) ~j , concavidad hacia abajo (k = O, ±1, ±2, ,,,); puntos de infle- 0 

xión: — ^(2/f-j-l) (2 Aji, (2^ + 1) n), concavidad hacia arriba; 

<(2&—1) xi T 2/tji), concavidad hacia abajo (¿ = 0, ±1, ±2, las abs¬ 

cisas de los puntos do inflexión son x => kn. 898, fo, -4=1 concavidad 

hacia abajo; ( - r „ - ? oo 1 , concavidad hacia arriba; M i —4= ; —JL 1 , 

\ (/ / V"[/ e s / 

punto de inflexión. 899. (— ce, 0), concavidad hacía arriba; (0, oo), conca¬ 
vidad hacia abajo; (9(0,0), punto de inflexión, 900. (— oo» —*3) y ( — 1 , 00 ), 
concavidad hacia arriba; (—3, —1) concavidad bacía abajo; puntos de inflo- 

xión son Mi [-3; y M<¡ (-1; -|). 901. z = 2; y=0. 902. x = i, 

^ = 3; y —0- 903, ^ = ±2; y^=í. 904. y = x» 905- y~—x (izquierda), y — x 

(derecha). 906, ^=—1 (izquierda), y —1 (derecha). 907. x= ±1, y--— x (iz¬ 
quierda), y = ^(derecha). 908, y= — 2 (izquierda), 0=2*—2 (derecha), 909. y= 2. 

910. x-0, y^í (izquierda), y^Q (derecha). 911. y = i. 912, í/ = 0, 913* ^ = 

= — 1. 914. y — * —ít (izquierda; y — (derecha), 915. y —a, 916. y ínáx =tf 
cuando y mín — —4 cuando el punto de inflexión es (1, ^2), 
¿'máx ~ ^ cuan do **= zb "\/3\ — O cuando * = 0; el punto de infle¬ 
xión es M u 2 f ± 1; y má3[ ^4 cuando *=—1; = 0 cuando 

= 1; el punto de inflexión es M i (0; 2). 919. y máx = 8 cuando 2; p rllfn = 0 

cuando z = 2; el punto de inflexión es M (0; 4). 920. y mIn = — i cuando x^O; 

los puntos de inflexión son M h z ( ± yi; 0) y . 

y Jlíáx — —2 cuando x = 0; ^^ = 2 cuando ^ = 2; las asíntotas son *=«1, 
y = x — i, 922. Los puntos de inflexión son M ll2 (±l,±2); la asíntota es 
£ = 0, 923. ~—4 cuando x= — 1; y ni [ n = 4 cuando jf= 1; la asíntota 

as a = ü. 924. —3 cuando x*si; el punto do inflexión es M( — $ r ‘¿\ 0), 


* 

la asíntota es 2 = 0, 925- — ^ cuando ¿r = 0; los puntos de inflexión 

son 4j ; la asíntota es y = 0. 926. y más = — 2 cuando x — 0; las 

asíntotas son x = ±2 e y—O, 927. í/ JWfn = — 1 cuando 2; y máx =<l 
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cuando 2 = 2; los puntos de inflexión son 0(0; 0) y M u 2(^2 V 3 ! ^ ~^r) ; 
la asíntota es y = 0. 928. ¡r [ftfix = l cuando 2 = 4; el punto de inflexión es 

M Í5; -I) ; las asíntotas son * = 2 e y = 0. 929. El punto de inflexión es 

X ’ 9 / g 

0(0; 0); las asíntotas 2 = ±2 e y=0. 930. y m a x =—cuando 2 = -^-; las 

asíntotas son 2 = O, 1 = 4 c y = 0. 931. cuando 2 ^min“ * 

cuando 2 = 1; las asíntotas son 2 = 0 e p = 32. 932. >4 (0; 2) y /? (ó; 2) son 
los puntos extremos; l/ 1 Iláx =21/2 cuaudo 2 = 2 . 933. .4 ( — 8 ; —ó) y B{ 8 ; 4) 
son los puntos de los extremos. El punto de inflexión es 0 ( 0 ; 0 ). 934, El 
punto del extremo os j 4( — 3; 0); y m ¡ n = 2 cuando x — —2. 935. Los pun¬ 
tos de los extremos son l/3; OJ, 0 ( 0 ; 0 ) y #{1/3; 0)< ^n»Sx = V ¿ 

cuando 2 = — 1; el punto de inflexión es M ^3 + 2 y§„ 

j /"6 l/" l-¡ ■ 936. tf m 3 x = í cuando 2 = 0 ; los puntos do inflexión 

son AL J ±1; 0). 937. Los puntos de inflexión son (0; 1) y M% (L 0); 
la asíntota es y'— — 2 . 938. y más = 0 cuando 2 =-i; (cuando 

939 . y - =*=2cuando * = 0 ; los puntos de inflexión son M uz (±Uf 2); 
la asíntota os y-0. 940. % ín =~4 cuando «--4; ^undo *=4 

el punto de inflexiones 0 ( 0 ; 0 ); la asíntota es 941. cuando 

# = 2; 4 cuando = 2 cuando 942. = 2 cuando 

x = 0; las asíntotas son x=^±2, 943. Las asíntotas son £ = ±2 e 

944 . y m cuando 2 =V§; y mSx = cuaudo 2 =-V§; loQ 

puntos do inflexión son ^ —3; — -j-) » O (0; 0 ) y M a ^3; -g- j ; las 3 sLa« 

totas, 2 = ± 1 . 945 , í mla =^= cuando 2 = 6 ; ol punto de inflexión es 

M { 12; -AL-) ; la asíntota es 2 = 2. 946. = “ cuando 2 = 1; ol punto 

V f 100 f 

do inflexión es m(2; •=-) ; la asíntota, y = 0. 947. Los puntos de inflexión 


£00 Mi 


( 


-3a; y M 2 a, ; la asíntota es £/ = 0. 948. y má * = e 3 

cuando 2 = 4; los puntos de inflexión son 2 ( e /a ) ’ la as * n ' 

tota, y = 0. 949. y máK =2 cuando 2 = 0 ; los puntos de inflexión son 
2 ^± 1; y] • 950. y mSl = l cuando ®=±1; ^ n in = ° cuando 2 = 0. 
051 . w =0*,74 cuando *-«***7,89; el punto de inflexión os M (A 5 m 
35 ; 14,39; 0,70); las asíntotas, 2 = 0 e p = 0. 932. ¡/ m £n— — “ cuando 2 = 
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= L ' t P unt0 de inf]exión es M (-?==; —■ 953. y mía =e cuando 

x = e: cj punto do inflexión es M (c®; ; la asíntota es z = l; y-y-0 cuando 

4 i 

x—$-Q. 954. = 0,54 cuando z = ~—1 í=e —0,86; y mín — O cuando 

k~ 0; el punto de inflexión es M (y—1 «s —0,03; i-sfcO,37) ; ¡/-+Q 

cuando $ -*—4 -f- O {punto límite extremo), 955, cuando “J/S; 

los puntos do inflexión son M u 2 (± IM; 1,33); las asíntotas, x = ztíl 
956. La asíntota es xy = 0. 957, Las asíntotas son y —0 (cuando x > -] oo) 

e — x (cuando x-^—oo), 958. Las asíntotas son x = -— j ; %*=Q 

la función no está determinada en el segmento £—L^oJ 
959, Es una función periódica de período 2x. y m ir =» —yü cuand 
+ y mñx ^yí cumáo x = ~+2kn (k = 0> ±í t ±2 ,,,.); lo 
puntos de inflexión son Mj¡ ^ —()j . 960, Es una función pnriódic 
de período 2*. 5\ [lín = ~~ V§ cuando *—|n + 2 hn; W = |* V- 

cuando (A — 0, dr4,±2,...)v los puntos de inflexión soi 

M k [kn\0) y N k (árceos ( —i-J ~ Y Ts) . 961 * Es una funcíói 

periódica de período 2 ít, En el segmento f —:t, ~j~ cuando x — 

cuándo x=^±:ji; y IJiín — 0 cuando x ~0; los puntos de infloxiój 
son M¡ r 2 (it 0,57; 0,13) y ifcf* 4 (^ 2,20; —0,95). 962. Es una función perió 
thca impar de periodo 2n. En el segmento [0, 2n}\ y ñíé% — 1 cuando x — Ú; p mín = 

= 0, /1 cuando z= ~ —^ cuando £ = --■; y t nIn =—1 cuando x = n 

cuando ^ —jí; y mín — — i cuantío £ = *ia; cuandt 

*■=2:*; los puntos de inflexión son Af ± (0,36; 0,86); M 2 (l,21; 0,86) 

^3(2,36; 0); M 4 (3,51; —0,86); M s (4, 35; -0,86)_y iW e <5,50; 0>. 903, Es um 

función periódica de período 2n. cuando -í-+ 2/m, 

V5 , 3 

-cuando J3P« í —y«.+ 2te(A =*=0, d^l> ±2 ,,.,); las asínto- 

3 

tas son #=-£-n+ta, 904, Es una función periódica de período n; lo s pun¬ 
tos de inflexión son M h ^ ±kn:~) (k^Q y ±1, =b 2, .las asín- 
3 ' 

totas son — Tt’-r/v'ji. 965. Es una función periódica par de período 2xt 


W ■ w ■* 1 pl i, n-* • ■ S iuúI Ib Q , 
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4 1 

En el segmento [ 0 T jt]; = ;pp= caando * = arccos ^¿^ = 0 cuando 

4 


x ^ ^iGÍn 


3 V 3 


cuando £ = árceos 


< 


yV 


í / mÍT1 — O cuando 
V2_ 41/7’ 


( 'rf \ / i/ 2 -'í y i \ 

— ; O i ; M 2 I aresen ; ^-1 

y aresen * 966. Es um función periódica par de 

2 

período 2x En el segmento [O, je]: — í cuando :r = 0; í/ injU — ¡jp^= 


cuando * = árceos 


("i*)' 


Vfo=~¡^7g cuaild0 i = arccos -yg- 


—1 cuando a¡=jr; los puntos do inflexión son Aíi (*rr ; O ) ; M. 

(árceos '/g; | |/g) y jlí 3 (árceos (-|/g) ; -A |/g .) 

967* Es una función impar* Los puntos de inflexión son M* (te te 
(/é — Ü, drl T ±2, -..). 968. Es una función par. Los puntos de los extremos 
son A tj 2 (± 2,83; —1,57); y 1Xí ^ T =« 1,57 cuando * = 0 (punto de retroceso); los 
puntos de inflexión son 3 (^t 1,54; —0,34). 969, Es una función impar 

Su campo de existencia es —El punto de inflexión 0(0; 0); 1 e 

asíntota x = zt 1- 970. Es una función impar* ¿f máx = ^—1 + 2 ^ji cuaridf 

t 3 3 

x = ~ + kn\ y m * n ^ -g-Jt+l-f 2/en cuando *¡=*^-ji + Aji; los pinitos de in- 

2h4-\ 

flexión son (te 2 hn)\ las asíntotas % = -~~ T> —jx(£ = ü f ± 1, d=2 ,.. ) 

971- Es una función par; í/ m[n = G cuando * = 0; las asíntotas son y = 
~'jj — í (cuando a-— 00 ) e j/ = 4r - r “'i (cuando i->* + co)- 972, 

cuando * = ü (punto anguloso); la asíntota es y = í. 973 . — H-y cuandi. 

Sfr 

x^il, y m & x — -g- 1 cuando x— — í; el punto de inflexión (centro é 

simetría) es ( 0 , n:); las asíntotas, y ™x-\-2n (izquierda) e it = x (derecha) 
974* Es una función impar- ^ 1,285 cuando * 3 = 1 ; I/ m a x ^1*850 cnand 1 

i; el punto de inflexión os M ^0, yj ; las asíntotas, r/=|—ffi 


(cuando — co) o y = y (cuando x — + 00 )* 975 . Las asíntotas son x = 0 

o y = * — ln 2. 976. t/ mín % 1>32 cuando * = 1; la asíntota es * —0- 

1 

977. Es una función periódica do período 2rt. I^mtn ““ c ^ f, do x — 

= y ít-f 2 kn ; = e cuando 2 ~ ——f-2 &íé{# — 0, ±1, ;k 2, .. ♦); los pun - 

i r "&-l 

tos de inflexión son — Mu (aresen ——h2^rt; e J 
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y f—arcsen —-—}-(2fc+t)íi; e 2 978, Los puntos do los 

extremos son ^4 (0; 1} y 4,81)- El punto de inflexión es i¥(0,28; 1,74)- 
979, El punto de inflexión es M (G, 5; 1,59): las asíntotas» y ^0*21 (cuando 
e y 4,81 (cuando *->- + co), 980, El campo de determinación 
de la función es ol conjunto de los intervalos (2kn, 2/cji- f-ox), donde k — O, 
zti t ±2,.*. La función es periódica de período 2 ji: y máx — O cuando 

s= S i^+2JfcK(ft=Q l ± 1, db 2 ..,); las asíntotas son x = kn. 981. El campo 
do determinación es ol conjunto de les intervalos ^ 

^2/c-¡- 4" j rcj y donde k es un número entero. La función es periódica 
do período 2 jc, Los puntos de inflexión son M& (Zfcji; 0) {k — 0, ± 1, ±2, .,las 

asíntotas, x=± 2kn» 982. El campo de determinación es £>ü; la 
¿ 

función es monótona creciente; la asíntota es 2 = 0. 983. El campo de deter¬ 
minación es / 2/eia | -í- (k — 0, ±1, ±2, La función es periódica 

de poríodo'|2K; = l cuando z=2ktt (ft=0 T rbl, :±2, las asíntotas 

son x = -^d-Aat. 984, La asíntota os ^^1,57; y ——4Jr cuando x-^0 
(punto límite cícl extremo). 985* Los puntos de los extremos son 3 X 

X (±1,31; 1,57); í mln -0 cuando c-0. 966. y mIn -(L) ^°’ 69 cuando 

x — —-^ 0 t 37; y-+í cuando +Q. 987, El punto límite del extremo 
e 

i 

es ¿( + 0; 0); y m(¡7 = e e ^iM cuando =» 2,72; la asíntota es y~ 1; 

Los punios de inflexión, M, (0,58; 0,12) y M 2 (4,35; 1,40). 988. ^ m i n = 1 

cuando t = i (y = 3 ); y mIn =—1 cuando f=— l<a = 3). 989. Para obtener la 
gráfica basta con variar í entre los límites de 0 a 2it; i mIn =—a cuando 
(=n(y=0); * BS5t =-.a cuando # = 0 (p=0); S fflIn = —« (panto de retroceso) 

cuando í=+4^-(* = 0); P má!t = + íí (punto do retroceso) cuando Í=-jX 

, , . _ . n 3n; 5n 7 jt 

X {ar == 0); les puntos de inflexión cuando i — y , -y- j -jp * 


Y 5+í 


son 


990. a: 


= —— cuando —1(^“— 
c 


(* -± FP5' ’ = ± vt)' 

f 1/2 

cuando t—i (£=¿); los puntos de inflexión son ^- -y | 


/ttYI 


~'1/2í /£ J cuando i = —"1/2 y (y’Sa 1 '^; -~|j cuando t = l/2; las 

asíntotas, ar=0 e ^=^ú. 991- 3 mín —1 e ^min = ^ cuando í=0 (punto de re¬ 
troceso); la asíntota es y = 2% cuando t —>-+co. 992. y m ¡ n = 0 cuando t — 0. 
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ÍI93. ds — — dx; eos a — ; 

*/ a 

a 1 f d 2 — 

cosa — — — ; sena——* 

y a i— c 2 x z 

=— 1/p % — y 2 dx' eos a = — 7 as ; 

y v 

3/T 3 / — 

eos 



994. *=± 1/-^^ 

¿1 & r — 


ds; 


a = i / i ; sen a = — i / — - 997. ds = ch — dx\ 

ya ya a 


, donde £ = "j/a a -—fr a , 995. 

— 7 P . 996. ¿*= -./'V. rf _. 

i/ P M-E/ s y * 1 


COS Qt 


ch' 


senot = th— . 998. dx — 2a son dt f cosct = sen—; sena — eos ^ . 999* ds = 
==3a sen í eos £ dt\ cosa = “-cosf; sena—soru* 1000* ds * 4 V 1 + *P S dtp; 

eos 0 =—. 1001. <fa= 4r Vi + <P* dtp: eos 6=- - I — . 1002. tfs = 

* Vl_q,a 9 b K T T f yi+qi* 

—-dqp: sen 8 = eos -Sr- * 1003. ds — a eos -5. dtp: sen 6 — eos 1004. ds ~ 

^ J$_ 2 2 r ¿ 

1 (3 ^ 

=s r '(/1 -f* (ln #) 2 d(p¡ senp= - . 1095. d-s~—dtp; sen p = eos 2<p, 

Vl-hfln ^) 2 r 

1006. ir = 36. 1007. K=— í-=, 1008, ÜT A = 4; ^ fl = 4. 1009. Z = 

3 yü “ ‘ 

o 


C0 S 3 f 


‘ i3 y i3 


. 1010. JC = -~ eo ambos vértices. 1011. ^™;3j y (y! — 3). 


1012. í—~; ^T~) ' 1013 - R 


1015. Ü-ÍKÍ+Í2. 


(l + O**) 3 ^ 
6a: 


. 1014. Jí = 


(fr4íH»¥) 3/í 


1016. íí = 


a sen 2t 


= |r Vl + fcS | . 1019, ií = 
11 16 


4 <p 

T a ™ s Í 


1023 


/II 16 \ 

' t 2 a ' 3 a ) ' 


1024. 


1017. J? = | at\. 1018. R = 
1020. n mln ^\p\, 1022. (2-, 2). 

<*-3)s+(¡f—|) 2 = j. 1025. (* + 2)3+ 

+ (ff^~3) Bs=s k 1026. pY*=:§= (X — P) 3 (parábola semí cúbica), Í027. (aX) ° + 

¿i l 

2 4 

+ (&y) 3 = c 3 , donde ct = cfi-b*. 

Capítulo IV 

En las soluciones de esto, apartado, para simplificar, se omite la cons- 
tante arbitraria adicional C , 

1031. -ya** 7 , 1032.2*3 + 4*3+3*. 1033. + ~ — +- abx ' 

71— í 


*. 1034. a%x- f- 


■-** , b'-z i03g _ '(/ 2pz. Í036. . 

3 — 1 


2 T 7 

4 5 2 7 

9 1 a ( 9 


1037* /nx, 1038. a 2 *- 


w ¿y , ^ ^ jrtííA ”1/ _ 

-5" a x ~^~~ a z - ‘ 1039, -g-+ 


1040* 


3^ 4 y' í 
13 ^ 


3a? 2 
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4n + i 


„»/- 2e* M Ví ij^m+n y x 

-byx. iOii. 4m + 1 2m+2n + l 

+ 4 ‘>“- 2 * !+ ¡n7S' ,043 - T75‘ retg 7f- 1044 'r¡71 ,n 

1045. ln (2 + 'l/4 + a'i). 1046. arcaen —~ . 1047. aros en ~~=— ln <*+ V*a+2). 

2 |/ 2 y “ 

1048*. a)tgx —x. Indicación. Poner tg a x^ sec 2 ce — 1; b) x—thx. 
Indicación. Poner t.k 2 x = 4 „_| a . 1049. a) —ctg o: —x; b) x — ctb x. 


2x an ix j A/0 ,/— , , 

1042h 2<i [/gx— 4ax-j- 
X+VTO 


1050. 


(3 *)* 


oh 2 z 


1051. a ln 


InS+l' 

— a f éil —íl ^ — a ln [ a — x 14“ a ln € « a ln I - 

J a — % I ^ 

R e s o I u c i ó n. Dividiendo el numerador por el 
2x -j- 3_. . _2_ 

r A r fi. 


2x-f-i 


1 ■ 


~£— . Resolución \ — — 

íi-i | ^ i a — x 

1052. x + ln|2x-flN= » 

\ 

denominador obtenemos 

De donde J §Íf^= $ ¿ *+ J ^T = I + 

+ r£S 1) “* +lll|2j,+1 l' lti53 ‘ "T*' t '~T lu!3+2a:| ' lü5 ' ! ‘ T” 

— ln | o-j-i'í [. 1055. *4- "“ 2 ”^ ln1 «*+P l- 1056.-jj—}-z+2]n|x—11 

1057. ^ + 2x+Ln|x + 3|. 1058. -^- + y + z* + 2x + 3laU — 1 |. 105S. a 2 x+£ 

- ’ ■ ■ ■ b “ • 1 * 1 ■ * Indicación. 


P x dx f 

: («+ 1 )- 1 i 

; _^_í 

* dx 

i (*+i) 3 ~. 

i <*+D a . 

) i+i . 

i (Z + I) a 


ar-t-4 


1061. —2b Vi —y 

x dx 

= srwf- v:qrl ' <»«■ 2 M. +g“«‘! (■/!) 


1062 


_ JL y(i-~bx)K 1063. yp+i. Resolución. jj 


1066. 


V**+l 

sin 


4 Ví 


je V7 — 2 y 2 

* 1/7 + 2 V2 


1067. 


r ln 


Q) 


1068. x— 1/2 arctg —— * 1069 

1/2 

—s-lft (í a +4)+arctg ~ , 


2 yp-p 

■ -(+++ 


Via_ _ 

|/a-f 5 + g Va —¿ 

y~*—V^ I ‘ 


1070. x- 


(’/])■ 

1074. ^-—aTctg (V -y*)—g-1» (5.t 2 + 7). 


1071. —i— ln (2 y 2 z + y7-i-8z 2 ). 

2 Va 


1072. —= a res en 
V5 


1073. íjn|8*» —2|-V lü 

3 1 1 2 ye 


x y 3—y 2 

* 1/3+ 1/2 


1075. yVSíHH 


/ ó 


lu (* V'5 + y5a: 2 + l). 


1076. y«l_4+3 la | * + • I 


í 1 i 1 dX 

1077. -j- ln |x 2 —5 j. 1078. 4-ln<2x*+8). 1070. ^ ln(<z 2 s 2 +i- 2 ) + -arctg -g- . 
1080.|arcsen^.l081. |aretga:3. 1082.bu |& + V^i [. 1083. |V(arcsen¿)3. 
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1084 


, . 1085. i Id (1 -Mil) . 1086, 2 V la (x+ "\/l^). 

4 o o 

2x 

1087. — — e-m*. 1088. — 1089. s l +e~‘. 1090, ~í u +2ü — 

m ó IB 4 ¿ 

3 i 

- 1-4—¡-(4- i092 ' r=-íí“ 2 +« 2 )■ 

ln a — ln b \ b x a x ) In a \3 / 


■ 1001 

iW 


1093. 


2e lZ “l" 1 


1094. 


1 


r¡3$ 


2 la 7 
2 


1095. 


1090. 


2 ,_ 5 Vy 


la 5 


1097, ln | í* — 1 (, 1098. — -[/(a — be^p. 1099. -^-(e“+l) 3 . 1100. -|— 

+ 3" 3 V ' 


1 

"3 ln 2 


ln (2*+3). 

1 


1101. -j^-arctg (a K ). 1102. 

1 


Indicación* 

1 


ln 


1104* ““•“‘—eos (a-\-bx). 


2b 

1105. y 2 son 


2 K — 


1 _ 
x 

1/5 ‘ 

* T onn Vjr¡ 

1107* 2 sen y s. 1108. — Inl0-có9 (Ig £')* 1109. ^ ^— 

_ 0 1 ,, n * .... a: . seu2x 

Poner sen 2 a — ^(1 — eos 2x). 1110. ——|- 


1106. £ 


2 K + 3, 
1103. arcsonV. 
1 


-eos 2ax. 


2a 

Indicación. 
Indicación. Vease la 


i ^ Ct£T CíX 

indicación al problema 1109, lili. “ tg (aa;-|-&)* 1112*-^- x. 


1113. a ln 




'«si- 1,14 -f5 1 "! t8 (í L+ -5-)|' llil T'* 

1116. ítg(3*). Ui7.|cos(l-® 2 }. 1118, a;~^=ctgj:y'2-y2In 


ax^-b 


1/2 


*ÍT —í 


»~l/2 


1119. — ln| cosa?|, 1120* ln¡senír|, 1121. (a— 6)ln 


sen 


a — b 


. 1122. 5 ln 


seug . 


1123. — 2 ln | eos \/x |* 1124. - ln | son (4 a +1) (. 1125* ln [ tg x |. 1126, ^sen 2 - . 


1127* 


sen 4 6# 


1128, 


24 4a sen 4 ax 

H30. —Í-Ym? 25. 1131. --f-V(l + 3¿bs* *j s . 


1129. —g- ln(3+cos3a). 

„ 32 . i-t^. 


1133. 4 y tg 3 *. 


1134. 


3 Ctg ,J £ 


i«. 4 (tg3«+ c 4 5r ). 

Ü 36 , — ^ln I tg + 2 sen ax j * 1137. i ln [ b — a ctg 3^ |. 1138* ? eh 5£ — 


- =- sh 5x. 

o 


1139- 


4-<~~ sh 2®. 


1140. ln 




. 1141, Saretge*. 


1142, ln|thá|* 1143- Inchx, 1144, ln l sil x 1145. — . .= ^(5 — a: 2 ) 5 . 
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Ü46, -í- Iil | —-4* H-11. 


1147. —í-p-arctg -^-=í . 1148. —~ e~ xl . 

4 1/5 ys 2 


1149 


. j/Tparctg (* |/^)--i=bi(*V5+-VTfSS). 1150. 


ys 

1151. 


3 


1152* ln | #-J-cos x |* 


— 5 -+*- 2 i»l*+i!. 

1153, 4" f ln[sec3as + tg3*H-^v*) ■ *154. —4—, 1155. ln|tg*+ 

ó \ sen / líi x 

+ W*-2|. 1156, V2 are tg(xy2)-^ 5 ¿ : _ T . 1157. _. 

1158. 1159, 4-arcsen(i £ ). 1160. — tgox~j:. 1161,4—^^4. 

1162. arcsen^l/^ , 1163. o ln | tg ^-4- + - j j . 1164. ~ y /"(1 + ln a:) 4 . 

1165. —2 ln | eos V^l |. 1166. 4- ln | tg 4L \. 1167. e arcts ”+ — 5 + 

O 

c 5 
c 
o 

o 


+arctg x. 1168. — ln [ sen a: y coa x |. 

s — 1/2 


1175. 


X 

• i ". <*É Q __ 

1 

4l7fi r í - 1 

V2 . 

11*9' Jí [ 7—* J 

Va 

e SQt¡* 

5 

1173* —— aresen' 

V5_ 

1 


1/a* -6 a 

T 


~ 2iri C<)B 

+^0 j - 1179 


ln 


e+1/2 


1169. 1/2 ln. J tg 

1171, ln| 3 ; |H“ 2 arctg 


7 =, |—2a: - 

2 yz [ 


U76. In(^yy/M-2). 1177. i ln | 


tg «3T|- 

a 


‘i„ii±yi. uso. - ("Tj); 

4 J 2—ln * | 2 

1181. -¡r te *. 1182.-arcson (^ 7 ^)* 1183. — 2ctg2*. 1184. ( flrc3 ^? x ) % _ 
— yi — x l . 1185, lrt (sec a;+l/sec 3 1). 1186,—1— ln J]/5l-s e n Za: 


1187. 




yl a, ' ct6 lylJ 


- ] , Indica 


“ i4b - \ r 


41/5 1 y 5-sen2z 

ri:c P íiá 

~ J sen ü 


+ cos^ $ 


s —|— 2 eos 3 x 


dx 


= \ ■ 1188. -|-V [ln (*+Vi+ * 4 )l 3 - 1189. 4-sh(*3+3). 

1190. 1191. a) -LaweoB^ cuando *>V2. b) -ln(i+«-*); 

c)i(5x 3 -3)8; d) 4_y(*yi)3-2V»+l; o) ln (sen z + Vl +sen 4 x) 

1192. 1 [ - - (2 ^ 5)11 | ■ 1193- 2 ( Xf- - g+2 1/5-2 ln | l+Y¿ j ] . 


1194. ln 


1/27+1-1 


y 2a +1 + l 


* llí)5* 2 arctg ~]/e x — 1. i 196* ln x — lo2 Lo | ln x -J-2 ln 21. 
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1197- 

1200- ln 


(arcsen x) 3 
3 


. 1198. ={e*-2) V** + l- 


1199. -g- (eos 2 x —5) "V/cos *. 


_ . I n d i cae i ón. Poner 3 = 4” . 1201. — í- V 1 — 3:3 “i* 

1 + V*a + 1 1 2 

+ | arcsen a. 1202. —~ Vi—**—g '1/2 — 1203. ^ — a árceos ~ . 

1204. árceos — , si ¡e >■ 0, y árceos f —- ) , si x < 0 *). Indicación. 

33 \ ___ 

y'4~~xz 


Poner 33 = - 


1205. V 12 + I —ln 


1 + yxV + i 


1206. 


4x 


Observación* En lugar de la sustitución trigonométrica se puede 

1 33 t— -“* 1 

utilizar la sustitución :c = — - 1207- -g- '[ 1 — x 2 +^- arcsen 33 . 

Í208* 2 arcsen Vi. 1210- ~ Ya 8 —a a +"4~ln |*+ y^ a —|* tltfl* xlnx —x. 


1212. 33 arctg 3 : — ^ 

x sen 3x eos 3x 


1215. 


ln(14-x 2 ). 1213, x arcsen x+ y'l — x 2 . 1214, sen 3 :—£ eos x, 
33 +I áM x In 2 +1 


1216. 


1217* 


2* ln 2 2 


e 3 * 


1218. -4—(9x 2 —6x4-2)« Resolución. En lugar do integrar repetida- 

mente por partes, se puedo emplear el siguiente procedimiento de coeficien¬ 
tes indeterminados 

^ z*e* x dx = (Ax* + Bx-\- C) 

o, después de derivar, 

x z e sx =, (Ax* + Bx + C) 3e3- T + {2Az + B) e^ x . 

Simplificando por e 3X e igualando entre sí los coeficientes que figuran con 
las mismas potencias de x, obtenemos; 

1 = 3^4; Q^3R4-2^ 0 = 3^4-^, 

de donde ,4 ^ ; C = ^ . En la forma general ^ P n í^) «? tt * dx 

= Qn donde P n (x) es el polinomio dado de grado n y Q n (x) un 

polinomio de grado ra con los coeficientes indeterminados- 1219. — e~ x (x 2 + 5). 

Indicación. Véase el problema ISIS 565 - 1220, —Se ^ (x$4-9x 2 4~54x 4-162), 
Indicación. Véase el problema 1218*. 1221- — f . c ?^ ? . . . . -^ 50T ^ , 

1222i — ¿12^-íh— gen 2x4'~r*~ C0B 2x Indicación, También se reco¬ 
da 

mienda utilizar el método de ios coeficientes indeterminados en la forma 

\ P n (x) eos fJx dx = Q n (x) eos px4- Pn {*) séñ jix, 


*) Bn lo sucesivo, en casos análogos, se indicará a veces una respuesta 
ue corresponda solamente a una parte cualquiera del campo de existencia 
q la función subintegTal. 
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dando P n (z) gh o! polinomio dado do grado n y Q n (x) y E n (x) son unos 
polinomios de grado n con coeficientes indeterminados (véase el problema 

x 3 , x 3 , _ _ , . ~ jon- lux 1 


1213*). 1223. ~-ln£—“ . 1224. x ln a x— 2x In x + 2x, 1225.-„ 

o y ¿í H 


—a resen x +4 y f — sfi. 

1230. —x clg x + Jn | Sén x i- 1231, 
3 X (sen x -\- eos x ln3) 


- 

ir 

1229. 


4x a 


1226, 2 ~\fx In z *-*4 yV 1227, * arctg x —^ < 3228. aresen x — 

x Iri (x 4 a V1 -\- x2 ) — "|/l -f- a?». 
1232. e*{sen x—cosx) 


fin 


1233. 


Í + (la3) a 


gonx 

1234. 


tff T 


1235. [sen (ln x) — eos (ln x)¡. 1236. —^ 

1238. -x a +3x^ Inx—-3x. 

• Un( 
l + xs 


2 

e ay: (a sen bx — b eos bx) 
¿3 + 63 

\ r x 


-{xíi + 1). 1237* 2e (“|/x — 1 


x 2 —1 

1239, ln 


1 —x 


í + x 


1240. _ÍHlf_üíLL_l, 1241. ¡ln (ln x) —i] ■ ln x. 1242. ^-arctgSa: 

XXX o 




1243, 


^ - (arctg x) 2 —z arctg x j- — ln {1 + x&) 


1244. 
+ ln 

+ 

+ 


x (arasen x)2 + 2 "j/l—aresen x—2x, 1245. — ""+ 

* 1246. -2 yi=T areson yS + 2 V*. “1247. Í-++ 

1248. .+ ( e032g - 2s< - m2l -l). 1249. f 4 


l + yi—zS 

Iri | eos2x | x a 

4 2 

x eos (2 ln x)+2x sen (2 ln x) 


1 


10 


eión. Poniendo u = x y dt>- 
üe donde ^ x * dx 


125 °- ~2 (^+i T + T arctg3; ' ReS0ÍU 

x dx ^ > obtenemos du = dx y — * 


s 


(X 2 + I) a 


f dx 

J TFT 


2 <a: B +l) 

X 


(a¡¡» + i)* ~ 2{«S+1) 2(a* + l) 2 (**+l) 

+ i arctgz-f-C. 1251. (iarctg ‘ Indicación. Em 

pléese ia identidad 1 m ~ [(x2-f-a2)_s¡í^ 1252. ^ “jA 2 — aresen -i 


a 

x dx 


Resolución, Ponemos 3/# a —x a v de donde du ——— .. 

v J l/a^-x 

y vs=x; tenemos \| ~¡/dx = x yéfi^ífr— _^ / +£S t = j: Va 2 —a: 8 — 
— í = — ■— dx~x "¡/a B — s 2 — f y o* — 2:2 di-j-a^ f 7 ===- ■ Por 

i y a t—x* j j ya?—** 

consiguiente, 2^ ya~ — x 2 dx = x '¡/a- — a; 2 -J-íi 2 aresen . 1253. y^-f-a: 2 + 
+~ )n |i+ y^TP |. Indicación. Véase el proiílema 1252*. 


np . — - y j 

1254. — *—■ y 9—x 2 +— aresen — . Indicación. Véase el problema 1252*. 

¿ 2 o 
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1255* arctg 1 . 1256* la 


a: + 2 


— | , 1257* ^_ arctg ,—Lj 1 * * 1256* -^-X 


Vil 


V 11 


Xln (x2-7x+13)+y^ arctg - fe . 7 . 1259. ln (x 2 ~»4a;+5) + 4 arctg (x — 2). 

1 3 y 5 


1260, s — y ln (^+3*+4) 4-—arctg 
4-8 arctg (2 — 3). i 262* 

1264* ln 


-2- arctg . 1261. x + 3 ln (s 2 -6x+ 10) + 

1/7 y? 

1 4t—3 

——r aresen 

T/2 


aí+*y+* 

__ 2^4-1 

1266. —2 yi-í-i*-9 aresen— 

1/5 


--, 1263, aresen (2^—1)* 

5 

1265. 3 y*a_4® + 5. 

1267. A y 5®í-2a+ 1 + 


+ 


1 


5 ys 


ln 


(*ys—^g-+yü^-2*+i) • 


1268. 


5 

ln 


i+yi— x* 


1269* —aresen 


2 —*x 


1270. aresen -— - — (#> V^)- 1271* — aresen —rTí ■ 

*ys‘ * (1-*) v¿ 


1272.^Íiya: 2 +2at+5+21n(a: + l + ya; B +2a + 5). 1273. —j> —- y»—x 2 + 
+-i- aresen (2a;— 1). 1274, y2—x—a; 2 +-^- aresen —^ . 

1276.- L arctg 3 ~"g 11 ” ■ 1277. ln |^+-|+ 


1275. -p ln 
4 


x 2 — 3 I 


zZ — i 


_u i/i ^ ^j , 1278. — ln | eos ^4-2 + 1/cos^ 2 + 4eos x + í |. 

1279. —y 1 — 4 ln a;— ln 2 í —2aresen : +-4^ . 1280. ln _+ -| (“ =+ &)* 

V 5 


1281. x+31n[x—3[—31n(x —2|. 

1283. ln 


1282, 


1 t 
12 ln 


(a;—!) 4 (x —4> B 

(*+ 3) 7 


+ l„|j+|. 1280 +« + ¿ 1 » 

9 1 


1284. 5je 4” ln 

2.16 


I 101 

x* (x —4) 6 


z-\-a 

(^lH£+ 3> 3 

(*4-2)* 


<*-!} 


. 1285.^ 


1+tf 


1288. — 


1289. 


(2s—l)?(2x+l) 0 

8 


;¡-£ 

- 1287* -a- 


27 


11 


—2) a 2-2* 


30 


1290, 


2 —B) 2 (a: 4 - í) 

1 . 1291. x + !n 


49 (a;—5) 49 (x+2) ' 343 


ln 


—— arctg a:. 


2 (a; 2 — 3x + 2) 2 

1293. 


y^+i 


. 1292. *+-i-lit 


x—5 


x+2 

x— 1 


x+1 


±ln| x —3 ¡—ln I *—1 i + 4 ln (^ + + 5) + 


rr í {fjr J— ^\2 | 

++. re t g( ,+2). iM-- r 1 ”¿=5TI+yr , “' i ’ 


65 
2x—1 

ys 


. 1295, 


4 ys 


29-1016 
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X ln 


** + *1/2 + 1 


x ys+i 

1 — 1 
arctg 


-V5 * V3 


4 

1297. 


1296* 


1— a * 

* , arctg * 


1 , 3? + Z + i 

4 in * 2 —*+l 


zys “"' ft x y s' 

+ arctg (* + !}. 1299* In|* + l|-f 


2(l+*2) ' 2 

*+2 


1298* 

5 


2x.— i 


3 (*®+*-H) 3 y$ 


2(x*-\-2x-\-2) 

2r + l 


arctg 


y3 


+ «»■ * ^ T ,, 


f i ln (* 2 — 4* + 6) + — atct £ (z —2)* 


— 1 1 1 
mí ' 1) (¿2+ i)- + T M*.+ 1 l - X ln<*> + í) + T arctg*. 


1362* ——arctg *- 

o 

15 

i-^arctgx 


4 (a:®—1) 1(5 

* — 3 


]ll 


X - 1 

"i + 1 


IOft9 15^+40^+33* , 

líiü¿í ' 48(1 +*3)3 + 


1394* 


_ ‘¿x-\-2 + 2 111 ^ a — 2i ‘ + 2 ) + arc.tg(a: — 

1305. i-(81n|**-i-8|— ln| 3»+! 1). 1306. yla| a*— 11 —~ln | ^+^—1 [ 


1308 


2 y 5 
1 


- ln 


2 s*+l~ y 5 

•¿xi+i+ya 


1307. 


13 


3 . I * —4 

2 (*—4)* ’ Ü I *—2 


(2 1n| 

1*3 + 1 

t 1 1 

1 4^00 ^ 1 i**, 

*—21 

¡ 

x* 3+T J 

* 1 QU . UL 

f *-1 

* —í | 


—1- ln | * 7 +1)- l n (i i e a e i ó n. Poner i =f (* 7 +1) — 1311. ln | * ] —|r- 


X ln [* B + 1 |+ y 
1313. 


1 


5(*s + l) ' 
1 1 


1312. ~ arctg (*+!}— i arctg ^- r - 


9(a—1)* 4 (as — 1)B 7{á—1)?‘ 

arctg** 1315, 2 ]/a —i £ 


1314. 


1 


(s — 1 )3 3 (*—l)3 


5s* ^ 

1316* 


3*3 * 

3 


7 1 5 1 ~.l 4 it “ v * 10r*s 

x[2y r (a* + ^)& — S&f^ai + '&j*]. 1317* 2 arctg V^+lT 1318. 6^* 

+3y / *+2y*—61níl-t-í/#). 1313, -y —g- 


-3 yx — 6 \ r x — 3 ln 11 + y r z |-j- 6 arctg y "x. 1320. ln 


<y«+i—i)* 


2 . 2 y»+i+t 

-^ arctg —4— j= --. 

V3 y 3 

1322. —2arctg yi— as. 1323, 


*oo, 1 , z 3 +z4-l , 2 f 2z+l 

1324. ^r" ln —7 - 7 vo“ + - arctg —+ -ñ—-¡- * 

3 (í— i } 2 ya ys **—i 


* + 2 + l/x +1 | 
1321. 2 yá—2 yü arctg 
>/»a ~T 4 

J +— L {^- 2 )+^-ln| * + y*»_i|. 
2^ 


donde z - 


■vm- 


1325. 


ygs+a 


1326 . 


22 + 3 


y* a — x + i — ™ ln {2x — 1 + 2 yi a —a:-f-l). 


?"* I I + X | X | | ■ 
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1327. 


S+4s 2 —3# 4 . 

" ir 


Vi- 


1328. 


_^.ln(, + VTT^). 1320. (¿+¿) «“4- 

1330. 2 yV+2^-i aiesea. 1331. i?+ ln [ z H~| ln- 

,(^||.j})-ln(l-{+ii),¿edondeJI = y^m{^. 

(2a; 2 -1) YT+¿* 

3*» ' 


1333. 4-ln- %+*+* + 1 -iarctgyPÍ+T. 1334. 


1 . Vi„ e , 

5 b y3 


í33d. 10 ln 2S _|_. + 1 


donde 


■yrp 


í 4+3^ 

1336. “ T „ . .,»/ I 

8 a: (2-(-a: 3 ) /s 

1 


1337 


. _ 2 yy 


— i- sen 3 a:. 1339. — eos x + -J- eos 3 x —i eos® x. 


. 1841. 4 co,3 |_1 c.os« f . 1342. 


(* 4 + l) 3 - 

1340. 
sen 3 z 


1338, son ai — 

se n 5 ar 


—2 ln 1 sen x j. 1343. 
x son 4x 


1345* 

i 


Sí 

ir 

sen 5 2x 


sen 2 z . sen 4x 

■ *T 


16 


64 


48 


- sen 3 6a:. 1347. —ctg a? 

144 


4 

1340, 
ctg 3 x 


32 


2 

1344, |- 


2 sen 21 z 


sen 4z 
32 


1340, 


ctg 3 x 


3 


ctg 5 x 
5 


+3 ln] tg x | 


2 tg a x 4 tg 4 x 

f 1 as t , „ | . ( x tl 

xl in tg y + ln ^y+X 


4 -*+ 4 - scn 6 z+ 4 sei1 

1348. tgz+|-tg 3 z+~ tgi * r 
1330. tg¡c + -+^—2 ctg 2x. 1351. -jtg a *4- 

. 1352. --———(-2 ln I tg -g- . 1353. >C 


co5 2 4 

1354, 


— cosas 
4 sen 4 x 


3 eos x 
8 sen 3 x 


+ 


+ T^|tg y 

i 


1356. — t g5x —X. 

+Ctgs+*. 


1355, 

1357. 


sen 4a 


3 sen 4as 
í 6 eos 4 " X¿32 cosMx 

ctg 3 as 


-+¿ i n|tg(2a : + ^)|. 


ln | sen x ]. 1358. —g-ctg 3 *+ 


1359. -J tg 2 - + tg 3 y - 3 tg + 3 ln | eos j 


+ z. 


1360. 


son 2x z 


8 


1361, 


ctg 3 x 


1362. — -p* j/cos 4 i + -y- > r ios 1 ®*— 

4 í> 


—.J-Vcos 1 *^. 1363, 21/tg*. 

16 


1364, 


-pr ln 


¡y 5+1 


1 - z 

— aíctg 


1/2 


g V^ - donde z = Vtg£. 


2+2 

1365. 


1/2 + 1 

cosSjs , cos 2íc 


16 


29 * 
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S oí íí dones 


1366, 


X C08' 


sen 25* ( sen 5* 


50 


10 


13C7. -f- sen ~4-3seii-í-. 1368, 4- X 

o b ¿ 


1 J o™ son 2a* , x COS 2 b t í eos Ü> sen (2 é*¿ 4- tp) 

T cosaf - 'M®' ' ‘ 3 -■ 1370 ’ - 5 --- 7 Z -• 


,371. -!“* + 


sen 5a: 


sen 7 a: 


1373, -y In 

4 


20 
2 + tg| 


2-tgf 


18 


1374, 


40 

1 1 1 

1372. -¿y eos G*—n- eos 4as—=- eos 2 x. 
24 lo o 


^r 1 °h(f+F)|- |375 - *-*8 f • 


1376. — ar+ tgx+sec a?, 1377, in 


tg-- 5 

tgy-3 


1378 , arctg tgyj 


Solución, Ponemos 3 sen x -f 


12 5 

1379* y¡r£~- 7 K' Ln I 2 sen *-f 3 eos * |- 

13 13 

-j-2cos* = a {2son *~[-3 cos*) + P (2sen ac + 3 eos x)\ De donde 2os — 3(3 = £ 

12 n 5 


3 a +2{J—2 y, por consiguiente» a = ~—, 


13 ‘ 


Tenemo 


3 son x -¡-2 eos x 


—SS—ás-^ 


(2 sen a:4-3 eos xV 12 5 

. — — — - dx = — a: — — > 

2 sen *-|-3 eos * 13 13 


¿ 2 sen *+3 eos x 
X In |2sen *+3eos* (, 1380. — In ¡ eos *—sen x |, 1381. yarctg 

Indicación. Dividir el numerador y ei denominador por cos a s 
arctg ^ ^ X J » Indicación, Véase ©1 problema 1381 

2tg g+3—Vl3 


im 


1383, 


—— ]n 

1/13 I 


1381. 1384. -=-ln 

o 


2tga + 3+ Vl3 
tg x—5 




í n d i c a c i ó n* Véase el problem 


Indicación, Véase el problema 1381 


1385. 


1 


2 (1 —C03 x) 2 ' 


1386. In (14-son* *). 1387. 


1388. ll- !—°°* 
4 I-son* 


1389* —arctg 

ys 




2 1/2 

1 


ln 


y s y 2 


Indicación, Utilizar la identidad 


V 2+sen 2 x 

V 2-sen 2x 


3 tg y -l 

2 y 2 

í 


arctg ■ 


3—sen * 


. 1390* —a+21n 


tg' 


tgf+i 


(2—sen *} (3—sen *) 2—sen* 


1 ndicación. Utilizar la 


A .j i 1 — sena; + eos* Á . 2 

i en i a i^ S 0 aa7 —eos* - "^l-fsen*—eos* É 


1391* 


ch 3 * 


— ch *, 


10U'OUBUOIOniOSI0'MMM 

■ ! ^ *3 * 
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1392. 

3x , sh 2x 1 sh 4 x 
T+ 4 + 32 * 

sh 4 x 

1393, — 

1394. —g- + 

1395. 

ln 


—2 cth 2 x. 

1397. 

ln (ch a) — 

1398. 

X 

cth 3 x 

~~ cth x -x— - 

1399. arctg (th x). 

1400. 




xarctg v —^ 
Indicación, Utilizar 


JL- arctg (e* V'5) ) * ím 
identidad 


la 


— 1 


sh 4x 
32 

th a x 


ys 

sM £ sh 2a: £ 

2 4 2“ 

+ chx, 


- -— sh ch x ^ 

1402. ln (Y2ch3 + Yc-h 2a:), 1403. —V 3 —2x — * 3 + 2 aresen —g— 

T 2 

x 

"2 


2 v " " 1 2 

1404. -J y2+T*+ln (* + -VTFF«). Í40Ó. | VB+55—1 (*- 

+ ygq^2). 1406. yP=2ITa+-|-ln(»'-l + y* 5r 5í+5 

1407. “|/a;2 — 4 — 2 In ¡ ¡B + y* a — 4 l* *408. ya 2 + *—g- ln | 2a + l- 


-t-aV^+H- 


1409. 


x jzl yia=6^7~ 8 1(1 1 *—3 + y»»—«*—7 


¡ ^ 1 1 ú. __ 

1410, Jj (2z+l) <$z 2 + 8a+17) V*>+*+! +~¿ la (2*+1+2 y* a +*+l 

1411. 2]/¡=f . 1412. 


^ < i , * y 2 

_ 35-1 — 1413. —7=- arotg -r- /s — 

4 y^s— 2 *+í y 2 y*— 


1414. 


2 ys 


-la 


l yi+^+s ys 

| y r+^á— x yg 


. 1415. ■— (3 1 —2sS + 5z a —5s + -^ 


1416. y (z a + 4pSCn6a: + ^-COsSa:—irsen6s). 1417 


x eos 3x 


6 


f sen 3x t x eos x 

' ~18~ 4 2“ 


( 


2— • —8 

2 sen 2 a;+cos 2x _4 son 4® + cos4z 

'1 1 ~ 17 

x 


g jj 

sen» 1418 _ i!í_(2- S en2s-co5 2s)- 1419. -y 
n * 8 

1420. [* (sen ® + eos z) 

—sen 2). 1421. _f+i-lnU“-l| + |la^+2). 1422. ,-ln(2+** 


lV **+í+ T). 1423. i r,*l 0 l±|+ln(l-**) + **].*««- 

L / z 2 9 ^ 

X (i+yi + s*)—2 yi + i 2 la (*+yi + * a ) + 2*. 1425 ‘ \*2“ 100 j * 

-1- .. A AA pli ^ 

X árceos {5x—2)— ^-7¿p ”1/20x^25^ 3, 


1426, 


sen jc ch x—cos xsh x 

2 


1427 ‘ [ (a;3 + a2)^ +(2^-3 ) / n -i] ; •+«•■ 

, 1, . r_1 r x(3K a +5a 2 ) , J_ arot g-1 ■ 1428. J ft = 

+ —arctg — j , h — ia 2 l_2 a a (* fl +o a ) 2 + 2a» b “ J 


j 0 U'Oueuojop|QSie'M]¡v\/y 
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eos x son n “ 1 x , n—i 




/, - 


eos x sen 3 # 3 sen 2x 


8 




eos x sen 4 x 


16 


4 8 

-j^cosssen^— y^cobx. 1429. — 


sen x 


&—2 r t sen x 

\ J n-2> J 3^i 


n-V n ~ 2 ' ÍS '2 eos 3 "* + 2 ln j tg ( 2 + 4 ) | ; 7í “ 3eos» aT + T tg 

1430. /„ = — a: 3í e“*4-7i/ n _ 1 ; /¡<>= — e -a (x^ + lOx» + 10■ 9«8 . _¡, 10-9-8... 

...5*4-10.0... 1). 1431. —Lrarctg ^- {x ~ 

1/14 


(re—1) eos”" 1 -x ' 
sea x , 2 


V7 


1432. Jn y**~-'2*+2 — 


—4arctg (x 1). 1433. ^ Jn arc tg(2* + l). 

T ln ía + 5 ■ 1435 - 2 ln 


1434. 


tt-f- í 


*.)■ 


at+3 
£ 4-2 


x-\- 2 


x 4 - 3 

u». 7 ( 3 ^,+ ' 


ys 


X fin | —— 

' | ~\fx 2 -}-\ [ 

+-4* .rete ?£=*. 1440. J ( 3 + 3 V ; ) , ,441._ 

3 V 3 1/3 1-2 y a x 3 ^ yá 

1442. In ^a-fr-gH- yx^+x+I j , 1443 , y2j_-|y {2x) 6 , 1444. - 


1436. ¿x 


¡ 5 j- arctg -~ y j . 


a;2-j-2 

35—2 _ 1 4 s ‘*~ j 1 

*4-1)* " r 6 «S — 3 + 1 "I" 

1 4 1 


0 

O 

0 


2x2 

3 


2¿s —i 


1445. --- 

*y 1 

1447. ]n [ x + yialTÍ 


O 

y¿+i ■ 


1440. 


—2 (|4 5—x—l } 2 —4 ln (l+y5 — x) 


X 


x^+l 


' 1/2 


1450. 


y«2—1 

£—1 


8 - -4- í/í 

2 K 1 


— x 2 


X aresen 


2(* + l) 

s + 4 


* 1448.-J- _ 

l+.r2 

- /■■.. .. • 1451. 4 ln I l/4 ^ a2 ~ 2 

1 1/1 

Indicación. ' 


1449. aresen X 


“81/3 X 

_ _ J_ / 1 1 l 

xS+4x 4 l x «44 / 

1453. ~ (8x—1) X 


O 

0 

0 


1452. |y^=9_| la y + y^9j. 

xyí=^+A.arca«n(8*-l). 1454. In -,— -.... 

^ 2a:+2+2y«aH-« + l , 

, 455 . , <»■+*+*> yi+s+ ¿_ _ <y> V 3 +s+- 2 -4 


+ V«*+2i + a). ,456. ■ l -—BfrO* . ,457. J- ln 

3 


3^ 3 
1 


1 / 1 — 33—1 


1458. — -|-lny — l| + -i-ln(z2+g + i)—~y=~ aretg ■ "//- 1 , donde s = 

3,--7~ i „ 14 1/ 


— • i 459 - 4 !»<*•+vn^.. 


1460. ^+ 


sen2i sen 4a: 


32 
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1 

1461. In 1 tg a: I — ctg 2 z — -jCtg*a. 


1462. 


-Ctg x- 


2 V (Ctg a) 3 


1463. ~ (eos 2 a — 6) y"cos a a. 
12 


X ln tg 


5s 


1465. 


tg 3 x 


+ 


1464, 

tg 6 ^ 


eos 5s 


20 sen 4 5s 


3 cosos , _3_ v 
40 sea 2 5¿~ 40 


+ -J)+2k 1 | c 0s(y + f-)|- 


1466. -jr sen. 2a. 1467. tg 2 ^ + 

! 4tgy-i 

1468. -^=«ctg-y|— ■ 


1469. 


Vio 


1 


-|-secx |—-^-cosecx. 
Á 


1470. aiotg(2tg* + l). 1471. 4r lll|tg * + 

V Vio f 


1472. —pr arctg 
"1/3 


1473. ln|tg* + 2 + Vtg»* + 4tg*+íl. 1474. i ln («on + «)■ 

x son 2 s COS 2 s 

1475. tg3a + -|-Inlcos3a| 


x 3 x son 2s 

i476 .- — 


8 


(478. íf<2«-l>. 1479- T 111 '^ 11 - 

__^ 1 3a 

1480 Ví+^arctg*— 1 fl(* + V 1 + * a >- 1/l81 ‘ T Sen T 

18 12 6 


1477. 


18 12 
1 5s 1 £ 

IcT s011_ 2—T sen 2 


1482, — 


1 


1 + tg s 


"3 2 
. 1483. ln| l + ctga:| — ctg x. 


2 2 ±-r * 

( 484 . ■ 1485. —2ch Vi—"a. 1486. l-liich2a. 1487. — .®-ctha + 


sli 2 ¡ 


,k_3 


. . , ., 00 1 31 J.A in le* —21 1489. ~ arctg —p 

+ ln | sh » (. 1488. - -4 + 4 m l e 2 ¿ 

10 2K 


*__ 1 1 + 2* Éfno _ 

1490. -y- 4 /"(e x +lF — 3 - v”(«*+!)“- ,491 ' hT4 ln 1 —2* ‘ ‘ ' 2 ln 10 

X ( x *~ 1 +’hTÍÓ' ^ 2 ln 3 10 ) ' 

* I arctg a 1495 1 f 

a 4 V 

1497* -i- ^ eos ^ son 5s + 


1494. ln 

x 


_ _ y¿ x -t-i—i 

i«3. 2V«>+í+i»^Sq=f^T- 


. 1 1 g3 + 2 ■\/^rj\ 

s 4 areson —^ h t ■ ■ '■— V ** I r 
x o f 

2 


Vl + s a | * 

1490 , -í-(cos I11 x + sen ln x ). 

¿t 

+ 3l co s5l + A oos5 ,-4„»5 I ) . 1«8. £[(.*-2)«*S(2* + 3) + 

+ ¿i»( 2^ +6 ,+5)-4] . «»■ 4v^+(—1)■“““x:. 
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Capítulo V 

Í50i. b-a. 1502. v a T~g~~. 1503. 3. 1504. 1505. 156. Indi- 

¿ in 2 

cación. Dividirnos el segmento del ejo OX, desde *=1 hasta x = 5, on 
partes tules* quo las abscisas do los puntos cío división formen una pro- 

grosión geométrica: x 0 = i, x 1= x ü q, ...,x n = x ^. 1506. ln —. 

Indicación. Véase el problema 1505. 1507. 1 —eos*. Indicación. 
Utilizarla fórmula sen a-f sen 2a+...+ S en na =— - —feos--eos X 

2 sen~ L 3 

x ("+t) 4 “*■ ‘>=-=-¿1= 2 >í-nb- *“■ i»- *■' 

-Vl + A'lMl. 2x e - xi ~ e -*\ 1512. -££^ + J_ C0S 4_. 1513. « 

2 y* x x¿ 

= nn{n = 1, 2,3, ...}. 1514. ln 2, 1515. —, 1516. e x — e -*=2sh x. 1517, so: 

1518. y.Kesolución. La suma s n =-í ? --(--¿. 4 . 4 . r *~ * —L ( J. 

% ¿ i #í T n! T "'^ »! "b 

+—+■••4—— j puede considerarse como suma integral para la fuñe 

1 

1{x) = x en el segmento [0, 1]. Por esto, lim [ xdx=4~- 1519. Ii 


Resolución, La suma s n = 


i 


i 


+- i r + ---+ — 


14- 


1 + 


) so 


n + 1 ' n + 2 ^ ”■ ^ n + n 
puede considerar como suma integral para 


J_ /_1_ 

'"(‘4 


1 

función / (z) = ~__ en e i segmento (0,1], donde los puntos do divisi 

tienen la forma + ¿ (*=1, 2.»). Por esto, lim *„ = \- 

tw» J 1 


4* 


= ln2. 1520. 1521. 1522. i“ = 3 3 i-. 1523. 1524. { 

1525. 1526. yin 1527. ln j . 1528.35 ¿-32 ln 3. 1529. arctg3- 

—arctg2 = arctgy . 1530. ln-¿ 1531. -5- . 1532. 1_í- 

í 3 16 yg 


4-. 1535. -i lu i±J^§ 

6 02 


1533. 4.1534. 


1536. y-4*y - 15 3?. y - 1538. In2. 1539. 1—cosí. 
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1540. 0. 1541. —^ 7 =+-^-. 1542. arctg e —. 1543. sh 1 = y ( e—M - 

9 y 3 6 4 ¿ \ e ) 

1544. th (In 3) — th (ln 2) . 1545. —y+-| sh2n. 1546. 2. 1547. Es diver¬ 

gente. 1548. - - , si p < 1; es divergente, si p> 1. 1549. Es divergente. 
1550. -2_. 1551. Es divergente. 1552. 1. 1553. , si p > 1; es divergente, 


si p<l. 1554, n. 1555. -^¡=r. 1556. Es divergente. 1557. Es divergente. 
1/5 

j 1 1 

1558. 1559. Es divergente 1560. jyy 1561. Es divergente. 1562. —. 


1563. —. 1564. —+4-ln3. I 565 * —U- ‘566. Es divergente. 1567. Es 
8 3 4 3~i/3 

convergente. 1568. Es divergente. 1569. Es convergente. 1570. Es conver¬ 
gente. 1571. Es convergente. 1572. Es divergente. 1573. Es convergente. 

1 

2 í 

1574. Indicación. B (p, q) = | f (x) dx + jj / (z) dx, donde /(a;) = r^'X 

2 

X{1 — xy¡~^\ como lim / (x) x 1 -? = 1 y lim (1 — / (z) = 1, ambas integra- 

les son convergentes cuando 1—p<l y 1—es decir, cuando p>0 

i oo 

y 9 > 0. 1575. Indicación. T (p)= ^ j (x)dx+ ^ 1 {x)dx, donde f {x) = 

O í 

ca^p-ie-** La primera integral es convergente cuando p^>0, la segunda, 


O 

(5 

O 

O 

O 
c o 

CD 


para cualquier p. 1576* No. 1577. 2~]/2 | l/t dt. 1578* | 

T 

ln3 oo 

1579* dt . 1580* \ 

ln 2 G 


dt 


\/[ -f- sen 2 t 


dt . 1580. \ í (ilr0t ! í] dt. 1581. * = (fc-ff)í + «. 1582. 4-21n3. 

1 í* 


1583. 8-1584. 2 - 4 - ‘585- -4=- ‘586. - - -: . 1587. 1— 

2 y 3 ’ 2 V¡> 2]/l+a a 4 

1588. V3-y. 1589. 4-n. 1590. y la 112. 1591. ln 7+ ^ , 1592. y+y. 
1593. ■—!. 1594. -y. 1599. -y-1. 1600. 1. 1601. . 1602. *y(e n +l). 
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1603. 1* 1604, 


. 1605 , 


, 1606, Resolución, F(p+f)^ 


(jú 

=f \ Utilizando la fórmula do integración por partes, ponemos 

o 

x'P = u t e~ x dz = dv. Do donde da = px® -1 d'x t u= — e~ x y 

00 

r(p + l) = [—^P“le“ 3 í ¿a: = pr(p). (*) 


Sí p es un número natural, utilizando la fórmula (*) p veces y teniend 
en cuenta, que 


obtenemos 


r (íj:= \ e~ x dx = l. 


r (p+i)=p¡ 


r 1.3.5... (2fc—1) TI - O! . „ . , 

1607. /¡¡í t = —™--_~- t.—■ ~2 > si n — 2k es un numero par; I 2 h +1 = 

2 - 5-6 ... 2k 


1-3-5 ... (2ft+l) 


, si n = 2k-\-l es un número impar. 

128. _ 63n 

J ‘ s— 315 ’ il0 ~512' 


1608, . 1609. 4 b Indicación. Pone 

0>+S—l)i ¿ \ 2 ¿ } 

sen^^— í, 1610- a) más; b) menos; c) mós. Indicación, Dibujar 1 
gráfica de la función subintegra) para los valores del argumento en i 
segmento do integración, 1611, a) el primero; b) el segundo; c) ol primen 

1612. 4-- 1613. a. 1614. ~ • *615. 1616. 2 aresen -i- ■ <617. 2<P<Ví 

1618. 4< / <Y' *619. 1620. I ncl i c a ciÓ1 

1 1/2 

La función sub integral crece monótonamente, 1621, g- 

32 1 

1623. $ =4~ , 1624, í. 1625, —, Indicación. Tener en cuenta ol signo de 

o ¿ 

la función. 1626. 4 4-. 1627. 2. 1628. in2. 1629. m * 1 2 * 4 ln3. 1630. jm 2 . 1631. 12, 

4 

1632. ypS. 1633. 4y. 1634. 10y. 1635. 4. 1636. y. 1637, y—y ' 

1 3 

Í638. e+y—2-2 (chl—1). 1639. ab [2 l/i -In (2 + yá)]. 1640. fta 2 . 


I nd i cae ion. Véase el apéndice VI, dibujo 27, 1641, 2a?e~ 1 * 1642. — a E . 


www.éféolucionario.nef 








www.elsolucionario.net 

Soluciones 459 

0 

1643* í5m. 1644. — !n3. 1645* 1. 1646, Indicación. Véase &] apén¬ 

dice VI* dibujo 23. 1647, a 2 ^2-|-4r j * Indicación, Véase el apéndice VI, 

dibujo 24. 1648. 2rc + A y «n—A 16W - ^ n-!Al y ^ n-j-íVl. 1650, 
o ó ó 3 ó 3 

i651* 3 jto; 3 * 1652, Ji(& s + 2afc), 1653, Gim 2 . 1654. Indicación, 

Para ol lazo, el parámetro i varío entre los límites 0<#c+eo> Véase el 

3 

apéndice VI* dibujo 22. 1655* — jia a . Indicación. Véase el apéndice VI* 
dibuje 28* 1656. 8n 3 a%. Indicación, Véase el apéndice VI, dibujo 30. 

ti/Z 2 tt n 2 

1657* ——. 1658. a 2 . 1659. , Indicación. Véase el apéndice VI, 

o 4 

dibujo 33. 1660. A n. 1661, - 2 « 2 . 1662. —- A . 1663. o* f -Í-+ 

2 3 (l„ e 2) J /s \ 3 

4-^-J ■ 1664. ^y2. Indicación. Pasar a las coordenadas pojares. 

«¡66. ~ (10 VIO-1). 1666. Indicación. Utilizar la fórmula 

ch*a— sb 2 a = l. 1667. V2+ln(l + V2). 1668. yjUflá— j/2-f 

+ ln - ~ ' \-I+íl , 1669. 1+A In A 1670. ln (e+Y^^i). 1671. 

ln(2+V3). 1672. A( e 2 + 1). 1673. oln|-. 1674. 2« VI 1675. ] n ítz|+ 

Htfli íj 1 

—|-ce — ^ = 1 n.- 1676* -7J- aT%. In dicación. Véase el* apéndice VJ f 
dibujo 29, 1677. 1678. 16a, 1679. ít4yí+4^-f-| <2* + 

+ Vl+4«a). 1680. 8a. 1681. 2a IV2 + Jn (Vá+l)]. 1682. 

1683. a V i+m \ 1684. -i-¡4-¡-ln3). 1685. ~ . 1686. A^&s. 1687. 

fít ¿i aU o 

A* ( e 2 + 4_ e -2). 1688. ~«S. 1689. . 1690. v y =*A «. 1691. r x = 

= ™.; i>„=-2n. 1692. AiñA . 1693, ^rca a . 1694. A rtp». 1695. A„, 1696. 

(15-16 in 2). 1697. 2rc a a 3 . 1698. 1699. —nWa. 1701. a) 5n^»; 

b) 6rc 3 a 3 ; c)i^.(9n^l6). 1702. A| na?. 1703. Ajw 3 . 1704. A^s. 170 5. 
y (■-»? + - 4 -A p t fl + ab'j . 1706. ^. 1707. 1708. j m»4. 1709. 

Arca 2 *. 1710. ^® 3 , 1711. rca 3 ']/ pq. 1712. nnbk ^1 -t-AA) ■ l 7 * 3 * 
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Solucione* 


im. H (1/173-i); “ na2 (5 y5_8). 1715. 2«[V2+ln (1/2+1)]. 1716. 


3 ' K “ *" 3 

2 (V2+1) 


(V 5-V2) + jiln : 


yg - 1717. nty2+ln(l+y2)]. 1718. ^ (««+ 


¡na 


42 


+ ^” 2 +4)=—g—(2 + sh2). 1719, -g-fta £ . 1720. ~ (e — 1) (e a + e + 4). 1721* 

Indicación, Aquí, y = V 5*^3**. Tomando el signo más, 
obtenemos la superficie exterior del toro, mientras que con el signo menos, 

O-.L 

se Obtiene la superficie interior del mismo. 1722* 1) 2nb*-{ -~—arcsen e; 

2) 2 na 2 +“-Iní donde e = -i-— -—^ (excentricidad de la elipse), 1773QJ 
a) — ; b) 16ji3a2; o) y rea*. 1724. ~ naK 1725. (2— ~]/2). 1726. ^a. 

1727. M x = y yP+E¡; ¿tfy = y + aS+P. 1728. Jf a = -i|L; Aí 6 = . 

1729. 71^ = My-y ; r=¡T=y - 1730. M x — My = ~ ai; 7^J=~ a. 

1731. 2naB. 1732. x - 0| 7= 2 + - 1 -— . 1733. F= - a 56tl - ; 7=0. 

1734, 7=^; 7=y«- 1735. 7=-g-; 7=~. 1736. *=*-*-^ ■ 

1737. x—na\ y = ~*a w 173S. ^0; 0; . Resolución. Dividimos 

el hemisferio en zonas esféricas elementales, do área do, por medio 

la aíti 


de pianos horizontales* Tenemos domina dz t donde dz os la aitum do la 


2ñ | azdz 


(D 


zona* De donde z ■ 


* Por simetría, x — y~ 0, 1739- A ia distan- 


Zna* 2 

cia de de la altura, a partir del vértice del cono* Solución* Divi¬ 
dimos el cono on elementos, por medio de planos paralelos a la base* La 
masa de cada capa elemental será dmi — yzip 2 dz f donde y» es la densidad, Zj 

La distancia desde el plano secante hasta el vértice del cono, 


* i 


De donde z =¡ - 


T nr * h 


- “-j- h. 1740, ^ 0; 0; + a J .Resolución. 


Por simetría x = y=zQ. Para determinar z, dividimos el hemisferio encapas 
elementales, por medio de planos paralelos al plano horizontal* La masa 
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de una de estas capas elementales será dm ynr% dz, donde y es la densi¬ 
dad, 2 , la distancia entre el plano secante y la base del hemisferio y 

_ _ nfí* 1 -» 1 )** 

r = Y a ~— si ! el radío de la sección. Tenemos: z = —-—^- = 

— jta$ 

1741. / = na 3 . 1742. / 0 = ~-a&®; / ¡> = -lo*fe. 1748. 1744. /„ = jna6«; 


7¡> = 4* 1745. I—~ Jt (7?^ — jRj)- Resolución. Dividimos el anillo 

en anillos elementales concéntricos. La masa de uno de estos ole- 

montos sera dm — y2nr dr y el momento de inercia, /=¡2rc^ r 2 dr = 

Rt 

ñ (i?| — ifí); (7 = 1). 1746. I =j^nJR*Hy\ Resolución. Dividimos 

el cono en una serie de tubos cilindricos elementales, paralelos al eje dol 
cono. El volumen de uno de estos tubos elementales será dV = 2nrhdr, don¬ 
de r es el radio del tubo (es decir, la distancia hasta ol eje del cono), 

h = H , la altura del tubo; en este caso, el momento de inercia 


/-Y 


5 m ('-í) 


r% dr t 


ynR^B 
1 lú 


, dónde y es la densidad de3 cono. 


1747- I=^rMa 2 * Resolución. Dividimos la esfera en una serio de tubos 
o 

elementales, cuyos ejes sean el diámetro dado. El volumen elemental será 

dV — Znrhdr^ donde r es el radio del tubo y h — 2a 'y 1-—~ , su altura. 

a 

En este caso, el momento de inercia será: J=4nav\ *■/\ r 3 = 

t y ** 

B 

™"Í5^ Y es I a densidad de la esfera, y como la masa M^= 

4 2 

= yjlfl s Y, se tendrá que / — Ma?, 1748. E=?2n% 2 &; ^ = 4 n?ab* 1749. 


0 


O 

0 


O 

O 


O 
c O 

0 

■ 

$ 

$ 

5 


_ w , __ ^ g í __ ^ ^ 

a) x^y = a\ b) x^y^-j-p. 1750. a) sc^= O, y^ ~ — < Indicación, 
O tU o Jt 

Los ojes de coordenados se han elegido de tal forma, que OX coincide con 

el diámetro y el origen de coordenadas con el contro del círculo, b) 7^ 

h 

—-g- . Resolución. El volumen del cuerpo, qué es un doble cono 
engendrado por el giro de un triángulo alrededor de su base, es igual 
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a sibhz, don do b es i a Lase y h la altura del triángulo. Por el teo- 

* 1 — 

rema do Cu!din este mismo volumen V » 2nx -^bh, donde * es la distan¬ 
da desde el centro de gravedad a la base. De donde 1751, v Q t — 

— ^r-* 1752. In ( i-j-—!r 1 * 1755. ar—— son (üí; y c p = "^-^0' 1754, 

2 2g ^ o* f cd ax 

*—á-[“*-(—*'.)*»-=35-J - '™. 

A = Indicación. La fuerza elementa! (la gravedad) es igual al 

peso del agua en el volumen de la capa de espesor dx , es decir, dF=yuR% dx y 0 
donde y os el peso de la unidad de volumen del agua. Por consiguiente, 
el trabajo elemental de la fuerza es dA=\nR i {H — x) dx, donde a; es @1 nivel 

<M agua. 1757.^ = ^ ymH*. 1758. A = ~~ R á 7'M rs 0,79-10 1 = 0,73.1o 7 kgfm. 
1759. A=ynRW. 1760. ; Aoo=mgR, Resolución. La fuerza 

1 +’V 

que actúa sobre el cuerpo de inasa m, es igual a F = k — ~ f donde r es la 

distancia basta el centro de la Tierra. Como para r — R, tenemos que F = mg> 
resulta El trabajo que se busca tendrá la forma A = 


n+h 


= ^ k - dr = kmM [ — -~-g- 1 = mhg ¡t . Cuando h — cc, tenemos que 


1+ ir 

Aoo—mgR . 1761, l s 8*10 4 ergios. Resolución. La fuerza de acción 


O 

c/) 

0 


mutua de las cargas será f = dinas. Por consiguiente, el trabajo nece¬ 
sario para trasladar la carga s { desdo el punto x í al punto x z será: A = 

\ ^-=e & g i (^ -— ] = 1,8 -104 org. 1762. A = 800 n In 2 kgf m. R oso- 

Xl 

Ilición. Para el proceso isotérmico pv = p$vq. El trabajo realizado en la 
expansión del gas desdo el volumen i ? o basta el volumen iq es igual a 

vt 

[ p dv = p 0 v 0 ln , 1763. A ^ 15.000 kgf m* Resolución. Para el 

J v 0 

proceso adiabático es, válida la ley do Poisson pv^ 1 = donde 
Uo doade A = \ 1?6 *- 


oso- 




lución. SÍ a os el radio de la baso del árbol, la presión sobre la unidad 
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P 

de superficie de apoyo será p = * La fuerza de frotamiento de un anillo 

do anchura dr t que so encuentro a una distancia r del centro* será igual a 

2m p ^ 

y" r dr, El trabajo de la fuerza de frotamiento* sobre esto anillo, durante 
a* 

tiP 

una vuelta completa es dA = —~^r 2 dr. Por lo cual, el trabajo total A — 
a 

= — jj r 2 dr = -~niiPa* 1765. Resol ti ción, La energía 

din 

cinética de un olomonto del disco dK ™^dondo da — 2nr dr> 

es el elemento de superficie; r t su distancia al eje de giro; p, la d cusida* 
AI /|.f(¡¡)S 

soperfical, p = ~- jp?-- De esta forma* dK 2 n j{<r ^ cr ‘ De donde. A' = 


Moa 2 


í-3 dr^ 


nR* 

Mií 2 co 2 


1760. = 1767 , k=J~- R*®*-- 


— 2*3 ■ lü 8 kgf m. Indicación* La cantidad de trabajo necesario es igua 

a la reserva de energía Cinética, 176S* * 17G9, P == ^ H a 

o 6 

^ 11,3*40*-Z*. 1770* P —afryrt/** 1771* P=—— (componente vertical dirá 


i 

gida de abajo hacia arriba). 1772. 533 ^ g* 1773. 09*8 cal* 1774. M- 

(k e$ la constante gravitatorid)* 1776* -g^- 

Resolución. <?= f -¡to j (.■-*) r 


/i6 s p - ¿ilfm 

——^ gfem. 1775* — r - - 7r 
2 a(a + Z) 


2b 




8p¿ ' 


1777 


- Q= ^ tfá ífy — ~ p , I n d i c a c i ó n* Dirigir ol eje d 


abscisas por el lado mayor, inferior, del rectángulo* el de ordenadas* poi 
pendicuiarmente a éste, en su punto medio* 1778* Resolución* S = 

•dv\ por otra parte, de donde dt^~ dv t y por consiguiente, 


ve 

s 


el tiempo necesario para el embalamiento t=* ^ -JL = S, 1779 , M x ^ 

<-<>*+£- -4 [-■ÍM--£ («■-t) • 


1780. 
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x 

(* fc'JT 

M x = — \ (a;—**)- *78!. 0 = (U2r¿ííg cal, Indica- 

o 

cíóm Utilícese la loy de Joule-Lenz. 


Capítulo VI 


1782. F = ~^2—£3) X. 


1783. S*A(*4. y }y4*a+3 (*—»)*. 


1784: 


■f(y= 3 Hb'<‘- : -D=-í- 


1785. 


y 2 —x 2 x 2 —y% y 


Z—L 


2zy 


2 xy T 
1788, f(x)-. 


2 xy 

~j/l 4* & 


M 


-^.1786. 1787. = = ~^- 

I ad i c ae i ón. Representar la función dada en la forma / j = j/" ) ~f 

y sustituir pora;. 1789. f (x, y) = . Solución. Desígname 


= s—p = i>. En esto caso x— 
* 2 u 2 


u -\-p y __ & i y 


, / ^ íí + l^ w —v 


_j_ ^ * No < l ue ^ a m ® s <I ue cambiar la denominación de 1 í 

argumentos u y t? por # o y. 1790, / (w) — ií 2 -|-2íí; z — x — 1 -f~VV- Indicació] 
En la identidad x = l + f (l/S — i) ponemos "|/i— 1 = Gonces, # = («+l)ai 

por consiguiente, f (w) = u 2 + 2u. 1791. /{*/) — "[/l + íí B ; s = yjj V 2:2 T* 
Resolución, Cuando x^i tenemos la identidad ~l/l + 0 a = W (“f") 


es decir, — Vl + í/ a - este casc b / f "J = j/^ + ] 

y s=s |/"|^|_ ^Aj*' == '|/ 3 * + y a , 1792, a) Círculo unidad, con'el centro en 

el origen de coordenadas, incluida la circunferencia (x 2 + y 2 *C l)i k) la bisectriz 
y=tx f del I y III ángulos coordenados; c) semiplano, situado sobre la recta 
x+y=0(jc4*y >0); 3) faja, comprendida entre las rectas ^ — ±1, incluidas 
éstas en ( — e) cuadrado, formado por jos segmentos de las rectas 

x=dz i e ^ = ± i, incluidos sus lados {—1 < x ^ I, — i < y < 1); f) parte 
del plano, adyacente al eje OX y comprendida entre las rectas y = ±x, 
incluyendo estas rectas y excluyendo el origen do coordenadas (— x^y^£x, 
cuando ^>0, x<^<—^cuando sc<ü}; g) dos fajas x > 2, — 2<^<2 
y ^<—2, y <2; h) anillo, comprendido entre las circunferencias 

y ^ a 4-^ 2 = 2a 2 , incluida la frontera; i) las fajas 
< (2 r + Í) n, § >0 y Í2n+í) n < x < ¡(2n+ 2) n, y < 0, donde n es tm numero 
entero; j) la parte del plano situada por encima de la parábola y^^x 2 (# a +#>G); 
k) todo el plano XOY; 1) todo el plano XOY t a excepción del origen de 
coordenadas; m) la parte do! plano situada por encima de la parábola y 2 =x 
y a la derecha del eje GY, incluyendo los puntos del eje OY y excluyendo 


/v.érsdlüCiónañotnet' 
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los de la parábola (x > O, y> Y*); ri) todo el plano, a excepción de los 
puntos de las Teclas í» 1 e y = o) la familia de anillos concéntricos 
2nk4£,£ 2 +y 2 <n(2k + í) (k^O, 1, 2, 1703, a) 1 octante (incluyendo la 

frontera); b) L TU» VI y VIII petantes (excluyendo la frontera); c) un cubo, 
limitado por Los planos x=±. 1. y — ±1 y z — ± h incluidas sus caras; 
d) una esfera de radio 1 con centro en el origen de coordenadas» incluida 
su superficie. 1704, a) Un plano; las líneas de nivel son rectas, paralelas 
a la recta #-}-?/==^0; h) un paraboloide do revolución; las líneas de nivel son 
círculos concéntricos cuyo centro está situado en el origen de coordenadas; 

c) paraboloide hiperbólico; las líneas de nivel son hipérbolas equiláteras; 

d) un cono de 2 P orden; las líneas de nivol son hipérbolas equiláteras; 

e) cilindro parabólico, cuyas generatrices son paralelas a la recta * + y -M = 0; 
las líneas de nivel son rectas paralólas; f) superficie lateral do una pirámide 
cuadran guiar; Las líneas do nivel son contornos do cuadrados; g) las líneas 
de nivol son parábolas y = Cx?\ h) las líneas de nivel son parábolas y — C \/x; 
i) las líneas do nivel son circunferencias £7 (-4- 1 /^} = 2^ 1795, a) Parábolas 
y^C-x 2 (C>0); b) hipérbolas xy^C ( | C\ ^ 1); c) circunferencias s^+y^CH 
d) rectas y = ax+€; o) rectas y = Cx{x*f= 0)- 1790. a) Planos paralelos al 
plano x^ry-\-z — 0; b) esferas concéntricas cuyo centro so encuentra en el 
origen do coordenadas; c) cuando u > 0, hiperboloides do revolución de una 
hoja alrededor del eje OZ ; cuando u < 0, hiperboloides do revolución de dos 
hojas, alrededor del mismo eje; ambas familias de curvas están divididas 


por el cono a; 2 -j- y ,¿ — *£ = (>(u=0), 1797, 
el límite; f) no existo el limito. Judie 


a) 0; b) 0; c) 2; d) e k \ e) no existí 
i c a c i ó ti. En el punto b) pasar a la; 
coordenadas polares. En los punios e) y f) examinar las variaciones de a 
e y a lo largo de las rectas y = kx y demostrar, que la expresión dada pned< 
tender a límites diferentes, que dependen del valor del h elegido. 1798, Con 
tinua. 1799, a) Punto de discontinuidad cuando x = Q e y^O; b) lodos loi 
puntos do la recta x = y (línea de discontinuidad); c) la linca de discoatí 
unidad os la circunferencia 1; d) las líneas de discontinuidad sor 

los ejes de coordenadas, 1800, Indicación, Poniendo y ^ y t = const 




obtenemos la función cp 1 (s) = 


que os continua en todas partes, y i 

denominador x^^-yl ^ Q, mientras que cuandí 

2x x y 


(pie coando y x 0 el 

j/ 1 =0 <p 3 (a;) m 0, Análogamente, cuando z = x i = c(mst, la función (p a (p)=^ 

es continua en todas partes. Por el conjunto de las variables x e y, la fun 
ción % tiene una discontinuidad on el punto (0, 0), ya que no existe o 
lim z. Efectivamente, pasando a las coordenadas polares (s = r costp, y = r sen cp) 

obtenemos z^sonStp, do donde se aprecia que, si ¿'-*-0 e y— hO de maner 
que tp = const (0 <1 tp ■< 2n), z — y- sen 2q>, Como estos valores extremos de la fuá 
ción i dependen de la dirección do q\ z no tiene límite cuando x— Ü o y — >-t 


&z 

_ o / ~2 J-| TjP \ - 

— / 1/2. _l*. ylp.fi* ll 

1802, 

dz _ 

2 y 

dz 

dx " 

-ay), — 



dx 

(x-\-y ) 2 

1 1 ¥' 

dz 

y te 

— . 1804. 

Bz 

X 


d a __ 

Ox 

” i 2 1 dy 

X 

dx ~ 

ys* 

-iA 

dy 

dz 

y* 

dz _ 

xy 


1806. 

di _ 

dx 

(**+i’ 

Oy + i' a ) 3/í ‘ 


dx 


1801. 


1803. -i-=;—^ 


1805. 

jte_ 


2x 

y 

Y^=F’ 

l 


YF+F (*+V«»+rt 


1807. 


ñz 


dx 


ft 3 -f- íjZ 


dz 

éy 


y'xz+y* 

"Sa+F" 


30—101C 
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1808. ^ = x1tínx ' 


1809 . ii 

¿to a: 2 £ 


az i sei "Y„ D y ^■yagt-av» g *»yax»- 

■77“T e x ‘ 18 0l I»* |y|(*i-y*) ’ Sy UK® 1 - 

s4-a du 


1811. ii- 4 = e t s * + “ 






yr b vr 


-2¡/a 

' 


-JL otg S£?. 1812. 

2^Ví/ V y 


^—»i (*»)*-!, ■£—(»»)* ln(»lf). 18*3- ífi'Wlni, ~ = ais“y ln *, 


£li 


1814. /i(2¡l)-Í-, /y(2,i) = 0. 1815. f x (1; 2; 0) = 1, 

03S * 

/,(i; 2 ; 0)=—, fH i;2;0) = y. 


1820. 


---— . 1821. ( 

<*“+&*+**) h 

1826. z *=arctg -^--}-<p (i). 1827. z = “+ y* ln « -j-sen y —g" ■ 1828.1) tg 1 

1 . 


:a = 4, 


tgf5 = co, tgY = y; 2) tga = oo, tgfi = 4, tgy —— • 1 8¿ 9. g a — % 

¿L— — /i, ü = ¿(« + fr). 1630. Indicación. Comprobar, que la fun- 

ción es igual a cero en todo el eje OX y en todo ol eje OY y valerse de la 
definición do las derivadas parciales. Cerciorarse deque fx (0, 0) = /y (0, 0) = 0 
183Y Af = 4Ax+Ay + 2¿fl¡í+2Aa Ay + Ax*Ayi df = (tdf + dy\ a) Af—df==8; 
b) Af — 4/ = 0,082, 1833, fía: = 3 (¿e^„ y)á¿c + 3(y a — x)dy. 1834. di = ¿ffy 3 ¿te + 

+3 xty*dy, 1835- = dss—xdy). 1838* dz = sen 2x¡ dx — sen 2y dfiQ 

1837. dz = y^xy~ 1 dx-\-xy (1 -\-y ln x) dy m 1838. = - i a {xdx~\-y dy). 

■ . 

CD 


m 


h. 


1839. = 184 °- dz = °- 1841 ' d «=■ 2 % { dy ~Í dX )- 

x son 


1842. rf/(l, l)=ad¡B—2áy. 
1844. iiw——7^.-- ^- 


1843. du — yz dx -\-zzátj-y zy ¿fe* 
X \z-t 


( X \z-í 

X [(y + 4*) sás + ( 1_ y*) *•*» + [** + t) ln (** + v) d3 J 

1846. . 1847. á/<a, 4, 5)- 

= Y (5 dz —3d:r—4 ¿í/), 1848, ¿2 = 0,002 cm; A¡ = 0,065 cm. 1849. 75 cm’ 

1 

(conrelación a las dimensiones interiores). 1850. -gr cm. Indicación. 

Suponer que la diferencial de superficie del sector es Igual a cero y de 
aquí bailar la diferencial del radio, 18ol. a) 1,00; b) 4*998; o) Q f 2íó. 

1853. Con exactitud hasta 4 m (más exactamente 4,25 m). 1854. si '¡’y'lg ’ 
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1 

1855- da = — (¿ideosa—dxsenet). 

_ du t ^ x 
18^7. —rr-'—z ctg— 


40HC dz (í ín t— 1) 

1856 ‘ lt - TWTt -• 


dt y y 

(t*+i) Id t 


eos 2 1 


AQfí* ^ 

dx x3 + i/3 T dx~l + 
dz 


i8 5 8.*. 2 n„,, 81+ <Ü±aí£i + 

1860* ■— = (sen s) CQS:K (eos x ctg x — sen. x Ln sen#), 

h ■ ,S62 - 1 - ■ E-*" O w >" *H] ■ 


1863. “=2*/«(ít, «) + ÍM* w /í {«, »); —= —2jf/í t (ií, u) + *eW/¡, («, y). 


1864. 

d 

II 

«1- 





c)z 

f t í \ 

,, / , 

dfT = 

( x+ -) 



1865 




0 


+ /* (&, y* s) (#i y)~\-% (^1 <p' (*)I- 1873* El perímetro crece con una 
velocidad de 2 in/seg,, el área aumenta con la velocidad de 70 m 3 /seg* 

l-f 2*3+30 ^ lg75 _ 20^5 — 2 yf km/hora. 1876. —ÍÍÍ 1 . 1877.1. 

1 "l” ^ 

3¿2. 1879. 1880. «® 1881. ,<r ,° 3 fr+cosft+cos 1 . 

a O 10 o 

i 

A fK4 _ílí\ 


1874. 


1878. 


1882. a) {2; 0); b) (0; 0) y (1; 1); c) (7; 2; 1). 1884. U—ZJ, 1885. ¿ <5l-3¿). 

1880. 6* + 3^ + 2fc. 1887. |gradw| = 6 ", eos a eos p =—cosy=4*' 

¿i o 3 


1888* cos<f>“ 


Vio' 

abey 2 d^z 


1889, tg 9 ^8,944; (p^83°37'. 

abcxy d 2 z abex* 


1801. |^= 

*** y) 


(ta a ¡ 2 + fl a ? z) i, /ií ' dx dy~ 
2(y—x 2 ) d*z 


a*y 2)*7b ’ (62x 3 + a%2) 3/a ‘ ’ 3*2 


2# 


^ 2_)+^)2 1 f)y 


Xy 


(2 ^ + y s ) 3/s 


1894. 


(* S + W a 

d 2 z 


£!?. 


_*5W 

3s 3 1 dx dy 


dx dy 
d 2 u d 2 u 


0. 1895. 

-1* 


(**+y) 2 

d* r r a — x* 


1898* 


d^z 


dx dy* 


dy dz dz dx 
— x 2 y oos(xy) —2# sen (xy)* 


dx% 
1897, - 


- 1893, 

1896. 


d 2 z 


dx dy 
d 2 u_d 2 u 
dx 2 dy* 


d' ó it 


■ = apV^ M-1 y e_i 2 y-1 ' 


dx dy dz 

1899* jlx (0, Q) = m (m — i); 


fxy(0 1 0)^mn; fyy(Q i 0)^n(n — 1). 1902. Indicación, Comprobar, uti¬ 

lizando las reglas de derivación y la definición de derivada parcial, que 

M*» »)-y l y rf+yi Ciando **+!/* ^0), /a(0, 0) =0 y, por 

consiguiente, — y cuando # = Ü y para cualquier y , De dolida 

fxy (0 f p)“ “i» eu particular, (0, 0) = — 1. Análogamente, hallamos quo 

U v ( 0,0)»1. 

30 * 





























468 


www.elsolucionario.net 

Soluciones 


1903. ^~2/u(w f + v)-\-£asyfuv(u t v) 4~ y^fw (u . *0 i 


¿2; 
dx dy 
d*z 

% 

Ó 2 w 


: /í(w f ií) + fe|r/¡tt (u,ü) + 2 /Üíí(w, v)+xyflv(u, y); 


—- í ^=2/u(w í P).H-4if a /uu(w, + v)^ r xZfw{Utv). 


1904, = fax-i- 2fxz <P& "h/Sí (<P#) 3 4" /= <P«ar* 


1905* ^ = /wu (<p#) 2 4- ‘¿fuv <piip x ~h h-v ('♦ar) 2 + fu -{-/« ifxii 

^ ^ — /uu (p>/ + /ur í*p* tyy + ’Mpv) 4~ fvvtyx'tyy + fu tpxy 4- fv^xy) 

0 <*;»■+2/; y <p^¿4- c, (%)*+!&„+K%r 

1914. !1 (a;, Jí) = <p (x) + ij> (y). 1915. u (x, y) = ;wp (y) +\|) (y). 

1916. dH = e x v [(j> dx -\-x dy) 2 +2dx dy]. 1917. iftu = 2 (x dy di -f- y dx dz -f- z dx dy). 
1918. á2z=4y"(t)(xdx-)-y dy)2-\-2y' (t)(dz? + dyZ). 1919. dz= ( 

x(tfla-y-¿* + *ln-^-dff) ; ^=(44^ [ ( v*^^- + -j-) dx * É 

+ 2 {xy lu-^- In-^-fJrt -y} dxdy+[x* Iíi* J1-^-) ¿y *J • 1920. dH = 

= ff a /"tu(«t o) dx^-\-2ab¡uw (ti. v) dx dy-\-b^f“ sú («, v) dy 3 . 1921. d 2 z — 

= (ye*ú + f^/úu +2ye x +y}lt>+yW x ü v ) dx 8+2 O^ú + i^í+»^/£w+X 

X (1 +■ ají) /«» + ire**/íu) d-edy 4 . + x*e*»jwi + 2xe x+ Vfuv-\-e 2x f’vv) dy-. 

1922, d 3 s=e x (co$y dx 9 — 3 sen# dx z dy — 3 coa# ¿te e/^-f-seii dy 3 ). 1923, d^s— 

= —y eos x dx a — 3 sen x dx- dy — 3 COS y dx dy 2 -j- X sen y dy 3 . 1924. df (1; 2) =0; 
d»f( 1 ; 2) = Gdx* + 2dx dy + 4.5 dy 2 . 1925. d 2 j (0, 0, 0) = 2dx 2 + id y 2 -f tidz 2 ^ 

—ídx dy+Rdsds+idydz. 1926. xy + C. 1927. x 3 y —4 +sen z-fC. 

O 


1928. 


x-\-y 


+ ín {K-f -y)+C. 


1929 


. 4-ln(*M' y *)+2tt0tg JL + c. 

¿ u 


x—y 


-e. 


1030. —4 -C. 1931. Yx*Xy*+C- 1932. 0 =^ 1 , b=^-~i t 

1933. s a 4-^+a®+aíy + «+yí+C. 1934, x*-\-2xy**\Sxz-\-y 2 ^y2—2z-~€» 

1935. x 3 yz—3xy 3 z + 4x 2 y 3 +2x+y + 3z-\-C. 1936. — +-— + —+C. 

y zx. 


1937. 4/+ V 2 +“rC- 1938. íl —1* Indicación. Escribir las condi¬ 
ciones de diferencial exacta para la expresión 1939. f x — /y* 


1940 


xy 

. „=J /w*+e. mi. g-=-gi 




&4 ¿¿ 3 ^^ 3 ¿?% 

fj 4 í/t * 


1942. La ecuación qtio determina a y f es la ecuación de un par de rectas* 
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.943. 


y x !n y 


1944* 


dij 


dx i — xy*-* * 

4 -*< (SíL ,- 8 4 - 8 - 

1<W 7 iií._x- 

dx~ X ' dx 2 ai ' 


¿x y* 


.946. 
1948. 


dz z sen x — eos y . dz _ x sen y — eos z 
1 ‘ ^ “ — -- - * “* eos a; — £/ SCil S f 


1951. 


dz 

dx 

dz 

XX 


. dS y y hiu : i t g y\ _* 

1 * dx 2 (1 — y} 1 * ’l dx Jx=l 

_ g + *y , d»y_ (a»+l)(g , +y a ) 

dx ex —y 1 dx 2 (¿ix—y) 3 

dx x 2 — ^z dz 6^ a —3xa™2 

1 ” 


$X 


eos x — ^ sen a 
c% dz 

Cí 2 Z ' % 


% 

<% 

d% 


1950. 


dx 


3 (xy — s 2 } 
... £L = ¿ 

' dy 2 


dx 2 ’ 


d% 


C 4(b2^ t j2) _ 

e B &Sja 1 d# dy 


c ¡1 xy 


a% 2 z 3 


d*z _ e* (<r 2 —x 2 ) 

d?/ 2 ÍI 2 d 2 Z 3 


1953. 



T-s f py 

dz 

A ? * í'y 


dx 


4’y 


1954. dz = — -—dx— — d#; d 2 z = 

.2 5 


dy- 

z 3 a 3 


»2 —«2 


/Íy3. 1955. dz = 0; d**=^(í*s_}. í ¡ ? 2). 


.956. dz= ir —{dx-\-dv)\ dH 


-^X^ 5 -(áx2+2íía dy+dy*). 196i. -|j = oo; 


' 1 

*._!■ í^=A I9g2. 
di - 5 ’ da» 25 1 


^ x(¡/ —z) x(¿/— 2 ) 


dx; d 2 y = — d*z s= 


1963. £*« 

0x dy dx 2 


-¡¡rT5^ K *-* >,+ív ~*> 1+í, " x >' 1 ‘ to ’ 

a2 “ fií=o ; iSL._.; £ü=í>; f^=2; i; f^ = 0. 1964. du = 

du'¿ * dx * d¡/^ dx 2 dxdy dy a 

L , , 1 ií irt 2 

dx- h——dy; di> = *r-— «x 


" dx dy dy 

y 

'i+y 

2u 


i *\-y 


{t + V)% 


% d v 2 - 


1965. 


-—- u-: — 7 -^— d¡t; d^i = — d-u = dx dy — 

1 + y l + p CU-!/) 2 

Ifú eia— <p' v dy <iy 

du SS -:-;—— ; du “ *-— 


JÍW ^ C SOTl^ 

1966* a) — =- 

; dx u 

í 


dz 

dy 


1 <P¿ Vv 

]C % 

c eos í> 


9u 


■pj 


*>§=4^’ 


c) dí== [e«- u (v+ií) da +<■“+» (y—«) djf] 
sen cp 


1967. *^= í’r (f, (p) eos tp- 

(JX 


■F'vir, <P) : 


eos íp 


c . . d z 

--cog q) ctg if; — = - 

. dPx _ dx A 
1971. a) ——2y — =0; 
dí/ a d|/ 


= <P)S<íh<P + Í'¿ (r, q>) — 

dy 


1968. -^- = 
dx 


sen <p ctg 'tb, 1969. —| - 
o dt £ 

d$x 

“l 5*-°- 


a-+“-o« 70 -S-o- 


1973. 


jr = 


r 2 

+ 2 ( 

dr \! 

dtp J 

£ 

-7 

d 2 r 

dq) 2 

! 


/ dr 
Uq> 

) a ] 

| s/a 


1972. tg (i — p- , 

. 1974. 21= 0. 1975. k~— 2 = 0. 1976. ^+4-X 


, d*u . i 
s d(p^ 


+ — “0. 1977, 

1 - df 


í»78. ¿£=0. 
du dv 2w ¿?y di- 


1979. 


lifl'' 
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& 2 w 


Í&&0. 198J - a ) 2^— Ay— 5-5 = 0; 


gj+j 5 a 


“4 —1 


— 6z = 0; 


£—4 y—3 %—4 


3 ~ 4 ’ 
y —Ruma z—R 

sena 


«6 1 
1932. 


c) ¿ccüsa + i/sen a ^ -fí = Q, 


; b) 3a?-f4í/" 

£—B eos ot 

eos a 
&2 


o ' y^rp^p^’ y 0 2^.¡,2_¡_ C 2 ’ 

± . ... - - - 1983. 2x 4-4y +12a—169=0- 1985. x+4y +6?=±-31. 

y a ®-)-£> a -t-e® 

1986. a: ± ¡/ ± ® = zfc '\,/a®+ 6 ® +a 2 , 1987. Eli los puntos (1; ± 1; 0) los planos 
tangentes son paralelos al plano XOZ y en los puntos (0; 0; 0) y (2; 0; 0) 
al plano YOZ. La superficie carece de puntos en los cuales el plano tan¬ 
gente sea paralelo al XOY. 1991, 4^- . 1994. La proyección sobre el 

{ 2 = 0 

„ ’ 2 . La proyección sobro el plano YOZ: 

y y■ i — u, 


La proyección sobre el plano XOZ: 


r y=o, 


i y — 

I S+.M1.0, 


l 4 


f « = 0, 

{^f+«*-i-o. 

Indicación. La línea de contacto de la superficie con el cilindro, que 
proyecta esta superficie sobre algún plano, representa de por sí el lugar 
geométrico do los puntos, en ios que el plano tangente a la superficie dada 
es perpendicular al plano de proyección. 1996. /(x-f-ft, y -f- A) = ax 2 4 - 2bxy 
+ cy^ + 2(ax-fby) k+2(bte-\-cy) k + ah^+Zbhh+Gk^. 1997. / (x, y) = l —(x-¡- 
-t-2)*+2(x+2)(y— l) + 3(y—l) 2 . 1998. Af (x, y)-2A+*+A*+2AA+A®fc. 

1999. /{x, y, z) = (x— l)~ + {y — l) z -f (z—1) 2 + 2 (s —1) {y—1) — (í/—1) (z—1). 

2000. f (x-j-A, y + A, z + í) = /(x, y, 2 ) -f2 (A (x — y — z)+k (y— x—í) + 


+ I( 2 -s—y)] + /(A, k, I). 2001. y+xy 
, x 4 + 6x% a -f y^ 


3x 2 y- 


■. 2002. 1- 


s a +-y 3 




1 4! 

+ (li + i)]-t 


3! - - 21 

2003. l + (y-i) + (x_l)(y~l), 2004. —l)-r- 


[(s-l) + (i/ + l)] 8 , [(«-l) + (y + l)|> 


21 


+ 


2005. a) arctg as) ) 

»f+7(« + P)--^(“ 2 -P a ); b)]/ < i + q)m + (1 + ^ ^14-l ( ma + np)+ 

2006. a) 1,0081; c) 0,902. Indi- 

cae ion. Utilizar la fórmula de Taylor para las funciones: a) f (x, y) = 

= ']/x'f r y on un entorno del punto ( 1 ; 1 ); b) / (#, ^ — y x on un entorno del 
punto (2; 1). 2007. ^l+2{£-l)-{£í-l)—8(£-l) s +10(£-l)(y-l) — 

—3 (y—í) 3 4 - - *. 2008. z mín “0 cuando x — í t y = 0. 2000. No hay extremos. 
2010 . 2 ¡ m£jl = — 1 cuando e y — 0* 2011 * 2 ^^ = 108 cuando £ = 3 e y = 2 , 
2012 * & m í rA ="—8 cuando x— " 1 / 2 , y — — "|/2 y cuando x = — ’\/2 Q y — |/ 2 * 


3! 


Cuando = 0 no hay extremos, 2013* 

a 


¡ib 


'ys' v -y$ 7 *- ys’ í " ys : 

o & ¿r 


31/3 


en loa puntos ¡c = 

en los puntos 


mEn ~ sys 

x — X— , y .= 1= , yi= ^=, y . 2114, s a =1 cuando x = y = 0. 
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2015, — 0 cuando un máximo amplio s = — en los puntos do 


la circunferencia 1 . 2016. cuando £ — 1 T 

2016, 1, £ m£íl = 6 cuando x — 4, y = 2 . 2010, 2. z wfi3t —&*“ a cuando x = — 4, 

y = —2; no hay extremo cuando £ = 0, y = 0, 2017. w mIn = — ^ cuando x — 


“"T* v ' 


“T v 


¡¡ = 1 . 2018. u 


m(n =4 cuando x=y, 


j/ = l, a*»!. 


2019, Esta ecuación determina dos funciones, de las cuales, una tiene 
máximo cuando u = — 2 , y la otra, un mínimo (s m í n —— 2 ) 

cuando x^=i t y — — 2 ; en los puntos de la circunferencia (% —l) a +(if+W a = 25 
cada una de estas funciones Heno nn extremo en la frontera, x = 3. Indi 
c a c i 6 n. Las funciones que se mencionan en la respuesta se d etermina: 
explícitamente portas igualdades z = 3 =fc "l/25—(a;—l) 2 — {^ + 2 ) a y existen 
por consiguiente, solamente dentro y en la frontera de la circunderencú 
^^.lja_j_^^_ 2) 2 = 25, en cuyos puntos ambas funciones toman el vale 
z — 3, Este valor os el menor para la primera función y el mayor para h 
segunda, 2020 , Una de las funciones determinada por la función tiem 
máximo = ” 2 > Q umd° la otra tiene mínimo (" m t n = l 

cuando #=—1, y = 2\ ambas funciones tienen extremo en la frontera oí 

los puntos de la curva 4s 3 —4¡y 2 —12*-(-16$/—33=0, 2021 , =~r cuand< 

= 5 cuando ¿c = l T y — 2\ z mf ——5 cuando —1 


x ™ ^ ‘ s máx = 

-36 


18 


min" 

41- 2024 - w 


2+y 2 


cu and) 


cuando 


y=— 2- 2023, 2 mIn = ^ cuando ^ = ^ 3 . y 

7k , 9jt. , , 2— *l/Ü 

a: = -g- + fcn, !í = -g* + «n; E m in =- 

2025. w mI(1 =—9 cuando x= 
j/ = — 2 . i = 2 . 2026. » máI = a cuando x—±;a, y = z = 0 ; u ín = c cuand' 


3js , . 5 jt , 

* = -g- + fc«, y-= — +kn 


8 


-i, y—2-, 2 = —2; w mAs = 9 cuando i = l 


2Ü27. u más = 2-4 a -6 3 cuando x = 2, y — 4, í = tí 

= 4 A en los puntos (-| * "T 1 4r) ; (t 

4 ; 4 ) ’ w m!u = 4 en los puntos (2; 2 ; 1 ) (2; 1; 2 ) ( 1 ; 2 ; 2 ). 2030. a) El vaio 

doj máximo absoluto es z — 3 cuando x = (L 1 / = 1 , b) el valor dol móxim 
absoluto es í = 2 cuando x = l, y = 0, 2031. a) El valor del máximo absoluto 


^=p=0, 2 — + c. 

2028. 

4 4 


es 


- ^ r - cuando 2 = ¿pj/ 4j-> y = 1 / i ; el valor dol mínimo 

3 yo r d r 6 


absoluto 


es J = - 


3 y3 


cuando as —± / 3 ■ y=i y “ ; b) el valor del máximo 

absoluto es z = i cuando ^ ± 1 ? 0 ; el valor del mínimo absoluto es 

z=—í cuando x = Q, y = ±i. 203 2. El valor del máximo absoluto es 

cuando x = y — - 4 j- (máximo interno); el valor del mínimo abso- 


o n ■*. « o „ v m o m n o ; p i 1 
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hito es r = G cuando x^y = Q (mínimo de frontera). 2033, El valor del 
máximo absoluto es z = i 3 cuando ^=2 T = -— 1 (máximo de frontera); el 
valor del mínimo absoluto es &— — í cuando & = y ™ i (mínimo interno) 
y cuando # = 0, p = 1 (mínimo de frontera), 2034, Cubo. 2035, y 2V t jT2F, 

y f'2F, 2033, Triángulo equilátero, 2037, Cubo, 2038, * = ^^2* j/3.^. 


2030, ^—-i-; y j . 2040, Los íados del triángulo son: -^p r y p y . 


204 L * = 




^1+^2 + 


_ L +ii»2!f2 + 2Q42 _ £, ? ,¿ =3 

a ” 6 " T " a 


mj -J-m 2 + ^¿3 


2a 


2043, Las dimensiones del paralelepípedo son —2=. -—n — 7 =. donde a. ó 

1/3 " 1/3 1/3 

y c son los semiejes dol elipsoide, 2044, 3 :^ y = 26+jT2F, z= y . 


2045, £ = —-j y^=zt—-n ■ 2046, El eje mayor es 2a = 6* el eje menor, 

V ^ 1/2 

2b — 2. Indicación, El cuadrado de la distancia del punto (x t y) de la 


olipso a su centro (origen de coordenadas) os igual a x % + y' á . El problema 
su reduce a buscar el extremo de la función a¡*+ 0 ®» con la condición de que 

5**+8arff+5|f a ==j). 2047, El radio de la base del cilindro es~l/ 2 + -^= T 

* ' '1/5 


05 


la altura 


• fl / 2 -=7í' 


- 1 donde ií os el radio de la esfera. 2043+ El canal 


O 


( 1 t \ /11 5 \ 

^-;yl de la parábola con el punto fy;—y| 

do la recta: su longitud es igual a - , 2049, jj + 2730. 2050, sen . ¿ = 


sen p 


Indicación, Es evidente» que el punto M t en que el rayo pasa 
do un medio a otro, deberá encontrarse entre A v y B if siendo AM - a 


(/) 


BM-- 


CÜS P 

es igual a 


eos a 

t A X M —■ a tg a\ B i M = b tgp. La duración del movimionto del rayo 
a , b 


tq eos a r cos ? 


, El problema se reduce a buscar ol mínimo 


de la función /(oe> 6) =---j--—^ con Ja condición de que atga + 

' r/ v i eos a ‘ r 2 cos P 

+ 6tgp = c. 2051. ít=p. 2052. J¡ : / s : f s =— : 4“ - 4" ■ Indicación. 

■«I ^3 


Hallar oi mínimo do la función / (7 tI I 2 * 7 3 ) = JlR i + /^/f 2 +Z|/? 3 » con la 
condición de que /j+Z^+Za^/, 2053. Un punto aislado (0; 0), 2054. Punto 
do retroceso do 2 a especie (0; 0), 2055, Punto tacnodo (0; 0), 2056, Punto 
aislado (0; 0), 2057, Punto crunodal (0; 0), 2058, Punto de retroceso 
de í a especie (0; 0), 2059, Punto cru nodal (0; 0), 2060, Punto crunodal 
(0; 0), 2061, El origen de coordenadas es un punto aislado, si un 

punto de retroceso cíe I a especie» si a^b y un punto crunodal, si a<^h. 
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2062. Si entre Sas magnitudes c, b y c no hay iguales entre si, la curva 
no tiene puntos singulares. Si a = b<^c, A («* ü) es un punto aislado; si 
a<T b^c, B(b> O) es un punto erunodal; si a=b = c> A(a t 0) es un punto de 
retroceso de especie. 2063. y^=^tx. 2064, y i¿ ^2px. 2065, y=^zt R- 

2060, s 2/3 42067, *S. 2068. Par de hipérbolas equiláteras 

conjugadas, cuyas ecuaciones, sí los ejes de simetría de las elipses so toman 

como ejes de coordenada, tienen la forma xy = ^z-^-. 2060, a) La curva dis¬ 


criminante y = 0 es el lugar geométrico do loa puntos do inflexión y la 
envolvente de la famüia dada; b) la curva discriminante y-O es el lugar 
geométrico de los puntos cuspidales y la envolvente de la lamilla; o) la 
curva discriminante y = 0 es el lugar geométrico de los puntos cuspidalos 
pero no es la envolvente; d) la curva discriminante se descompone en las 
rectas: z=0 (lugar geométrico de los puntos cmnodales) y a (envolvente). 

2070. y = ——^r • 2071. 7 4^ 2072. y9+5?, 2073. 1/3 (e*—1). 2074. 42. 
2 S 2v l ó 

2075. 5. 2070. x 0 + z a . 2077. U+^p . 2079. a) recta; b) parábola; c) elipse; 
d) hipérbola. 2080. 2) a ~ ; 3) — a^ + a . 2081. ^ («M = 

-®‘ o ) + (‘S ,, ) + (“*t)’ ***• 4,< “ +1) ' ” 3 - 

y = 4sen í (elipse): v = íj, w=--3t cuando t = 0; v=-*+2 y 2./, 


_ 'ÜLÍi —2 V2J cuando í = ~: u= — 3í, w> = — U cuando í=-£ . 

2684, a: = 2 cosí, y^üsení, s=3í (hélice circular); t? ~ — 2i son £-f 2.?' eos í + 
4-3/c; ü— VÍ8 para cualquier í; w = — 21 eos t — 23 sen t ; w™2 para cual¬ 
quier £> ü = 2^H-37c, w=—21 cuando £ = ü; v =—2ÍH-3&, *0 ——2J cuando 
,í==i, 2085, #=cos a eos coi; y — sen ct eos toí; 2 = sen a)¿ (cireunforencia); 1 ? — 
=—íúí eos a sen <ní-tui son a sen ü)í+cú?£ eos caí; u=\ ca 1; w= -vH eos «coscáis 
_o ytj seü a c o 3 — túpfc sen caí; w = 2086. u = 'V v %$ y i/o ^0 ^ 1 


^ =0; 2088. ©V«®+A*. donde © = ^ es la velo- 




cidad angular do rotación del tornillo. 2089, q/a 2 tu 3 -f^— 2o<úuq sen caí, 
2090. t — (1 i-A): v = — J; P=*^ (í — fc )- 2091 * T ^ygU cos í—sentí) *+ 

+ (sen í + cos /) ¿+fcj; v= — [(son í+eos i) í +(sen i-cas í) ¿Jl 

1 / 2 


eos (T t 3) 


-y c,»(vr,)=0. 2092. 


¿+4^+2fc, —47 + 5/ —87c 

_ V_ y 105 
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2i - fe . 2093. = (tangente); 

—a sefli a cosí b 0 bi 


ys 

y —a son t 
— 6 eos í 


2 — bt 


(l¡ mor mal); 


a eos í b 

x — a cosí y — asen í 


» SOU t 


z — bt 


eos í 


sm t 


O 


(normal 


principal). Los cosenos directores de la tangente soa: cosa = 


a sen t 


n a eos t 

eos p = - ; eos y=¡ 


Los cosenos directores de la normal 


yV+fc* 

principal son: eos oti = cosí; cos6 1 = sení; eos Yi —0. 2094. 2x — 2 ~Q (plano 
normal); y —1=0 (plano osculador); x-\-2z— 5 = 0 (plano rectificante). 


2005. 


1 


-2 _y —4 _z —8 

ÜT" 


(tangente); £+4y+12s —114 = 0 (plano normal); 


£4 


fi 


12$—%+z—8—0 (plano osculador). 2006. 
t» 


*-T ^ 3 


g 2 


1* 


(tan¬ 


gente); 


f* 

x “ 


y ~T 


í* 

2 2 


£ a + 2í 1 —í 4 —2 


(normal principal); 


¥ ~T 


t 

— 2t 


& 


& 


(Mnormal); M t ( + —y; ; M z (4; —jí 2 ). 


2097. ~ g — L 2 (tangente); i+.y = 0 (plano osculador); - , 2 = 


1 -1 
ff + 2 2—2 


—1 —1 


(normal principal); 


s —2 _ i/ + 2 _ z—2 

+ 1 i 0 


(binormal); eos oí 2 = 


jí tí 1/2 _ 

1 t *—f s —r 2 ^ 

= yl ; 008 = yí' cos Ya = °‘ 2008 ' —= — = _y2 (tan ^ ate); 


^ */ 2 ^«2 

í y2-3 = 0 (plano normal); b) —^—=—-— = “7— (tangente); £ + y+ 4 ü- 


0 

O 

0 

o 

o 

o 

_C/) 

0 


-10 = 0 (plano normal); c) 


1 1 4 

*-2 g—2V3 *—3 


^ ^ (tangente); 2 y3$+ 


r 2 y 3 1 

+ 0—2 y3c = 0 (plano normal)- 2099- ¿e + y = 0< 2100, ^-^^2=0. 

2101, a) 4-c —y—s—9 = 0; b) 9$—6y + 2z—18 = 0; c) ¿ a ¡cjas—+ 

+ ( a s_0B) = ^ (a*;— fr*>. 2102. 6®—8g— j+ 3»0 (plano os Guiador); 

í—1 y —1 z—i t i , - a—1 y —1 2 —I 

— (normal principal); —— — — 


31 


26 


3 


(binormal). 


X — Q I jj -1— — 0 

2103. bm—z = 0 (plano osculador); ^ ^ | (normal principal); ^ j- 
(binormal); t= ^ 6fc ; ft = —1+ - ; v = ¿. 2106. 2*H-3¡/-}-19 í-27 = 0. 

yi+& yi+b 2 

2107. a) 1/2; í») 2108. a) JT=^Li; ? = b) * = 
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2109. a) fl = p = l£+^!; b) R = p = • 2iii - -TTTi • 2112 ~ K = 2 ' 

* 1 a r 8p 4 « J a s +& 2 

19 
14 


1 fí% 22 f 

zv t = 0, w n — 2 cuando ¿ = 0; K = —y — , = — 1 == , w n =^2y 

cuando f = 1. 

Capítulo Vil 


25 


2113, 4~. 2114. lug. 2115. 2116. j. 2117, 50,4, 2118. 22. „ 2119. 2,4. 

2120, i, 2121. *=-|-1; s = 2—y; y=—6; ¡r = 2. 2122. ff=a*; if=a + 9 

jct=l; ® = 3. 2123. y ^ x; y = 10 —a:; t/ = 0; y = 4> 2124. y— 

*■=3. 2125. y = 0; y = V25—x' a ; * = G; £ = 3. 2126. i/ = a; a ; y = z + 2; x^—í 
12 2 1 ti 

z — 2. 2127. f dy í /(z, y)dx= [ dx \ f (x, y)dy. 2128. \ dy \ / («, y)ds = 


j d* Jj / (^ 7 !/)%. 2128. jj dy ^ 

1 * 1 1 * 
j ^ / (*| y)dy. 2129. jj dy | J (x t y) dx= | dx ^ y) dy -f 

JL 

2 2-jc 2 2x+3 ^ 2 

+ [ dx f jf(r f y)dy. 2130 . í ^ ^ / (*, y)dy = \ dy jj / (** yjds-f 

1 O 12* 2 í 

5 2 7 2 1 y 

+ t dy jj / (jr, y) da-f jj dy / (a:, y) da:. 2131. í dy J / {*, y) ds-f 
4 i 5 y-a o -tf 


1^2—x 2 




y 2 y 2—y® f 

+ dy ^ /(a:, y) rta = ^ da: ^ j {x, y)dy+[dx ^ /(*, y)dy 


- V 2-y3 


— 1 


i 3 2 

vi 

-1 

A 

2132. \ dx í /(a, y)dy= \ 

<3 J ti 

dy 

V f(x, y) da. 2133. 

r* 

-1 2x a 0 

-/i 

~2 

i _ y iir^á 

I V4-X* 

2 

-(- \ dx \ f (x, y) ¿íí-(- 

\ da: 

\ / (*, V) <*V+ 

Jdx 

J J 1 

-i _ y 

— 1 yi-xa 

i *- 

-l Y 4—¿ s 

i 


i 


V 4-CC* 


-2 


-1 


- 1 Vl-j^ 
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í> 

V4-i/¿ 

"f- ^ dy 

5 *<** 

i 

- V 4-1*2 

2 

V i -r^ 2 

+5 ¿i 

S '<*• 

—2 


-i 

-1 ¿s^T 

= dy /{ 

-V'S 

- Ví-ií* 

1 

1 9-y* 

+ \ dy 

\ /(*. 

-i 

ÍN* í 
— 1 

‘n 

t=ií 

■Ti 

f> tvl 

2133. a) 

^ di \j / {x, 

0 i) 

fl 


= 5 dy 

^ /(a 

u 

—a 

“ V a2—ya 
l+Vl-íy2 


Va 


2134, 

~l dx l nx 

2 -v^as 
-i 

M M ■ 

- Vt Va 2-1 
V'S - /Í2- Í 
\ dy \ f{x. 

1 - Y 9—í/2 

i i-y 

- ^ % jj /{*, í/)¿te 
0 o 

1 V* - Stílí 

c) jj dx J f 
0 — y'x^cá 

i i 


-2 /íPaa 
^ dx ^ f{x 7 y) dy + 

” 3 


V r 5 /jj-ys 


1 


f(x t y) = 


- a - 


i y 


= j¡ ^ jj /(¿l ?)*; tí) \ áar ^ /(*, ¡0¿¥^ \ jj /(*, y) ¿te: 

_1 /a 1 - Vi—Ay* 


-i X 


~i -i 


V4-2<x 


«) J jj f (®i y) ds¡ = JJ d* ^ / (*. y) dy + ^ dx ^ / (*, y) dy -)- 

o y oo a o 

í/'í y 

3o a 48 r 3 2 2 

+ ^ d® jj / (I, y) dy. 213G. Sj dy \ / (a?, y) di. 2137. \ dy jj / (.r, y)dx + 


2 a x—2a 


¿t i 


Ü 

12 

T/rT^rp 


ü y 

f 

a T/^^a ~ |/3 


+ jj ^ ^ / (#* y) 2138. ^ ^ / (s, ^)<te: + f dy f / (s, ¿te: 

0 */ a -— ■ ■"*■. —- „ ji 


2 y 
S 

a Yl 
2 


V a%—2a y 


2139. ^ dy J f(x t y) \ dy \ f (x, y) dx. 


ti VÜ a— Y 

2~ 
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a a-Yai-y 2 a 2a 2 Y 2a 

2140. \ j(x, y)dx-\-^dy ^ f (x, y)dx + ^ ¿V ] f& s) dx, 


v* 

4a 


G + 1 «2—^2 


0 V^i 


i 


Ü 

4rt 


2 1' 2¿c 


2141. \ da í /(i. !/) íy + ^ dx / (ar, y) dy. 2142. da; ^ /(*, 

_i ó b ó o u 


VÜ 1 


O O 
Ys 1 3 “ s & 


J7 V 2 


2 


+ jj di ^ / (a:, ff) d*/ ^ dx jj /(*iSr)dff. 2143. ^ ^ /(«, !/)'£" 

1 o y 2 o o y 

2 

i si— atcseü y 

2144. \ dy ^ / (j, ;/) Ak. 2145. -t-. 2146. ~ ■ 2147. a. 2148. -i 

O aresen y 

2140. G. 2150. 4- ■ 2151. ln 2. 2152. a) y ; la) l0 "~ 1G ; c) 2 A . 2153. p 


3- Y i-(x-2)% 

2154. ^ dz ^ £$tl| . 2155. a 2156. -~-rcH s . índicas 




y=íW 2 j« 

B(l- 

-eos 0 

\ \ ydxdy= \ 

dx 

S 

iZ (1 — eos í ) di 

’J Ay, 

(S) 

0 


0 0 


0 

última 

integral 

se 

obtiene do la anterior como 

resultado < 

x = Ii (f- 

— sen £)■ 


r* 

2!57. w . 

2158- i ■ 

h 

2159, 


n 

i 


7t 1 



4 eos (p 


2 sen <p 

rt a 


2160, 

\ d<p 


r/ (r eos íp T r sen 

cp) dr + i dq? \ 

rf (r eos <p* 


J 

0 

0 


xf 0 

T 



ji 

2 


Xn i 



4 eos <j> 


4 sen qi 

216L 

\ *p 


rj(r^)dr. 

2162. A dtp \ 

0 o 

rf (r eos qp 


J 

0 

J 

0 


Jl Ü 






4 


5i 

í 


sejup 

1 


1 



cos&qj 4 

sen «p 

ji 


i? 2 

2 


3Cfl tp 
COS^ (p 


2163, jj / (tg qp) dtp íj r tfr + jj / (tg f) dq> jj r dr + jj / (tg tp) d»p ^ r dr 


3jt 

4 


4 - 
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a Veos 2$ 


5 TI __ 

í a y €05 2<p 


2164. ^ dq> rj{r eos tp, r sen <p) dr-\- ^ ¿2<p ^ rf ( r eos -<p, r sen <p) dr> 

x O íjt O 


a eos cp 


2165. Jj ^sentp¿r = ^i. 2160. ¡na*. 2167. —. 2168. (y+y) 83 - 

O o 

/ n 161/2—20\ a 3 ílt _. 2 T j j - %' t?i 

2169. . 2170, ly--1 -g- . 2171. yíitf&. Indicación* El 

jacobiano /=sa¿i*\ Los límites de integración: 0<^tp-<2jx, O <T 1, 


i-^-p í —d 


2172, ^ dy ^ f (m — uv¡ uv)udu* Resolución. Tenemos x = u (i — v) & y=uv w t 


a 

1-|-oí 


el jacobiano I — u. Determinamos los límites de u en función v: ti{í — ü)^Q 
cuando £ = 0, de donde u =s O (ya que 1 — u 


1 —u 


cuando x—c. Los 


límites de variación de y: como y = uv~au( 1 — jj), de donde v = 


a 


Ifa 1 


4 Ur 

para hallamos, 2173. / = y dti ^ 

O —u 

2 2-u , O 2H-v 

+ !*S 


1 ti-2 


-I -v 


+ jj rfp ^ / ^üdlü t ¡íyü j (íw J „ Indicación. Despuós del cambio 
O v 

de variables, las ecuaciones de los lados del cuadrado serán: u — v; u-\-v — 2. 

\ í2 fe a l? i f 

arct g_+_J . Resolución. 

( jjlí ¿2 v 

-r^-cos 2 (p—p-sen 2 <pj, de donde el 

/ '"¡¡i p 

— eos 2 q >— p-sen 2 r P* 

Como r debe ser real, eos 2 <p— sen 2 tp> 0; de donde, para el primer 




ángulo coordenado, tenemos que tgqp<;-^ . A consecuencia de la simetría 

1 

del campo de integración coa respecto a los ejes, so puedo calcular y del 

total de la integral, limitándose al primer cuadrante: ^ ^ dxdy = 

(B) 
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479 


i 


Y~u 




arct «-£ , v 

.4 í <*, í -»'*■ 2175 * a > 4 4 S d» \ 

¿ o J u -VT/ 

S /í “ 123 

+ \dy\ dx; b)Í^i-4: j** S * V ‘ 2176 ' a) i’ b) ( 2+ TK- 

I í/^—2 0 es —x 

2177 7g ‘ 2 2178 — o 2 . 2179. 3i. Indicación. —1 £ <£ 1-2180.\/l3, 

120 ‘ 3 10 


2181. 


2182. 4-^V 5 * 2l83 * T^' 2184 - 6 ‘ 2 ‘ 85 ’ 10ít ‘ 


\ 4 ¿ / ^ 

Indicación, Efectuar el cambio do variables x — 2j/ = u, 3ar-Mi/—i'- 

1 1 

2186 . i.(6-«)®-a). 2187. i (|1 - <*) 1» ¿. 2188. » - | 

= f*j(l-»)*. 2103. S!. 2194, A. 2105. ±.211,6. 2197. ig-. 

o o 

2198. “£!. 2199. 2200. 2201. *£.. 2202. lrf<«-|l). 

2203. ±X«"(2V2-1)- 2204. ± no» (V2-1). 2205. . 2206. ± n«6<. 

2207. -^(^3-5). 2208 * 22Ü9 - )■ 221 °- “S - - 


2211. 
de 


3 1 ' 3 * 2 2212 I ,/ ’ 2 ' ^2 ”[/'2 l). indicación. Efectuar el cambio 

2 3 

variables xy = u, A=m 2213 . i-Va a i. a +Ó^ + C ^. 2214 . 4 (m-«)JÍ 2 . 


2215. J4« 2 ‘ Indicación. Integrar en el plano YOZ. 2216. 4a 2 . 
2 

2217. 8a 2 arcsen-^-. 2218.-|-na s (3 V 3—1 )- 2219 - 3a2 ‘ 2229 ' * n (1 * c a “ 


c i ó n. Pasar a las coordenadas polares. 2220. 1. Indicación. Proyectar 
ja superficie sobro el plano de coordenadas X OY. 2220* 2* a 1 y L 2221* <? — 
3 

= |-jia 2 [(l + -4) 2 ™ 1 J* Ind icación, Pasar a las coordenadas 
polares. 2222. ^o 3 y 8a 2 . Indicación Pasar a las coordenadas polares. 
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$ a lucion$s 


2 2 

2223. arctg — 1 . indicación* g — ^ dx ^ 

h o 


1/2 


a dy 


~¡/a 2 — x a — p a 


=8fl í 


arcscn ■ 


2 ")/ a 2 — x s 


dx, Integrar por partes y después hacer la susti- 


«V 3 


ir / '- 

tución x —^-~scn£; el resultado dehe transformarse. 2224* í b ^[/b 2 ±c% — 


— a |/' ít* -(- c' 52 —J— é?® ]n 


b+yb*+<* 
a +V ü2 +c a 


)' ,n 


d i c a c i 6 n* Pasar a las coordcne- 


0 

■ 

O 


. . _„ oc 2?tÓ/í 2 a% am - 12 — 31® - 3t 

daS P0lare3- 2225 ’ 3 • 2226 ‘ 12 ’ "ST- ¿227 * ÍE_ 3(4"-3X) ; y “6 (4 -ji) ' 

2228. r = |-c; F=0. 2229. g = —.^ n - ; ¡T=0. 2230. *=-|; jT=0. 2231. / x =4. 

2232. a) / 0 =~(Oi—d«); b) I* (D*—d 1 ). 2233. /=|-ai. 2234, Í- a 4. 


] as 


lea- 


O 


Indicación. /= dz ^ {íí + a) 2 díí, 2235, 161n2—9-g-, Indi 

0 - vTx 

ción. La distancia desde el panto {x, y) a la recta x=y es igual 
a d = — , y so halla valiéndolo de la ecnacíón normal do la recta. 

1 

2236. /=^&o«[7 V2-|-31n(y2 + l)l t donde k es el coeficiente de propor¬ 
ciona Lidad, i n d ie a c i ó n* Situando el origen do coordenadas en oí vértice, 
a partir del cual, la distancia os proporcional a la densidad de la lámina, 
dirigimos los o jes do coordenadas según los lados doJ cuadrado. El momento 
de inercia se determina con respecto al ojo 0X> Pasando a las coordenadas 


a seo <p 


2 a cosec fp 


polares, tenemos ^ d<y jj kr (r sen ip ) 2 rdr+ dtp jj kr (r sen <p) g r dr. 


st 

4 

*\K *.¿.4 qe 

2237. na*. 2238. / 0 = ~ * 2239. ~ Tía*. Indicación. 

lt> 2 

Tomar por variables de integración t e y {véase el problema 2156). 

i i-* i-x-y n Vm-x*i u 

2240, ^ dx J dy jj /(x, y, z)dz , 2241. ^ dx ^ dy ^ f {x r y, z)dz. 


ü o 


~ R -Vrz-x* 
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Soluciones 


m 


ex 


2242. jj dx jj 

—a b ,/• 


í í^xt 


dy 


- A A/H + Ül 

« K + 6S 


^ / (ü, y, z) dfz. 2243. dx j| X 

~^¿ T^T i _y |_ . x 2 


y i—jc 2 -ya 


_ „ A% V 2 


Xdy J f(x,y, 3 )dz. 2244. ^ (31 + 12 V2-27 (/H). 2245. g - . 
2246. 2247. +. 2248. +»2-¿. 2249. üf+VS-®). 


5íí nabtf 4 ji/ ¿ 2 i?‘¿ 8 

2250, 2251, 2252, 2253, . 2254. tí R\ 2255.-^2. 

4ol¡ 4 5 4 9 


2256, r s ^ jt — 

A). 2257. *»». 2258. g. 

2259 . ~ aVi. 2260. 4 na' 3 . 
y 4 


xsy-j/a 

jt 


2 a V 2ax—x* 2a 

2 2 a c^s cp 2« 

Resolución. 

y = 2 \ dx \ dtf \ dz = 

2 [ d(f> \ rdr í rf/i = 


J ►) J 

0 0 0 

0 Ó 0 

n_ 

n 


2 Za QOS y 

2 

a. 2261. Yl . Indi- 

“ 2 !+ 5 

r 3 dr 1 f (2a eos ©}* 3 

-5r“«r í 

0 0 

Ó 


cación. Pasar 

19 

a las coordenadas esféricas. 2262. Indicación. 

D 

Pasar a las 

coordenadas cilindricas. 2263, 

-y-(3¡i—4). 2264. nabe. 

2264.1. ¿Í2* 

4 ya 

, 2264.2. (V2-1 )abc. 

O 

2265. {a+b + c ), 


2266- ||(6 c 2 —a^~b^), 2267, 3 --Ü; #=0; z^^a. Indicación. Tntrodu- 


- ¿l _ BH 'TfflS ft 

cir las coordenadas esféricas. 2268- , y = 0, 2269- '-r- ( —(3fí £ + 4/¿ 2 ). 

Indicación, El ©je del cilindro se toma como oj© OZ. t ©I piarte do la 
base del cilindro como plano XOY. El momento de inercia so calcula con 
respecto al eje OX . Después de pasar a las coordenadas cilindricas, el 
cuadrado de la distancia del elemento rdepdrdz ai eje OX es igual 

a r s soD^<p + g^> 2270, 71 ^ (2 h 2 -\-Za%). Indicación. La base del cono 

so toma como plano XOY ; el eje del cono, como ojo OZ- El momento de 


inercia se calcula con respecto al eje OX. Pasando a las coordenadas cilin¬ 
dricas, para los puntos de la superficie del cono tenemos: z} r yol 

cuadrado de la distancia del elemento rd^drdz al eje OX será igual 
a r 2 sen 2 tp z 2 , 2271, Znhph (i — cosa), donde k es el coeficiente de propor¬ 
cionalidad y p, la densidad. Resolución. El vértice del cono so toma 
como origen de coordenadas y su eje, como cjo OZ, Si se introducen las 


31-1G16 
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coordenadas esféricas, la ecuación de la superficie lateral deí coao será 

^=-5-—a, y la ecuación del plano de la base, r — bq ~ - A causa de la 

simetría se tiene, que la tensión resaltante está dirigida por el eje OZ, 
La masa del elemento de volumen dm^pr* eos $ d^d^dr^ donde, p, es la 
densidad* La componente, por el eje OZ * do la atracción que ejerce este 
elemento sobre la unidad do masa situada en el punto O os igual 

k dm 

a — 

r 


__ sen ^ = kp sen ip eos dty dip dr. La atracción resultante es igual 

h cosec ^ 




Zrt 2 n coejec ^ 

a í dtp \ dip ^ /¿[)seuij>co sfdr. 2272, Resolución, Introducimos 

O O O 

las coordenadas cilindricas (p, <p, s) con el origen en el centro de la esfera 
y do forma quo el eje OZ pase por el punto material* cuya masa se supone 
igual a m. La distancia desde este punto hasta el centro de ia esfera, la 
designamos cotí la letra £. Sea /• = Vp 2 +(1—^) 2 la distancia entre el ele¬ 
mento de volumen dv y la masa m. La fuerza de atracción del volumen 
elemental &v de la esfera y del punto material m, está dirigida a lo largo 

de r y numéricamente es igual a — kym —j -, donde y=— ¡ - es la den¬ 


■lt/i 3 


sidad de la esfera y dv = p dtp tip di el volumen elemental. La proyección de esta 

fuerza sobro el eje OZ será: dF= — —í— eos (rr) = — kmy kzL p dtp dp </£ 

r _ 

2a B Vm-ii 

De donde F=*-kmy í á<)> ] lt~z)dz j¡ ^r = kmy yitR 3 ^ , pero, como 

n _D ¡1 


.1. ya/f 3 = 1 M, tendremos F = 


kMm 


<D 


2273, 

i 1 ^ 

2275. a) — (p >0); b) -—cuando p>a; c) 

co 

2270,_— , 2277, ~ . I n d i e ac i ó n. Derivar dos veces \ e~ p{ —-j-. 

n% rr J " 


_ jj y*e 

X 

(p >0); d) 




dy — e 


.—.«a 


p a +p 


(p >o> 


íí r 

0 _ 


Indicación. 


2276. In — . 2279. arctg 4 — arctg ~. 228Ó. 4y ln (1+cc). 2281 

OC TÚ ftl * 

2282. arcctgj- • 2183. 1. 2284. -t. 2285. — . 2286. . 

Pasar a las coordenadas polares. 2287. -Lü, 2288. 2289. Converge. 

Resolución. Excluimos de S el origen de coordenadas junto cou su 
entorno de amplitud e, es decir, examinamos I e <= ^ lny*a+ y* dxdy, 

(S e ) 

donde el recinto que so excluyo es un círculo de radio e con centro en el 
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48a 


origen de coordenadas. Pasando a las coordenadas polares , tenemos 
2jx i Zn t 

í,_ S <*»j , *] 4 »- te (T-f iB *-í)- 

O £$ Q e 

Do donde, lim/ e =—iL, 2290. Converge cuando a>1. 2291. Converge, 
Indicación. Rodeamos la recta y = x con una faja estrecha y suponemos 

\ _ÉL_ 

(S) > <:■*—y) 3 !-*o] J / (i-7)* e->o ¿ (^-!/) 2 

verge cuando tx> 2293. 0 . 2294. In^il+i. 2295. af> ( ga - +gfc + &i! > 

¿ 2 3(a + b) ‘ 

,lE ■ 2m -'V** 


- . 2292. Con- 


2296. ^ a*. 2297. [(1 + 4jd*) 2 —1}. 2298. 


0 

■ 

O 

c 5 


2300.^ (56 1/7 — 1). 2301. - ■ arctg . 2302. 2ita3. 2303. ~ (10~l/T6—1). 

Indicación. V / (x, y) ds geométricamente se puede interpretar como 
c 

el ¿rea de la superficie cilindrica que tiene la generatriz paralela ai eje OZ. 
cuya base es el contorno de integración y las alturas iguales a los valores 

do la función subintogral, Por esto, V x ds, donde <7 es o! arco OA de 

. 3 ^ 

la parábola p = -g-a: a , que une los puntos (0; 0) y (4; 6), 2304. a~\/3. 

2305. 2 ^6 a + ^n===p-aresen ^ ■ 2306. V^+4^ + 

+ ~^ ln ~—— ) • 2307. [~a, -^a). 2308. 2 jw* 

230S)> y SW ' 331 °- 40 Í- 231L ~ 2í - 3 - 23í2 ' a > T : b > c - T' 

d) —4; e) 4. 2313. En todos los casos 4. 2314, —2 je. Indicación. 

Utilícese las ecuaciones paramótricas do la circunferencia, 2315. ab z , 

d 

2316. —2 sen 2. 2317. 0. 2318. a) 8; b) 12; c) 2; d) -|- ; e) ln(*+y): 

f) J <p (*><** + J * (¡,)d V . 2319. a) 62; b) 1; c) -J-+ln2¡ d) 1 + yá. 
*3 yi 

2320. yi+ tt a— -/T+bi.zaSZ. &) xS+2xy—2y*+Cib)x*—x*y + xy*—y*+C; 
c) e«-l/{*+¡í) + C; d) ln|x-f~y|-f-C. 2323. — 2na(a + b). 2324. — niveos* a. 

3t* 
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2325. fla. 2326. a) —2; b) «ie-i; C) 5 l/l\ d) 0. 2327. 1= 

' lo / 


4 jtHI | 

iPdxdtj. 2328 . — Y' 2Sm ' 2330.-3"' 2331 * °- 2332 ' a ) 0; 


{&) 

b) 2^31.. Indicación, el caso b), la fórmula do Oreen so omplea m 
recinto comprendido entre el contorno O y un circulo de radio suficien¬ 
temente pequeño coa centro en el origen do coordenadas- 2333. Reso¬ 
lución. Si se supone que la dirección de la tangente coincide con la 
dirección del recorrido positivo dol contorno, tendremos que cos(X, n) — 

===cos(y, 1) = ™!-, P or con síg UÍCil ^T eos (X, e) = dy — 0. 

* C C C 

2334, 2$, donde S es el área limitada por el contorno C. 2335, —4, Indi- 

3 

cae ion. La fórmula de Green no so puede emplear. 2336, Jtah, 2337, — na 2 . 

o 

2338. O na?. 2339, Indicación, Poner y ^ tz ) donde í os un para- 

metro. 2340. . 2341, n (H + r) (fí+2r); RjiTÍ 2 cuando R = r, Indicación. 

/? r 

La ecuación dó la epicicloide tiene la forma x = {R -f-r) eos t — r coa--í, 

R + r 

^ = ( 1 ? + ?-} sen í — r sen — j~ £ t donde t es el ángulo de giro del radio de* 

círculo fijo, trabado en el punto de contacto. 2342. r)(H— 2 r); 

_ cuando r =- , Indicación. La ecuación de la bipocícloide se 

8 4 

obtiene de la ecuación de la epicicloide correspondiente {véase el problema 
2341) sustituyendo r por — r. 2343. FB r 2344. mg (j^ t — 2345, [a^ — b^) T 

donde k es el coeficiente de proporcionalidad. 2346. a) EL potencial 
U — —mf!z, el trabajo mg.(¡s,—* a ); b) el potencial V=~-< «I trabajé 

k a 

c) el potencial U — -s~ (** + y 2 + z 2 ), oí trabaje 


V^ + ^ + c- 


k~ 


2351, 


b> 


7U/ 4 

2 


2347. -J-na*. 2348. 2 " a *V ffl !+ fcl . 2349 . 0. 2350. -jnabe. 

25 V5j-l_ o 2354 . ÍLÍjL 4 . 2355. a) 0; 


2352. -f. 2353. 

4 10(51/5-1) 


-S$ (o ““ + eos p+cos y) dS. 2356.0 . 2357. An. 2358. — Jia 2 . 235y. —a». 
\s) 

2360-1^=^.-—= 4^ > |^=“'2361 0. 2362.2 \ \ (x+y + z)dxdy dz. 
Su dz dz dz dz dy ,1 ,) 

(V) 
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2363 


(V) 


dx dy dz 


2364 


• lll f 

(V) 


d*u d*U 


mi 




dy 2 


dz* 


dx dy dz* 


rtíí IV fííj2?j2 

2365* 3a 4 . 2366, -<?- * 2367, 2368, * 2371, Esferas; cilindros, 

¿5 ¿ 

2372* Conos, 2373. Circunferencias ^ 2 + y a =cJ, z = c%> 2376, gmdU(A) = 
= 9i—3J —8fc; |gradl/( J 4)| = V93=3yíri ¿2 = ^; £ = ?=*. 2377, a) y ; 

b) 2r; c) /' {'’) — 2378. grad (cr) = c; ias superficies de nivel son 

planos perpendiculares al vector c. 2370, :fe== '~~ » 

« = i = e. 2380. — cos ^’ . r l; jg—o cuando í i r. 2382,—. 

2383, div et “3-/(?■) + /'(r). 2385, a) divr = 3, rotr = 0; b) div (?*e) =~r * 


grad £/ [ cuando 


rot(re)= 


7-y:e f (r) f* (r) 

—-—; c) div (/(r) (er), rot(/(r)c) = — p—exr. 


2386, div íj = G; rot ^ — 2 e& I donde co = g>/c. 2387 . 2 üm 0 , donde n° es el vector 

Q'2[f ()2JJ 

unitario paralelo al eje de rotación. 2388, div grad U ~ ^ —h i 

rotgracl 77=0. 2391, 3 ji Rsjf. 2392. a) ~ nfíW <3^2+22/2); b) ■— ?tü a /f (7i 2 +2ií 2 ); 

2303. div.F = Ü en todos los puntos a excepción del origen de coordenadas. 
El flujo es igual a 4 j x/n. Indicación. Al calcular el flujo, aplicar el 

r 

teorema de Gstrogradski-Ganss. 2394, 2 n 2 k 2 . 2395, —-r— * 2396, V — \ rf(r)dr. 
2397, 2398, a) No tiene; b) Ü = xyz + C; c) + xzA~yz + C. 2400* Sí, 


Capítulo VIII* 


192 


2401. 

2406, 


Zn — 1 

2 rc 


2402, 


2407. 


2 Í" 24 ° 3 - 


1 


2408. 


2404. —. 2405. 

1-3-5 ... ( 2 n — 1 > 


1-4-7 ... {3re — 2 ) ' 


2409. 


n+2 

(ri + í) 2 ' 


Eíí 2 i ?i “I” i J 

2410* . 2416. Diverge, 2417. Converge. 2418. Diverge, 2419, Diverge, 

2420, Diverge. 2421, Diverge. 2422. Diverge. 2423. Diverge. 2424, Diverge 
2425. Converge. 2426, Converge. 2427, Converge, 2428. Converge. 2429, Converge 
2430, Converge. 2431* Converge. 2432, Converge. 2433. Converge. 2434 
Diverge, 2435. Diverge. 2436, Converge, 2437. ^Diverge. 2438, Converge. 
2439, Converge. 2440* Converge, 2441, Diverge. 2442, Converge, 2443* Con 
verga. 2444* Converge* 2445* Converge. 2446* Converge. 2447, Converge 
2448* Converge. 2449. Converge. 2450, Diverge. 2451* Converge. 2452. Diverge 
2453, Converge, 2454* Diverge. 2455. Diverge, 2456. Converge, 2457, Diverge 
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m 


2456. Converge. 2459. Diverge. 2460* Converge. 2461. Diverge. 2462* Converge. 
2463. Diverge. 2464. Converge. 2465* Converge. 2466, Converge. 2467* Di ver 

ge, 2468, Diverge. Indicación* ;> 1. 2470. Converge condício- 


nalmonte* 2471* Converge condicionalmente. 2472* Converge absoluta¬ 
mente. 2473. Diverge. 2474. Converge condlcionalmente. 2475* Converge 
absolutamente. 2476* Converge condicionalmente. 2477* Converge abso¬ 
lutamente. 2478* Converge absolutamente. 2479. Diverge. 2480. Converge 
absolutamente, 2481* Converge condición al mente. 2482* Converge absoluta- 
meato, 2484, a) Diverge; b) converge absolutamente; c) diverge; d) converge 
condicional mente. Indicación. En los ejemplos a) y d) examinar la serie 

qo ao 

i a 2 h^i + & 2 h)> y en los h) y c) investigar separadamente Jas series ^3 




k^i 


y 2 a ik' 2485* Diverge, 2486. Converge absolutamente. 2487. Converge 
h =i 

absolutamente* 2488* Converge condicionalmeute. 2489. Diverge. 2490* Converge 
absolutamente* 2491. Converge absolutamente, 2492* Converge absolutamente. 


*+(-*)" * 
3™ 


2493* SI 2494. No. 2495. 

n =1 

converge* 2497* fl Diverge. 2499. Converge. 2500* Converge. 2501* 


; converge. 2496. ^ a»(2—1) ; 


n^i 


/*5> 0. 2502. R n < 


a n 


120 

72D* -""''2í+I‘"2«(27 1 +1)b! ■ Indic ® cióp * 

El resto de la serie se puede acotar valiéndose de la suma de la progresión geomé~ 

4 


r l 1 / 1 \ s 

"2 "f" 

<<l,i [y-?Ti + (T) ■^Tn3+“ ]- 


2503* 


(rt+Í)(B+2) + '*] < 

a 4- 2 


Rn< {n + l)(n-H)! : 

ií 10 <3-10-8. 2504. Resolución. 

-i- 1 + . >_1_+_i_. „(_!_-i_W 

1 i - > ( n + 1 ){,t-|-2> i ^(/ 1 + 2)(a + 3) 1 ' ' ln + i « + 2/ 1 

í „ ^ 1 1 1 


(«+2)3 

+ f_i_L_U .=. 

^ \ n + 2 « + 3 j T " n + 1 

2505. Para la serie dada es fácil hallar el valor exacto do¡ resto- 


; «a < 


„ 1 / . Í6W 1 \ 2 "- 2 

jF? ^ = Tg(" + l5) 

Resolución. = (4+ + (*+ 2 ) (“£+" +2 +■ ■ - • 

M ■ 

**.-<.+« OrV^rV.. 


Multiplica¬ 


mos por 
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Restando, obtenemos: 

+ *)-%(>) 


£n+4 


+ ■ ■ - = 

2n 


i 1 \2» . ( 4) ( 1S\ / 1 

= «( T ) + J- *=.i" + Í5)\Tj • 

1 16 


Y)e aquí encontramos el valor de R n que se da más arriba» Poniendo n— ü, 


hallamos la suma de la serie S 


=(S) a 


2506- 99; 999. 2507. 2; 3; 5. 
2509, $= l cuando x^>í 


m 1 1 
2508. S = i. Indicación, a A = —— ' n -f\ " 

^ — — 1 cuando x 0; & “ 0 cuando x = 0. 2510. Cuando £ ^ 1 os absoluta 
mente convergente, cuando x^í es divergente- 2511, Cuando x'^>í e 
absolutamente convergente, cuando converge no absolutamente 

cuando x <0 es divergente, 2512» Cuando x > e es absolutamente couver 
gente T cuando 1 ^ converge no absolutamente* cuando x 1 e 

divergente, 2513, —»od<5^<^oo. 2514. —co <^x <^ 00 . 2515* Ea absoluta 
mente convergente cuando es divergente cuando Re sol 11 

C i (i n. 1) | a n ! <~ , y cuando -r>0 Ir serio cuyo término general e 

—es convergente; 2) > 1 cuando x -<0, y eos nx no tiende a cen 

cuando n— ^oo t ya que si eos nx —>- 0 se deduciría que cos2raa?—^ di 

esta forma, cuando ^<0 no se cumple el criterio necesario de convergencia 
2516, Es absolutamente convergente cuando 2Jm < x < (2k + 1) si (k — 0, dz 1 
dz 2 t en los demás puntos es divergente, 2517, Es divergente en toda, 

partes, 2518, Es absolutamente convergente cuando x 0, 2519. £>1 

—1. 2520. s>3, 2<t. 2521. ^>1, —1* 3522. a;>5y t ^<4 — 

2523, s>l, *< —1. 2524. —l<ar<—y, y<*<1- Indicación 

Para estos valores de x converge, tanto la serie ^ xk » como la sori 

&= 1 


S 

fe=i 


1 

2 h x^ ' 


Guando \x\>í y cuando el término general do 1. 


soríe no tiende a cero, 2525. 
2527. — 2 <2 <2. 2528. 


— 1 < a: < 0, 0<z< í. 2526. — 1<><1. 

— 1<3T< 1. 2529.-" 


V2 


V2 


2530. — 2531. — íO<l. 2532. —1<><1. 2533. — ooO<co. 

2534. x = 0 , 2535. — ooO<co. 2536. — 4<z<4. 2537. —jOC-g-. 

2538. — 2<><2- 2539. — cO<e. 2540. — 3 <2 <3. 2541. —1<><1. 
2542. —1<><1. Resolución. _ La divergencia do la serie cuando 

t x | >■ 1 es evidente (es interesante señalar, que la divergencia do la serie 
en los extremos del intervalo de convergencia _ at = ± l se puede com¬ 
probar, no solo valiéndose del criterio necesario do convergencia, sino 


ffi i*D * ' .. ífl - ■ fD Q OI [ I |& t .« £fl I * 

www.elsolucionano.ne . 
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también con ayuda del criterio de D f AÍemberl)» Cuando |x[<l tenemos: 


lim 




= lim | n -{- ) x 


.n\n i 


^ lim (tt-(-l) [ ^ lim ~“r—O 


(la última igualdad so puede obtener fácilmente aplicando la regla de 
UHópital). 2543. — Indicación* Valiéndose del criterio de 

D’Alembert no sólo se puede hallar el intervalo de convergencia» sino 

también investigar la convergencia de la serio dada en los extremos de 

dicho intervalo» 2544. Indicación, Valiéndose del criterio 

do Cauchy no sólo se puede bailar el intervalo de convergencia, sino 

también investigar la convergencia de la serio dada en los extremos do 

dicho intervalo, 2545. 2 <3?^$* 2546. —2547. —2 <x<J4, 

2548. 1 3» 2549, ——2. 2550. —Ib 2551. —7<x<;—3#= 

2552. 0<.^<4. 2553. —2554. —* —3< * < e— 3. 2555. — 2-< 

<z<0. 2550. 20< 4 . 2557. l<x<3. 2558. —3<¿<—4. 2559. 1 — i- < 

1 1 
<C # <j i + — * Indicación. Cuando x — 1 di ~ la serie os divergente, 

(t+if . 

ya que lim V !■ —^fl, 2560. —0. 2501. 1<*<3C 
n->o=> e ye 

2582. 1 < x <5. 2563. 2< x <4. 2564. |s¡< 1. 2565. | z j< i. 2566. | a — 2i |<3. 
2567. | z | < V2. 2508. z = 0. 2569. ] 2 | < co. 2570. j 3 | < —■ 2576. — lii (1—*) 

(—2577. Jn{1+s)(-10<l>- 2578. i-l u i±| (| * [ < l). 

2579. arctg*(|*K,l). 2580. (| * | < i). 2581. (!*!<«)• 


C/) 


2582. 


<1—*y 

1 . 1 — x 


¿prd'K*). 25!a ■(jrrjj'd-IX). 25 »'‘. 




2585, 


(x-l) 2 
a 1/3 


6 


I n d I c a c i ó n. Examinar la suma 

1 


du la serie x — ^r--*-^ -... (véase el problema 2579), cuando x 

o o V 3 


2586. 3, 2587. a* + ^ x ^ — oo<x<oo). 2588, sen ^ + j 
n^i 


V '2 f , , - * 2 _ JE!. 

L ^ “ 31 


^ X a (_ 


n»-n 


4! 


51 


•■■■+<-« * -S-+-]- 


2589. eos (x -j- íí) = eos a — x sen a 


- COS a -t- 


x* 


{ n-\ r l) n. 


, . . 4—¡- sen a - 
ni L 
Oííar'i 

4' + m ■' J <2itji 


2 ! 1 31 

J + ... (” CQ < x < oo). 
22»-%2n 


1 41 

2590» sen 2 x = 


eos a 


2a: 2 


21 


+ ».. (— cq<^$<^ oo). 2591. ln (2-|"^)— 
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= ]n 2 H-i— 2 T 22 + 3 T 23 — ■ ■ • + I ST 2 ñ+"' (-* 2 <*< 2 ). indica- 

c i ó n, Al investigar el resto, utilícese el teorema sobre la integración 

00 

_ R v-i 

de la serio de potencias. 2592. - -— \ (n+3) x n (| x | < 1), 

n—f) 

00 

^ ga Ü¡¡Í T = -I O+A)*" 2594 ‘ * r ~-*+ 

-f- 2 {—co< 3 ;< 00 ). 2595. ^ = 14 - V í^(~-co<><co). 


n—Z 


n— 1 


nrtil --í 92T1 r2íí 

2596, S ¿xiijí-^OC®). 25í17 - 1 + ^ ( “ 1)n W 259S ' 1 + 


n=0 


n —1 


0 


0 


Í 3 Ü 

+i 2 t ir<-"<-<“ ) - *»■ 2 s 

n=i n=Q 

eo 

1 1 

x(—oo< x < 00)* 2600* 2 j (—*)* -&+! (—&<*< 3 )- 3604 • y+y x 

a 2 , 1-3 K 4 , 1-3-5 «« , , 1-3-5 ... (2 n — '1) 3 a "' | /_2 «^t*''í9 

X "P" "^2-4-6 2 7 " ' ' 2-4-6... 2n ' ' 


OO díi 

... ,£k+i „ v , f — l)rt+i 2^ — 1 „{ 1 , .1\ 

2602 ‘ 2 S 2^n (|í:l<i) ‘ 2(503 - 2 --ñ-* (~t <x ^t) 






O 
c o 


2004, *+2 (- 1 ) w 7 H _ 1 nr(i«i< 1) - 26( > 5 - 2 (- 1 ) n i^xr(i x i <1) * 

n—Z n=0 

4 ,í-3»s , . 1-3-5 ... (2n—1) x**+i 

2606. ■ 6 + y 3 ^ 2.4 5 +--■ - 2 - 4-6 ...2 re 2 s-j-l ^ 

„ „ 1 z 3 , 1 -3 z 6 , , 1-3-5 . .. (2n—1) s a?1+I ■ 

2607. x ^ §~ -)- -■-+( i) 2-4-6... 2n 2n + l' f ““' 


(|s|<t). 2608. 2 { — 1 ) u+1 24 (— 00 < J < °°), 2609 - * + 


n=í 


+ ^ ( — 1 ) 71_::1 “P ;!:TI (~ °° X < 2610 ‘ 8+3 2 * +2 ;d~ a - 

n jz=2 n ~ 1 

ir 2* , 2 ■ Ji ^ . , , £ \ «—1 .. 

(—co<£<cq). 2611 * ¿--- 2^.3.11 2 & -3 2 - 21 3? + -~ - + ( ) x 

X 2 ' 5, ^!^| 4> " W + - (-«><*<“»• 2612 * 4~Í (5¿3+3¿i)*" 
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(— 2 < * < 2). 2613. i + f S (1 --f S y i ) (l*|<oo). 2614. ^ *£ 


An+i 


71= 1 


n=0 


(|«|<V5). 2615. ln2+2 (-!<*<!). 


Ti = l 


^ a;2n+l 

2616 . 2 (-^( a r -i-i^ + i Tl <"Co<*<°°)- 2617. * + 2<-l)«x 


n—0 


n=t 


vá . i -. 

x (|l|<0 °>- 2618 - 2 í-^^rfl-K 1 »- 2619 - *+ 

+¿f**+»ranii ** + - - ■+ ‘ *•"" + - ■ - (I«l< <)■ 2620. «+ 


+Í+4+- 2 ' “• *-4+4f-■ —■ •(‘-tH-t--)- 

2623. 2624. -(^+^+^+• •• ) ■ 2625. .+*« + 

1 

+-g- x 3 ~(- * *■ 2626. Indicación. Partiendo de las ecuaciones parameíricas 

de ia elipse £—acosf, y = b sen í, calcular la longitud de ia elipse y \& 
expresión obtenida desarróllese en serie de potencias de e, 2628, 
-5m-2--l*+Wi^)-ii{*^)*+í*+tyX-o*<z<m). 2629 . ftx+h)=* 
-5í«— 4**—a*+2+(iSap*-«»-S)A+(iS«—4)A> + 5W (-oq<^<co; 

oo oo 

—ao < A < co), 2630. 2 (-l)"- 1 {0< * < 2). 2631. (-'l) n X 

n=l n=0 

«J 

X {*—l) n {0< z< 2). 2632. ]>J 0» + l)<*+l)« (-2<*<0). 

n~0 

«5 oq 

2633. 2 ( 2 ~"~* ”^ n_1 ) (* + 4) n (—6 < * <—2). 2634. ^ 

«=s0 *=0 

«3 

(_ 2 ~V3< *<-2+1/3). 2635. r*[l+2 E[ * I < o*. 

2636. +( _i)nHL X 

'2* 4 2 4 1 4-6 2 8 4-6-8 2 8 1 1 ' x 

00 

2637 - ^ <-*>■ 


2^ (4nH-l) ní 


/ Jt \ 2n— i 

n\l _ 2 ) 


1 , v;* 


n=^l 

4 n "V « \2n-i 

l—Tj 


<¡*t<co). 2638. ~+¿ ( ~ ir -(árriji 


(2n—1)1 

(I * I < 00). 
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co 

2639. — 3 2 STpí(íT*) 2n+1 (0<X<CQ> - Indicación - Hacor ,a 


sustitución 


■2640, 


n=l 

•*- — t y desarrollar Inz eu serie de potencias de i. 

i +x 

1/ z 1-3/ * \ 3 , . l-3-5...<2n-3 ) / * 

+ 24Íl + í) + -** + 2'4-6 ... (2n—2) U+W 


1 + * 


+ ... (-y<*<«)* a#4t. I *\<ir<i- 2642 - l fl l<íT 2643 - 

/ 1 \3 / i \5 


,(4)\.,(t) 

2*4 


í 0,523. Indicación. Para demostrar 


<D 


quo ©1 error no excede de 0,001, hay que acotar el resto de la serie valiéndose 
úe la progresión geométrica q\i& excedo a este resto. 2644. Dos términos, 

es decir, i——. 2645. Dos términos, es decir, x —• 2646, Ocho tér- 
minos, es decir, 1 + 2 TT ' 2647 ' " 9l 2848 * 1 ' 02 " 2649 ‘ 1 ^ i< 0,0003- 

TlíT=l 

2650, 2,087. 2651. | x ¡ < 0,69; |x|<0,39; | a | <0,22. 2652. | * I <0,39; 

J * j < 0,18. 2653, 4™-0.4931, 2654, 0,7468. 2655, 0,608. 2656. 0,621. 

t 

O 
¡c n 

Q) 


w 

2657. 0,2505. 2658. 0,026. 2650. ("*)*— " (-co<*<«=! 


n= i 


OQ 

-»<»<»). 266». 2 l-O" 


n=! 


oo 

. . - vi . __ (**+|f*) an-1 í—ccxíírCoo; — oojrCco). 

-co<j-<oo), 2661. 2 j (- 1 ) 1 p¡-l)i 

2662. 1 + 2{jí- as)*; indicación. -=*“ 1 + 

n—1 

oa 

^ * n +¡/ n 

4 ._—-- , Aplicar la progresión geométrica. 2663. — jj -^- 

n _ t 

(— — l<y< 1). Indicación. 1 —a—y+ *p = (l—*)(*—¥)* 

2604. ^ {-1)* (-1 < * < 1; -1 < V <-1). Indicación, 

^arctg z-farctg y (cuando | x | < 1* | y | <1). 2665. 1 (x+h Y V+k)= 


0 

1 — xy 


aectg 
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= aa¡*+ 2bxy +cy* + 2 íax + !>y)k-{- 2 {bx + ey) k + ah" + 2 bh+ ole 2 . 2666. /{I + h, 
2 + *) — /(!, 2) = 9/1-21* + 34a + 3A* —12** + &• - 2*>. 2667. 1 + 

+ 2 f(»-^ + (i> + 2)) n _ 266tí . i + 2 ^ 2 ^ J 

n—i 


n=i 


(2nl) 


2669. i + x+^ y * ' " 3 - 3 ^ 


2 ! 


3! 


2670. 1 4” ¿c -j" Jíjy " 

¿e 


267Í. £l^Sl_^£¿2 ¿ W =2l±fS; J(±,) 


.^t 1 


n =0 


26 „. 2 °XJ¡y , +(-+») 2 (-1)»-'^; 

n=Q 


n=í 


S(±n)- 


b — a 


2673. ^ + 4^ (~l) ri ^ í ; í(±«)-»i s 


71 = 1 


LX_r 

2 f 1 (_ i\n n 

2674* — sü <m | “ 2 J+^/j (<* cos * sen aa?) J ; S (± n) — ch «n, 

' n*=i 

dd 

2 señan vi . .... n sen nx , , . 

2675. - >1 ( — l) 1 *—--~ , si a no es numero entero; sen ax, si a 

n ¿-J ' a 2 — n 3 

71— i 

00 

- 1 „, , 2 sen ajr, r i cos “* 1 

es numero entero; ^(±¡n) = 0. 2676. -—— ) / i (—i) j * 




x 0¿> __ Salían 

si a no es entero: eos ax> si a es entera; ¡j (± n) — eos «rc, 2o77* --X 

' n 

ay QQ 

<<n , ÁV „ ¡nsmnx A 2 shan rt , v 1 , ateos 


n=l 




'_Xj ^L> 

_, . , vi sea «í: x 1 sen (2« —1 )x . Jt ,. m 

S (± Ji)=cll o.ti. 2679, 2j —~— ■ 2680. ¿j - <¿ n _ j" —“! a ) * *>) — ¡ 


77 = 1 


ffc=i 


C) 


2 y 3 


y f, XI , .vn -1 senííI . ia K 4 V eos (2 H~í)x Jl a 

. 2681. a) 2^ 1 - 5 —. b >T~T¿ (2«-«*■■- *"T • 


n— í 


rt=i 


2682.a) 2 &»*»'»*. d( ™de 6 aft-3= 2i^l~ Jt (2fe—l) a ’ y ¿2fe = -F 

n=l 


b) + 4 2 í- 1 ) 71 -^^; l)^f-; 2)-g-. 2683. a) 2 [l-(~l) n e an ] x 


; (2fc—l) 3 ’ 

eos nx ., ji 2 . a 2 , 2 


n=í 


nssl 
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m 


ns<mnx „ ¿“"-i , 2 a V [{- 1 ?" M£££ ** 2684. sí —X 

x^x^r ; b ) «*+«* » 

n=i 


*2 


n n 

1 — eos -rr 

«O ¿ 


nji 

sell "2 


- sen rcar; 


- m j_V. -——— eos ras. 26S5, a) — X 

’ * 2 n ^ 


n=i 


¡n: 2 x 1 cos 2 (2b —1} # 

— (2ii^Í)á 


y-Y f——b) -—2 

X ^ i *) (2w — l ) 2 ; 4 zi — 

* v n— i 

— 1 , , jvfc 2 
2686* 6 * sen ns> donde ¿ 2 fc«(**l) ft “ 1 'g¡^i ^afc+i = C *) ¡¡"JgE+I)* 


2687 


n=i 

B ^ sen (2ra — 1) x ^ggg « 


5 ^ 
n -¿J 


(2n — 1F 


L 42<-> 


268 ». ü. 


4* a -i 


x(t+2 t»“)' 269 °- xfi+¿ (-Tt 4 -)’—*; 

n=i n==l 


ft= i 

26»,, «Í.+22 (-D- SÜ ' ““4 [t+S (-'>"- S=í 

n=2 n==1 

ÍT, 

* 2 | 

2694. Resolución. 1) Hn — \, / (*) cos 2»* íte = — jj / {*) cos 2nx ^ 

0 o, 

« n 
_|_ JL ^ / (#) cos 2 na?íír* Sí se hace la sustitución ¿ —^ en la prim 


jt 

2 


integral y t = x—j-, en la segunda, valiéndose de la supuesta idmrt 
y ^^ ^- 2 —t j , es fácil observar que a ajl “0 (re= 0 , i, 2, . 


71- 

“ 


2 ) £> zn = — f / (a) sen 2 nz dx = —■ ^ f (*) sen 2 nx dx-\- / (*) sen 2n.t 

™ v ti re 


La misma sustitución que en el caso i), teniendo en cuenta la supuesta 
identidad / Í- 2 -+ f) = / (- 5 --*) nos conduce a las igualdades i > 271 = 0 


. . 2 v 2695 i_L y ssafidjl" . «me. i—^ y s ^| 

(n = l, 2, ¿b »&. ^ 1 2 /j {2n+l)S! n ■" « 

n=0 11=1 
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w tmx nnxi _ 

w / eos—-íinsen—r- sen- 

»7. a ,fwa(-o- - ¡. + „ 1 

n=J J n—1 

™ ( 5 ^ nji+c 

‘jcíwi v 4 sen 2 (n — 1) nx ,. . t zi 3en ~T 

mm - a > t 2i —fcr— ; b > 2700 - a > -f 2 í- 1 )"^ ; 

n-i n —1 

M (2n — 1) ítz ^ 

^ 00 eos ^^— » 

"J£F 2 (2?i—l)s # 270L donde — 

ns=l 77 = s 


«ft# 


77=1 

4x s 


8 r Jt 2 4 1 > 4jí 4x2 G0S ~ 

“IT f 2l+l“(2t+T)s J • b * h = r : 6) ~3 —JT“- 

n^l 

g {2íí -1-1} JTJT 

o § 0 n j -_ te 

■¿7fl2.nl JL V f — m- - -■ m — _í_ V eos (2n -f-1) nx 

’ n» A 1 ' (2 n -fl) 2 ’ ; 2 *2 ZJ pTfí)5 ' 

íi^O ^ “ 


n=0 


oo co 

lS _ rt „ 2 9^1 2 ^jí,t . 1 xt 

¿703 t -&^2 ^ f cos —■ + 2^1 

n^í n —i 


eos 2nnx 
n 2 


Capitulo IX 

2704. Sí. 2705. No. 2706. Sí. 2707. Sí. 2708. Sí. 2709. a) Sí. b) no. 2710. Sí. 
2714. ? _¡s¡í'=0. 2715. xy'~~2y=Q. 2716. y~2xy‘ = 0. 2717, xdx + y dy=Q. 

2718. y' = y. 2719. 8y3—2720. xyy’ (arjfi+l)=l. 2721. y = xy’ ln —. 

2722. 2aíf" + y'=0. 2723. 5f*=y'—2¡f = 0. 2724. ¡f*+4¡f = 0. 2725. j,"— 

+y — 0. 2726. y"=0, 2727. tf"'=0. 2728. (1 + y' 2 ) ¡í'"— 3yV K =0. 2729. j- 2 — 

— z 3 = 25. 2730. y = se 21 '. 2731. y--—eos*. 2732. y = ~- ( — 5<^-f9e*— ie^) 

2738. 2,593 {iú valor exacto i/ = e). 2739. 4,780 (el valor exacto y =3(¿—1))_ 
2740. 0,94G (el valor exacto ty = í) 2741, 1,826 (el valor exacto ^ = "]/1T)* 

2742. ctg2íí = tg 2 * + C. 2743. *=- r -~== ; y=0. 2744. **+¡,2= l n C*a. 


2745, y = a -f- 


Cx 


t + 


Vi + y 1 ' 

2746. tgíf = C(l— e*) 2 ; * = 0. 2747. y^Csenx. 


Jü 

3 


2748. 2e 2 = >■*(!-fe*) 2749. i -f í/ 2 = ^— 3 . 2750. y¡=l. 275Í. arctg (as+y)™ 
= x-\-C. 2752. 8*+2íf+l = 2tg<4a+.C). 2753. *+2if-f 3Jn | 2*+3jf—7 j==C. 


2754 . 5ac + 10j-fC=31n|10*—5ff + 6|. 2755. p = 


1 —eos <p 


o »2=2Car-f CS. 
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2756. ln p=t;—— -ln | eos tp | +C o ln[x [—^ =C. 2757. La recta y = Cx 

¿ COS*' {p — 

C 

o la hipérbola y = ~. Indicación. El segmento de tangente 09 igual 


/ 8*+{$-)*- 2758. y‘ 


—x 2 ^C„ 2759. y^Ce 


— * 2760, y 2 =2px. 


2761. y =; ax 2 . Indicación. Por la condición 


\ xy dx 

_0_ 

x 

¡J y dx 


— Derivando 


\ 

dos veces respecto a x , obtenemos la ecuación diferencial. 2762. x* 


*} _“i/t _j-a 

2763. y = y'4 _ —+ 2 ln--- . 2764. Haz de roctas y — kx, 2765. Fami¬ 

lia de elipses seme¡antes 2x a -t-íí“ = r¿. 2766. Familia de hipérbolas x 3 —y s = C. 
2767. Familia de circunferencias x 3 4*(F— 6) 8 =5 2 . 2768. y=xlní- 

2769. y = ~ -f-, 2770. x=Ct* . 2771. (x~C) 3 -{/ 3 = C 3 ; (x-2) 3 -y* = 4; 

y = ±x. 2772. j/-~ + ln [y | * (7. 2773. y = -|-xí _ X ; ¿ = 0 , 2774. (x 3 + 

+ F 3 ) 3 (x + y) 3 = 6\ 2775. y = xj/ 1 — ~x. 2776. (x + y —t) 3 = C (x~y + 3) 

2777, 3x + ¡H-21n|s-i-y — 1| = C. 2778. ln j 4x+8y +5 |+8y — 4x = C. 
2779, 1— 2y, 27S0. Paraboloide de revolución. Resolución, Gracias 

a su simetría, el espejo que se busca es una superficie do revolución, El 
origen de coordenadas se sitúa en ei foco luminoso; el eje OX es La direc¬ 
ción del haz de rayos. Si la tangente a cualquier puntó M y) do la curva 
de la sección hecha por el plano XOY en la superficie que se busca, forma 
cor el eje OX un ángulo tp, mientras que el segmento que uno el origen do 
coordenadas con este punto M (#, y) forma uti ángulo a con el mismo eje, 

tendremos que tg a = tg 2<p = ^ - P ero * + La ecua¬ 

ción diferencial que se busca es y—yy^^txy* y su solución y l ~2Cx-^C“, 
La sección plana os una parábola. La superficie buscada, un paraboloide 
de revolución. 2781, (z—y)^—Cy ^0. 2782. x 2 =C(2y+C). 2783. {2y 2 —x 2 )' 0 ^ 

X 

= Cx". Indicación. Partir de que el área es igual a \ y dx. 2784. y = 


= Cx —x ln | x |. 2785. y^Cx + x 2 . 2736. y=4-**+ 


2787.x Vi + y 3 -f- 

+ eos y = €• Indicación, La ecuación es lineal con respecto a x y —- . 












m 
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2768. 


4-arcsen x) 


Cy2 —r■ 2m 2m¡ si=-J-<*yr^í+ 

1/1+* 

I 1-* ■ 


279L y» 


£ z 


coss 


. 2792- (a?2 + €7 jt) = 1, 2793. y- = 


= ^in-~-. 2794, . 2795. y* (3 + C e Cüax ) 2797. xy=Cy* + a*. 

2798. y a +:r-fay = 0. 2799. x = y la , 2800. ~ + ~*=1, 280Í. zS+yS-Q¡ + 

+ q 2 = 0. 2802. -xy + v t = C, 2803. ~.+ S y2+ x s =1 c. 2804. ~~ 

3 s 

2 ~ ^ X ^ X = ^ * ^SOSn X% 4 , y 5 ! — 2 UTCtg ~ L =. {7. 2806. £ 2 — £/2 = 

2807. ~fT "f" yev" ~2. 2808. Inja: | “ ~ (7. 2809. y + ~ = C. 2810y Itt *4 

1 

-f-jy 3 = C. 2811 - (^sony^cosíí-8GUíí)e* = C.2812.(í:aC'3 + l—2Cjí)(^2 + 

-|-t'2 —2tV)y0; la integral singular es a®—#=0- 2813. La integral genes 
ral esJy + C.)a = ^ ; integral singular no hay. 2814. La integral genera! 

es y + ^*——4- =0; integral singular no hay. 2815. La 

integral general es ¡/ 3 + C a = 2t’a:; la integral singular, x 2 ~ y a = 0. 

r x — sen y)-f- l ft P* 

X y = P sen p+cosp-f-p-M' 


2816 . y^-ycoszi-^isenx 


2817. 


2818. r 

w 


x=.eP-\-peP + C, 

=p~e p . 


2819. | x ~ ^P -y 4'^t 

Ly = p a +21nj?. 

La solución singular es y = 0. 2820. 4y = a:S! + p a , la |jj-«| = C- 


P — £ 


O 

4 /) 

0 


2821. ln Vjü a +y 2 + arctg -y = C, * = la ■ La solución singular esy=e T . 

2822. y — C-\-■^ T - ; y =■ 2x, 2823. í z ~ I P ¡ — árese n p 4 - C 

_ 1 j-í+V 1- p 2 ' 

f Z—Ce-P—2p + 2, 

i y = C (l+ F >) e-í’ ^p2 + 2 . 

2825. 


2824. 


z = -a-(t> 2 —y), 


y y (2Cp 2 +y a ). 

Indicación. La ecuación diferencial, de laque se determina * como 
función de p, es homogénea. 2826. y = Cx-±C* y=_il. 2827. y = (7x+C; 

solución singular no tiene. 2828. y = Cx + yT+cS-, x‘i+yi=í. 2329 . 

— Cx-¡- — > — 4^. 2830. xy=tC. 2831. Una circunferencia y la familia 
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de tangentes a ella. 2832. La aatroide ^ 3 + ^ 3 —2833. a) Homogénea; 
y^xu; h)^ lineal con respecto a x; x — ud; c) lineal con respecto a p; # = 
d) ecuación de Bernoulli; ^ = a) con variables separables; f) ecuación 
de Clairaut; reducirla a la forma y^zy f ± V^; g) ecuación de Lagrange; 
derivarla con respecto a x; b) ecuación de Bernoulli; y = uv\ i) redueible 
a una ecuación con variables separables; u^x + y; j) ecuación do Lagraage; 
derivarla con respecto a x; k) ecuación de Bernoulli con relación a x; x = uv ; 
1) ecuación en diferenciales exactas; m) lineal; y = uv ; n) ecuación do 

Bernoulli; y = uv. 2834. a) son -- = —le|a:| + C; b) &***y-e^ v ^~^. 2835. x^-j- 
+ j,4 = Cjf2. 2836. y**-~L-r. 2837. xy (t? — i. 1 q2 * ) =1. 2838. sr = C* + 

-f- C In C; la solución singular es y = — e — \ 2839. y — Cx 4- ]/— &C\ la solu 
ción singular es y = “■ , 2840, 3j/ -f- In ^ " 2841 * -i- e** — ¿ u — 


1 


i 


^aictg#-g" in {1+^2) ^£7. 2842, y (1 + Ce *). 2843, x = y* {C—e-V) 

2844. Wm*€*'~ mm *+l*ti x — 1, 2845. y^ax + Cl/T^&. 284f> y = 
— rr(*+ln\*\ + C)- m7.z^Ce & * ñtí ~~2a(l+smy). 2848. -2Í-+ Zx+y-\ 

4- ln I(r—3)W \y — 1 [ 3 ] = C. 284!). 2 arctg = ln Cx, 2850. *2 = 1- ‘L -f. 


+ Ce y ■ 2851. x s = CeV—y —2. 2852. 


■ Vi 


+ In | x\~C. 2853* y = 


^ * 

= xarcscn {Cx), 2854* y2^Ce~ 2x sen x-f-L eos x . 2855: xy=€(y^í] 

2856. x = C*»— {sen j, + eos y). 2857. py = C{p~i). 2858. x* = Ce*v— jf»~ 

2859 * (*V+C)(*«ir + C) = O- 2860. V¿*Tp _ .1« C 

f ^ , 1 y-- 

2861. xeV—y* = C. 2862. i * ~ P* +> *^2+ ]n (P + Vl+P 3 ) 

i u =2px+-]/i+pZ. 


2863. y = xe^ x . 2864. 2**—¡r4=Cff*. 2865. ln | y y. 2 | +2 «retg = C 

v 2 I JL 

2866. í^+Ce” 2 +——2 = 0. 2867, x*-y = Ce n , 2868. * + — = C. 2869. y — 
x y 


y +2 


C—x* „„„„ . „„ J a* 3n (* +V¿7+7¿)+C 

-2870. y = C sen *— a. 2871. y — - -— 


4 {z a l fh 


*+y«*+2* 

2872. (tf —<7*K¡/ S -* S + C) = 0. 2873. y = C*+-~-, j, = y f 5*5. 2874. **+ 
+*2 y _ í/ 2*_j,3 = C 1 2875. pt+W^Cy 3 . 2876. y=2-1. 2877, y= 2 , 


32 —iOÍS 


J0U'OUBUOIOn|OS|0'MMM 

I * M * I V 
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2878. y = 2. 2879. y = 0. 2880, g=4-.(sen í+’coa*). 2881. 

2882. y=e~ x +2x — 2. 2883. a) y = x; b) y~Cx, donde C es arbitraria; 
el puntó {0; 0) es ej punto singular ¿la la ecuación diferencial* 
2884* a) y 2 = x; b) i/¿ = 2px\ (0, 0) es el punto singular. 2885. a) C) 2 ^ 
+ pá b) fio tiene solución; c) (0, 0) es el punto singular, 

2886. y = e xru . 2887. y = ( V^+ V*)® ' 2888- p 2 = 1 — 2889. r = tfe**- 

Indicación, Pasar a las coordenadas polares, 2890. 3 y 2 — 2x = 0< 

2891, r=ki p. 2892* 6) 2 =ó a . 2893. pa+. 16^=0. 2894. La. hipérbola 

= C o la circunferencia ^+p a ^=C a . 2895, p == *^.Indica- 

X 

i 

o i ó n- Partir do que el área es igual a ^ y dx, y ),a longitud del arco 


y i ~f -y'2 dx. 2896. * = -^7 + Cy. 2897. y- = AC (C+ a—x). 2898. Indica- 


* 

s 

iy 

eión, Aplicar el hecho de que la resultante do la fuerza do gravedad 
y de la centrifuga es, normal a la superficie. Tomando el eje do giro como 
oje OY y designando por m la velocidad angular de la rotación, obtenemos* 
para la sección plana axial de !a superficie que so busca, la ecuación 

diferencial = <&*£. 2899. p = f -0,000ie7 \ Indicación, La presión 

en cada nivel ele la columna vertical de aire se puede considerar como 
depon di cuto exclusivamente do las capas que descansan más arriba. Empléese 
la ley de Boy le—Mariotto* según la cual, la densidad es proporcional a la 

1 

presión. La ecuación diferencial buscada es dp= — kpdh. 2900, $^—klnK 

Indicación* La ecuación es ds ■— irn ■ ^ dx, 2901, $^^ p + uy J ^ 

( 3 \ t 

T / 


0 

6 

0 

c 

o 

o 

o 

0 

0 


r. p. m, 2905. En 100 anos se desintegra un 4,2% de la cantidad 

inicial Q¡j, Indica ció n. La ecuación es —¿f = kQ; Q = Qq ( y ) 1 G0 °'- 

2ÜÜ6. t *$¡\ 35,2 seg. Indicación. La ecuación es n ( h 2 —2 h) dh = 

s=¡ji 2907* 77 ^ 77 , Indicación. .La ecuación os —kQd¡v f 

\ 10 / 1024 

Q-Qo ( —) 3 . 2908. v y Ciiando t co{k es el coeüciento 

dv 

de proporcionalidad) Indicación. La ecuación es rrc » 

v = j/ r -j¡r tb (i|/”) . 2909. 18,1 kg. Indicación. La ecuación es 


- 4 * 

1 (i? seo en f — £ <a eos ©£) + Lea e ]. 
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Indicación* La ecuación es Ri^L — oí. 2911* + 

+ c 2 . 2912. l + C J ¡/ a = (c 2 + ^yf) 2 - 2dí3 - íf = lniflü x 4'C i I — *+C ai 

2914, y-Ci + Ci ln|*|. 2315. y = C i e c * x . 2910. y=± 'l/CjX + tL. 
™<7. íí = (l + CÍ)ln|«+(7 1 |—CíB + Cí. 2918. (*—Cj)=.aln sen^^j- 

* .. 1 i - \\<t i r* í~ i * i i r *jo-7n ln — íL — 4“C 2 ; # + C , 

^]+c. 


2914 
2917 

2919. J-(ln| *!)*+£?! ln |*|+Cj. 2920. *=-gr-m ^+C7 , 

2921 y — C t e C ^ + 4 ■ 2922 • V = ± 4" [ 31 ycF^+C'í are sen 

3if [ I ^ 

2í>23- y=.{€^+\ )®+^- 2924* i/ = (£>—Cf)e €l + C 2 ; ^ = ”^+(7 
(solución singular)- 2925* y =-64® (a?—CiJ + ^s» -g-+£ (solución sin¬ 
gular}* 2926 - ¡/ =! ^77 -{- —ln ¡ x | -f- ó a* 2927. ^=scn {£3 + 

+ C 2 r+6‘ 3 . 2928. jf = **+3*. 2929. y = \j-(x* + i). 2930. *=*+1. 

* 

2931. y = CxK 2932. y = C i ; ,J=C ‘ 2Ü33 ' * = C ‘ + ln! , 

. 2935. * = ln. y H- C a . 2936. 2yS—4a* = 1. 

-I -1 ” 1 * 1 0 »“ 2(e»+l) 1 

2940. j/ = -+ a: 2 . 2941. y s= 2e*. 


2934. a;=C 1 --i-l« r -^- r 
C 2 y-r^i 


2937 


.■ rtf-* + l. 2938. y- 2 (e a -i) 


«s+1 


ín | x | 


2939. y=y« a . 


2942. *= — j 

3 


2 -x 

= _y( J/ 4-2) T . 2943. y = e*. 2944. = +^~-. 2945. y = 


0 

■ 

O 

0 

o 

o 

o 

c o 

0 


.> ~i/o — 8 PpSs 

= x 2 — -L. 2946. y = • 2947. \t = soc a :r. 2948. y = sena: + l. 

2951, No tiene solución. 2952. y = e*. 


2949. y 


3-Z 1 

=4--+.2950.í; = 


2953. y = 21n|í|-j-. 2954. y—— — C, (a; + l) 2 +C 2 . La solu¬ 

ción singular es y =C. 2955. íí = C,-—-+{£:! — C\)x+C 2 . La solución sin¬ 
gular es y = ™^-+C. 2956. y = — (Ci + z^ + Cjir+Cs, 2957. y = £*+ 

4 

+ C 2 e Cl “; y=l — e*; y= — l + e"*; la solución singular os y = * 

32* 
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2958* Las c i re a n f ere nc ias. 2959* (<xr— £ 4) 2 — Cgy s 4“ k C¡ = 0* 2960* La caten a ri a 
y~ach x L> — * La circunferencia (a;—--t-y 2 = 296L La parábola 

(t— x 0 )2 = 2 ay — a ¿ . La cicloide x■ — a. (í—sen í) T y = o. (1 —eos f), 

q x 

2962. e ay+Cs! ~sec (ax + CJ. 2963. La parábola. 2964. y = -7r - e H + 

* Q 

— e 11 o y ==a ch —-—- 4 -¿V ¿onde H es la tensión horizontal 


2 £j q 


constante y Indicación. La ecuación diferencial es Í4- 

q ax* 


g í ( dy \ 2 d%s 

= -jj y l + ■ 2965, La ecuación del movimiento es jjttt = 

a ¿2 

— g (sen a — }i eos ct). La ley del movimiento es s = (sen a — jjl eos a)* 

“ 

2966, s = -j- ln cb ^ t "J/ g — ^ , Indicación. La ecuación del movi¬ 
miento es m “ mg —& | ^7 | . 2967, Dentro de 6,^5 scg. 1 11 dica- 

300 d%% 

ción. La ecuación do) movimiento os-10 ¡j. 2968, a) No; b) sí; 

<¿ diz 


O 


c) sí; d) sí; e) no; f) no; g) no; h) sí. 2969. a) — 0; b) y*—2t/' + y = 0; 

c) *V— 2 af/+ 2 tf = 0 ; d) y ,ff —%" +éy' — 2y = 0 , ^2970* y = ox — 5^+ 2*3. 
1 

2971. y =■— (Cj sen s + eos ^). Indicación* Emplear la sustitución 

y = y { u. 2972. jf = C,j!+C 2 liiJ!. 2973. y = A + Bxt+x a . 2974. j, = 4Í + 

» . .. ' d 
— ^4¿4—— - Indicación. Las soluciones particulares de la ecuación 5 


homogénea son y^ — ■ ^or ol método de las variaciones do \m 

constantes arbitrarias bailamos: C t — = .4; C 2 = — 2975* y = 44^ 

+ /Í sen ^ 4 “ £ oos ln ¡ ¡seo s 4 -tg x |-f sen x ln | eos x | — x eos x* 2976 , y =sf 
-CifW+cya* 2977. = ^^*4-^8* 2978* y » C\ 4 - C 2 e*. 2979, í/=C t coss4- 
4- son *■ 2980. y = e* (C 4 eos 3 ?+C 2 sen #). 2981.1/ — e~*¿ x (£7 t eos 3a: 4“ ^2 3#) - 

2982. y = (C, + C 2 :r) «-*. 2983. y - e¡¡* <<%?* + Cy“* 2964. Sí k > O, 

= l0í + ty _:cl/ \ si k< O, ¡/ =C, eos |/ -,V.T + tL sen 2985.2/ = 

'fr 1 5 VlT _ X /- 

= T V (C je 2 % Coe ~ 2 “). 2986. y = e “ ((7, eos 1/11 


Q) 


Vil \ 

— í 4 -C 2 son —g~ a¡J . 


2987. y = 4e x + f ix - 2988. y = e- x . 2989. ?/ ^sen 2x. 2990. j/ = l. 2991. j = 
= a ch “ . 2992. y = 0. 2993. y^C sen nx. 2994. n) xe^ (Ax^+Bx + C); 

b) A eos 2x-\- B sen 2x; c) A eos 2x+ B son 2a + Cx*e%*\ d) g k (A eos x+J3 sen x); 
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e) 


í) xeX[(Az2-\-Bx + C)cm2x+ 
j ^{Dx 2 '-\-Eíx^F) sen 2995, y = {€ i C^x) e 2x 4-— 4x -j-3). 2998- y = 


-*( 


e K (Ai : 2 + ¿ís + C) + se** (Z)ar+ E) ; 

y = 

iV3 , „ ___ a:'1/3 


Cj COS —^ 


c 2 son ] + a 3 + 3 s 2 . 2997. y = (C¡ + C,a) <r* + 


+ JL.«3* 2998. g^fC 1 e*+C 3 e n + 2. 2999. = Cjí*-)- íV“*+-|' ae*. 3009. y = 

= Cj cos x-\-C 2 sen s-j-^ a sen a. 3001. y =£V X 4 C 2 e~V^ g(3sen 2a4eos2a). 
3002. jí=< 7^**4 C^" 33 ^* (™ — e 2K . 3003. ^ = (C, + C z a:)e ;c + 

—.-i- cos *4—e‘ x — -i- e~ x . 300Í. í/ = Cf-(-C 2 ^~ :lc -\--^-x~-^( 2 coíi 2x—st}n2x) 


3005. y^e x (C { cos 2a 4 C 2 sen 2a) + -^- e x sen 2a. 

+ I(sena+ H en2a). 3007, 1) x = C* cos oí -f- C 2 son mí -f 


3000. 

A 


íü 2 — /> 2 


y =£. c<js 2a: -j- 
sen pt; 2 } ar = 




= eos ©í + ^soníDí— -r —ícoscoí. 3008, y=C i e AX -\- ¿V 4 *— xc Ax . 3009, ■ 

1 ¿ÍO) 

= C.._LC e sa + ^_£L-/iÍ. 3010. ff = e*(t‘ 1 4Cs® + z s )- 3011. »=C Í 1 + 

+ C^t*+y*»»—yat 3012, í =<7 t í-**+C^« ( —(3 eos 2a ,¡-sen 2*). 
3013. i/= f i +C a e-* + í a: +-|» a — 5a. 3014. S = <?, 4 C 2 e x —Sac*—a—a 2 . 
3015. íf= (Ci-HCsa-L^r^ 2 ) 301G. 9 = «4 cos 3a + C 2 seü 3a) <^4 

+ i(sen3x+8cos3a)+y . 3017. y^{C l +C 2 x^ r x-) 3018. y = C t + 

+ c ¡ eS * —4r< m*3* + 3b«i»*)— 4' 3019 ‘ íí= + |- 

: CD 


_|_i, B020, i/ = ^ 4 -tV^-|sefti-cos ^ 3021. y=C i e 33C + ¿V a: 


4 ~ 4 

e? 2 ^c 


- 4^- (sen 2#-j-2 cos 2a:). 3022, C A cos 2z+C7 2 sen &s—j- (3 sen 2x-\-2 cos2:e)-p 

J_* 3023, y = !?*'{£:£ coaa;-¡-C 2 seii x—2x cos a:). 3024. + 

' * , , i i , 

44 . (*2 —i) e *. 3025. y = Cjcos 3a:-)- C 2 sen 3a 4 -^x sena — -jjeos a-(- 




3020. 


y — 6 'p: 3 ^ -j- C-¿e x -h-i- (2 — 3a)-j-— (2a 2 —a) e 3 *- 

3 


3027. y = C l + C 2 e^ — 2xe x —~x—~-x*. 3028. y*= (¿4 +C 2 a +-^-) c23C - 

3029. Cjít- 3 * + C 3 e* -i- (2a 2 4 a) p“ 3;c +“7 (2a 2 4 3a) e x . 3030. y = ¿’> eos a. 4 

-f C 2 son a+ ~ cos a 4 sen x —-|-cos 3a 4 — sen 3a. Indicación. 

Transformar el producto de coserlos en suma de cosenos. 3031. y — 
= C t e~ x v ^".)- C\c x yr * + xe x sen x + r- v cos x. 3032. y — C\ eos a + C 2 sen a 4- 
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+cos* ln ctg (y + -j) |- 3033. y = C t eos a:+ C 3 sen ;r+sen ¿-ln Jtg J- 

303'<. y^(C 1 +C 2 x)e x +xe ;i: \n\x ). 3035. y = (C f + C 2 x) e~ x + xe~* ln I x 1. 

3036, y = Cjc03a; + C a senK + 3:soiia:-f-c.09 3:¡iJ [ C03 a; |. 3037. y = C, eos x-i- 

+£3 son a: —x eos arasen sjn | sen ¿c J. EQ38. a) y=C i e x ^C 2 e~ x -\-(e x ^ r e~ x ) arctg 

b) y — ^ "-be x3 . 3040. La ecuación del movimiento es 

2 í \ y 1 'j "" 

f + = ^ r = 2rt »*- 3041. 

2^ sen 3Gí—60 Vf sen VJí „ , . 

--^^900- €!íL 1JEidlca€1 °Si £ se cuenta a partir 

de Ja posición do reposo de la carga, ^x"=A^k (x®+x—%— I), donde 

fo, ^ distancia desde el punto de reposo de la carga basta el punto 
inicial do enganche del resorte, l es la longitud del resorte on estado 

de reposo; por lo cual k (x §—¿) = 4 f por consiguiente, ^ 

g 

= — k(x~y), donde h = 4, g^981 cm^sog. 3042. m~=k(b^x)—k(b+x)\ 

«=ceos(t j/"|p) ■ 3043. 6 ¡=]/"|-in (6+1/35). 3044, a) r = 

= _ 2 " (® 01 + e “ 4 ); b) f— (e“ ! — e“ Mf ), Indicación. í.a ecuación dife- 

d*r 


O 

'o 

o 
_c n 

CD 


rencial dol movimiento es—-=- = «V, 

dfi 

3045- 3046. + 

3047. %j í=í €±e~ x — e% ^ 2 ^ ^ sen J , 

3048, y C, ~\- C 2 i + 2 -f ¿V - * v 304». y^e x (C,+C e í -(- C 31 S}. 

3050. y= í* (C, eos x -(- C 2 sen x) + e~* (C 3 eos x -f C 4 son j). 

3051. = (C*+ Cpt) eos 2x -j- (£7 íj -f- C^x) sen 2 

x 

3052. y — Cj + e ^ C 3 eos —^ 7 p- x + C\ son £ j . 

3053. = (C\ + C 2 x) + (C 3 + C¿x) 

3054. jj = C ± e^ x + -J- eos ¿zs -|- sen ax, 

3055. y^{C 1 -\-C¿£)e VTx +(C 3 +C i x}e-V 3x . 3056. y = C 1 -\-C 2 x + 

+ C 3 eos ai + C 4 sen ax. 3057. y = Cj + C 2 x + (C 3 + C 4 a) r*. 3058. i/=(C , 1 -j- 
+ ^ 2 *) eos a + (C 3 -s-C 4 a:) sen x. 3050. y=c~ x (C 1 -\- C s x+ .. .+C n x n ~i). 

3060. y = C, -)- C-jíc + ^ C 3 -f- C^.r -f- J e*. 

306Í. y =• C, + C,£+12^2 +3^3 +T ^+4r' c5 + t C 3 + C i x ) e *- 

3062. y = C(í; K — c 2 j eos —jc-}-C 3 sen —e J —$ 

3063. ¡f — C-¡-¡- C^x -\- + C' 4 p _;c (4 C os —sen íx). 
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3064. **—y z 3 + -¡y- “ 4 + e * (t* t) ' 

3065. j/ = C i e'*+C 2 C03X + £7 3 SBn* + « sc (■|~-|') • 

3066 . ysCi+CaCOS *+C 3 sen at+sec s + cos * ln | eos * (— tg z-sen * -f* sen x. 

3067. . y =a e~ x +e~ 2 ( eos ^1- x +—^=r sen *) + * “ 2 - 


4 C'¿ 

3068. i/=^(Ci + C 2 ln *) —. 3069. ¥'—C i* 3 H—— * 

3070. y—Ci cos (2 In¿-)+C 2 seri (2 ln *). 

307Í. y =Cj* -]- C 2 í 3 -\- Cyx 3 . 3072. ¡i ~ C\ +■ C'¿ (3# — 2) 4 / 3 - 

3073. tf=C l x*-L-^2-. 3074. y = C, cos (ln x) + C Z sen {la *). 

3075. y^CixP+C^+^z. 3076. g =(*+l)« [C t +C t ln(* + !)]+ (« + 0 1 - 
3077. y=;r(]aa; + I:n 2 2 ). 3078. y = C, cos x+C 2 sen x, z = C 2 cos x—C^son x. 
3079. y = e -1 ^! cos 1 + ^2 sen ac), 2 =-y e~ x [(C 2 —2C ( ) cos x (Ci + 2C a ) senx]. 

O 

'o 

o 

_c o 

Q) 


3080. jí = (C t — Cz—C^) e-a* t s = (Cjz + Cj) ^ 2ÍC . 

3081, x = Cyt 1 e 2 ^ c 2 cos ~^g‘ — í -+- C 2 sen •—j¡,—- 1 ] * 

„ , , 4 { C 3 V3 — C a V 3 , C 2 1/ 3 + £3 <. pn 1 'L 

y=C 1 e t 4-e " 1 ¿ '- ¿ -¿eos-—-/— ■ g— -sen —~ fj* 

z — Cyc 1 ! e 2 ^ 


4 / -C*VS-C, 

2 


V3 O. 


x „ ~T~ 2 ’*** 2 

3082. x = G i tr i -{■€&**, y = C 3 e _( + C s e 2í , z= — (C,+ C 3 ) e _í + ÍV 2Í . 

3083. i/ = C í -{-C , 2 cW'—~(aa+*), í = C 2 e 2 !i: —C 1 + - 5 - (**-*— 1). 

3084. 2 f = CjH-C.¡a:+2sen*, z = — 217,— (7 2 (2z +1) — 3sen^--2cos s. 

3085. — 2C t — 2C 3 a:)e- K —6^+14, s == {Cj + C 2 *) «" 3C + 3a: — 9; 

" Ci=9, C 2 = 4, 


)• 


y=14(l—«”*)—2 * (3 + 4*-*), í = —9 (t—«”“)+« (5+ 4e ~'*)- 
30SS. 3 = 10e aí —8e 3í —e ! + 6t—1; y = — 20e aí + 8e 3i + 3e f +12t +10. 

2^1 Ci_ 3 o 8 8 *. a) i^+^ = C )t 


3087. y = 


(C 2 —x) 2 


C‘>—* 


h) ln VSá+ y- 1 = arctg ^~ + C t , y = C 2 . c) Indicación. Integrando 

x y *r 2 + y 2 

la ecuación Homogénea - , hallamos la primera integral 

ln *j/aíiJ-|-¡/2= arctg — + Luego» utilizando las propiedades de las pro*- 

,* 1 , d* x dx ydy ■» + y dy n 

porciones derivadas, tenemos V^ 3 + ^ 2 ' 
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lu z = — In (z 2 -\-y%) + la C 2 y f por consiguiente - = r z\ c ) x J rU + 

+ z = 0, = Indicación. Utilizando las propiedades de las 

dx dy dz _ dx-]-dy-\-dz 

y — z z—y” 0 


proporciones derivadas, tenemos: 


de donde dx+dy + dz — O y, por consiguiente, #+^ + £==£7^ Análogamente 
xdx y dy z dz x dx-\- y du 4- z dz 7 . . , * * 

x{y — z) y{z — x) ~ z(x — yf~ O 1 X 

y £ 2 -]-^ 2 + £ 2 = £' 2 . Es decir, que Jas curvas integrales son las circunferen¬ 
cias x-Yy-yz^C\, £ a + í^-f £ 2 = C 2 , De las condiciones iniciales £ = 1,^ = 1, 
jt== — 2 , tendremos que £3 = 9. 

3089. y = CiX*+~ — -- (3 ln 2 a — 2 ln a), 

z = 1— '¿C^x-íf- —“--J—^-(3 lu 2 ln ¡e — 1). 

3090. y= Cje* 1 a -fC 2 e -x ^+C 3 eos sen x-\-e x — Zx, 

xV2 /i * V¡ c 'i — 1 


2 = —<?,<>* r ¿ — ¿V 


eos j; -^ sen x — — s K 4- x. 

4 4 2 , 


¿ & 

309i, (1— e m ), y = -p- J/cy^ son a -|- mg) (1 —“¿r m ) — 


mgi 


du lr 


l B L ^ i > * dv x , Ui/ y , j , 

Resolución, —kv x ; —kv y —mg cuando laí 

condiciones iniciales son: £0 = ^ = 0, ^^=y 0 cos a, ^N^o® 011 a cuandc 
í —ü. Integrando, obtenemos: 


-ií 

tn 


% — i>q c os o<? J/ri t küy -j- mg = (^ y 0 s en a +w g) <? 

A a í / 2 


_A ( 


anno k , i?oVw A 

3092. eos —p=; í, ^ = T _ -sen 


V" 


A 




= 1. Indica¬ 


ción. Las ecuaciones diferenciales del movimiento son: 

d 2 y , „ 


d 2 x 

V ~¿ 2 


— /(**; 


3093. y= —2 — — **, 3094. y = (j , 0 -fi- J e S<*-i * 4 . i.. 

3095. »-{ + i*+4-+‘¿-* ! +4-«‘ + -i r .H... 


3090. - 


7-9 


£ 7 -[ 


7-1I-27 
x* 


3097, + p2^2 _ 3^’B _ 4^ ‘' + ’^ a s0r ^ e m convergente cuando — 1 <><1. 


3098. = la sana os convergente cuando 

—cp x -|-co. I n d í c a c i ó n. Empléese el procedimiento de los coefi¬ 
cientes indeterminados. 
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1 14 j B A, 7 

3099. # = 1-m—‘ j la serie es con vergente cuando 

ól o ¿ 


—c3100* t/ = 


9! 
sen £ 


. Indicación. Empléese el método 


Jr 4 ^r;Ó 

do los coeficientes indeterminados, 3101* p = 1—+ ~ 2a«48*fl£ "^ ■ 

la sede es convergente cnando | a: j < +oo, Indicación, Empléese el 
método de los coeficientes indeterminados. 


cacion 


3102. *,= a (1—f• ■4~|- H —{f ** +f - *•— ■ • ) ■ 

3103* u=A eos h2?Í- sen -p . Indicación. Utilizar las con 

TT37 ¿? [2 * ¿C Oi 

e (O, í) = 0, u {£, ¿)=0, w (^, 0 )“j 4 aen- ¿ - , — 

OD 

21 vi 1 (2 é+1):ioí (2/t-|~l)Mí r w) 

3104 - K =W Sm+Ij-r 3 ^ L ^ i —-I-' lai " 

Utilizar las condiciones: n (Ü> /) = 0 f u (£, t)=ú¡ u (x t 0)=0, — . — - = 1 

310 5. u = ~ V J^sen-^cos ^L st , n ^. Indicación. Utiliza 

n ¿ " ¿ í ¿ 

n—t 

las condiciones: 

w m I ~T~ para 0 < * <■ T ’ 

- ( f?- 0) — 0> w{0, 0 = 0, It(f, 0 = 0, «(*, 0)= | , 

" ^2A (t—f) para-i<*<¡ 

3106. u= ^ A n eos -— sen — ~ , donde los coeficientes A n = 

n —0 

/ 

2 f x (2«+l)íia: , 8(— l) rt r , rH; ,- 

= -r \ -r-sen “tt - ¿s— » ■■ ■ Indicación. Utilizar 

1 J ¡ 2f (2í! + l) 3 5l J 


la 


condiciones: 


: «{0, í) = 0, — ^ =Q. » ( x < 0 )=~, 


$E (£. 0 ) 

d¡ 




aarj.Sji 2 í 


3107* « = —Y -=r (1 —eos raji) gen 
n'* 


100 


indicación, Utili 


n =i 


zar las condiciones: u (0* w(100 t /)^0 T u(x , 0) =0,0Í£ (100—s). 

Capítulo X 

3106. a) <í"; <0,0023%; Jj) <lmm; <0,26%; c) <1 g; <0,0016%. 

3109. a) <0,05; <0,021%; b) <0,0005; <1,45%; c) <0,005; <0,16%. 

3110. aj 2 cifras; -4S■ 10 s 6 4íMü a , ya que el número está comprendido entre 

47 877 y 48 845; b) 2 cifras; 15; c) l cifra; 6■ 10 £ , Prácticamente, el resultado 
doho escribirse en la forma (5,9 ± 0,1), 10®. 3111. a) 29,5; b) 1,0-10®; c) 43,2. 

3112. a) 84,2; b) 18,5 ó 18,47 ±0,01; c) el resultado del cálculo no tiene 

cifras exactas, ya que la diferencia es igual a una centésima y el valor 
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Soluciones 


posible dol error absoluto también as una centésima- 3113*. 1,8* 0,3 cm a " 
Ind icación. Utilizar la fórmula del incremento del área del cuadrado, 
3114. a) 30,0*0,2; b) 43.7*0,1; c) 0,3*04- 3115. 19,9*04 

3116. a) 14295 * 0,0002; b) 0420 * 0,006-; c) el cociente puede oscilar entre 
48 y 62, Por consiguiente, en la notación de! cociente no puede considerarse 
exacta ninguna cifra decimal* 3117, 0,480. La ultima cifra puede oscilar 
en nna unidad, 3118, a} 04729; b) 277403; c ) 2. 3119. (2,05 * 0,01). 10» cm^ 
3120. a) 1,648; b) 4,025 * 0,001; c) 9,006*0,003. 3121- 4,OM0 3 om a . El 
error absoluto es 6,5 cm £ . El error relativo 046%. 3122. El cateto es igual 
a 13,8+0,2 ern: son a-=0,44 * 0,01; a =26°15'* 35\ 3123. 2,7*01. 

3124. 0,27 amperios. 3125, La longitud del péndulo debe medirse con exac¬ 
titud de hasta 0,3 cm; los números jc y q deben tomarse cón tres cifras 
(según el principo de las influencias iguales), 3126. Los radios y la gene¬ 
ratriz deben medirse con error relativo cíe 1/300. El número n debe tornarse 
con tres cifras (según el principio de las influencias iguales). 3127. L 
magnitud i debe medirse con precisión del 0,2% y s, con precisión de 
0,7% (según el principio de las influencias iguales). 

3128. 


£ 

y 

A y 

A % 

A % 

A 

&sy 

1 

3 

7 

-2 

—6 

14 

—23 

2 

40 

5 

—8 

8 

—9 


3 

15 

-3 

0 

-1 



4 

12 

—3 

-1 




5 

9 

-4 





6 

5 







3129. 


X 

y 

Ay 

A 2 y 

A% 

1 

—4 

—12 

32 

48 

3 

—16 

20 

80 

48 

5 

4 

100 

128 

48 

7 

104 

228 

176 


9 

332 

m 



11 

736 
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3130. 


X 

y 

A y 

A ty 

A 3 ií 

A*p 

0 

0 

-4 

—42 

-24 

24 

1 

—4 

-46 


0 

24 

2 

—50 

—112 

—66 

24 

24 

3 

—162 

—178 

—42 

48 

24 

4 

—340 

-220 ! 

€ 

72 

24 

5 

-560 

-214 

78 

96 

24 

6 

—774 

—136 

174 

120 

24 

7 

—910 

38 

294 

144 


8 

-872 

332 

438 



9 

-540 

770 




10 

230 






Indicación. Calcular los primeros cinco valores do y y, una ve 1 
obtenido A 4 #® — 24 f repetir este número 24 por toda la columna do la 
cuartas diferencias. Después de osto, la parto restante do la tabla se lien, 
mediante operaciones de suma (avanzando do derecha a izquierda) 
3131. a) 0,211; 0,389; 0,490; 0,660; b) 0,229; 0,399; 0,491; 0,664, 3132, 0,1822 

0,1993; 0,2195; '0,2334; 0,2503. 3133. l+x+xZ+x*. 3134. y = ^r x *—— 


48 


+ — “■■ jc=—[- 8 ; y ^ 22 cuando x — 5,5; p = 20 cuando se ^,5,2. índica 

c i ó n. Al calcular x para f/™20 tomar & 0 “11. 3135, El polinomio de ínter 
pelación es y = x 2 —lQx + l; tj=^í cuando x = 0. 3136, 153 kfíí (aproximada- 

mente). 3137. a) y (0,5)=— 1; y (2) = 11; b) y (0,5) = —, y(2) = -3. 

3138. —1,325. 3139, 1,01, 3140. —1,80; —0,25; 2,11. 3141. 2,09. 3142. 2,45; 
0,019. 3143. 0,31; 4. 3144 , 2,500. 3145. 0,02. 3146 . 0,24. 3147. 1,27. 3148. 
— 1,88; 0,35; 1,53. 3149. 1,84. 3150. 1,31; —0,67. 3151.7,13. 3152.0.165. 
3153. ±1,73 y 0. 3154. 1,72. 3155. 1,38. 3156. * = 0,83; y = 0,50; * = —0,83; 
¡f— —0,56. 3157. * = 1,67; y=l,22. 3158. 4,493. 3159, ± 1,1997. 3160. Por la 
fórmula (1c los trapecios, 11,025; por Ja fórmula de Simpson, 11,417. 
3161. — 0.995; — 1; 0,005; 0,5%; A = 0,005. 3162. 0,3068; A = 1,3-10-6. 

3163. 0,69 . 3164. 0,79. 3165, 0,84. 3166. 0,28. 3167. 0,10. 8168. 1,61, 3169. 1,85, 
3170. 0,09. 3171. 0,67. 3172. 0,75. 3173. 0,79. 3174. 4,93. 3175. 1,29. Indi- 
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cae ion. Utilizar las ecuaciones paramétricM de Ja elipse x—Cñst r 
0 = 0,6222 son t y transformar la formula de la longitud del arco a 3a forma 

I 

\ y 1—£.2 eos 2 t-dt, donde e es la excentricidad de la elipse. 3176. y j (*}— T 

ü 


yz(z) = 


í 3 X* 

T+er 


»3(*) = 


x ® x 7 2* 11 

i - i.. —- _ 

3 + m + 2073 


+ 


50535 4 


8177. y¡ (a)=+—3i + l t 


?z (*)=++-tt -*H'l» M^)=+“++--+-“S-J-1 ; (*)“3*—2 f 

^í* 7^-3 

^2 (*) - -^—2x 2 ~rSx—2 t z d (x)^— ——2* 2 + 3,f — 2, 3178* y^{x )=*, 


y a (*)«*—-3179. y(4)—3,S6. 3180. y (2) = 0,80. 

3181. y (1) = 3,72; i (4) ==2,72. “3182. y -1,80. 3183. 3,15, 3184. 0,14. 

3185. y (0,5) =3,15; z (0,5) = — 3,15. 3186. y (0,5) = 0,55; z (0,5) = —0,18. 

3187. 1,16. 3188. 0,87. 3189. x(n) =3,58; *' (it)=0,79. 3190. 429+4739 eos*— 
— í 037 mm x — 632! eos 2x + 1263 sen 2x —~1242 eos dx —33 sen 3$. 3131 * 8 >40 — 
—1,96 eos z y 2,14 son x —1,68 eos 2x -1- 0,53 sen 2x — 1,13 eos 3* +0,04 sen 3*, 
3132. 0,960+0,851 eos *+0,915 sen 3+0,542 coy ¡¡*+0*520 sen 2s+0,27i eos 3»+ 
+0,100 sen 3a:. 3193. a) 0,608 sen i *+0,076 sen 2*+0,022 sen 3x; b) 0,338+ 
+0,414 eos *+0,111 eos 2*+0,056 eos 3*. 
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APENDICES 


I, Alfabeto griego 


Aa — Alfa 
Bp—Beta 
Ty — Gamma 
¿¿ — Delta 
Ee—E psilon 
Z£ —Dzeta 


— Eta 
60 —Teta 
Tt— Iota 
Kx — Kappa 
A A. — Lambeta 
MfA—Mu 


Nv — Nu 
Si-Xi 
Oo — OmicFün 
Hit —Fi 
Pp — Ro 
—Sigma 


Tx —Tan 
Tv — Ypsilon 
íD(p —Fi 
K X -li 
T^—Psl 
—Omega 


II. Constantes de uso frecuente 


Magnitud 

X J 

lg & 

M&gftl tu El 

X 

tg x 

71 

2n 

344159 

6,28318 

0,49715 

0,79818 

i 

e 

0,307$8 

1,56571 

71 

1,57080 

0,19012 

& 

7,38906 

0 t 86859 

T 



yr 

1,64872 

0,21715 

71 

T 

0,78540 

1,89509 

— 

V c 

1,39561 

044476 

i 

0,31831 

1,50285 

M= lg e 
i 

0,43429 

1,63778 

71 

n 2 

1 9,86960 

0,99430 

J7' 1 ”' 0 

2,30258 

0,36222 

y~ 

yir 

* . 

1,77245 

0,24857 

i radian 

57 q 17'45" 


i,46459 
2,71828 

0,16572 

0,43429 

are 

£ 

0,01745 

9,81 

2,24188 

0,99167 
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II!, Valores Inversos, potencias, raíces y logaritmos 


X 

X 

X 

*2 

x3 


y ío* 

fx 


]/'4ooí 

* 

í (TUtUt- 

tisafi) 

1«> 

1,0 

1,000 

1,000 

1,000 

1,000 

3462 

1,000 

2,154 

4,642 

0000 

0,0000 

1,1 

0,909 

1,210 

1,331 

1,049 

3,317 

i,032 

2,224 

4,791 

0414 

0,0953 

1,2 

0,833 

1,440 

1,728 

1,095 

3,464 

1,063 

2,289 

, 4,932 

0792 

0,1823 

1,3 

0,760 

1,690 

2,197 

1,140 

3,606 

1,091 

1 2,351 

5,066 

1139 

0,2624 

1,4 

0,714 

1,960 

2,744 

1,183 

3,742 

1419 

; 2,410 

5.192 

1461 

0,3365 

i,5 

0,867 

2,250 

3,375 

1,225 

3*873 

1,145 

j 2,466 

5,313 

1761 

0,4055 

1,6 

0,025 

2,560 

4,096 

1,265 

4,000 

1470 

2,520 

5,429 

2041 

0*4700 

1,7 

0,588 

2.8S0 

4,915 

1,304 

4423 

1493 

2,571 

5,540 

2304 

0*5306 

1,8 

0,550 

3,240 

5,832 

1,342 

4,243 

1,216 

2,621 

5,646 

. 2553 

0,5878 

1.9 

0,520 

3,610 

6,859 

1,378 

4,859 

1,239 

2,668 

5,749 

2788 

0,6419 

2,0 

0,500 

4,000 

8,000 

1,414 

4,472 

1,260 

2,714 

5,848 

3010 

0,6931 

2.1 

0,476 

4,410 

9,261 

1,449 

4,583 

1,281 

2,759 

5,944 

3222 

0*7419 

2,2 

0,454 

' 4,840 

10,65 

1,483 

4,690 

1,301 

2,802 

6,037 

3424 

0,7885 

2,3 

0,435 

5,290 

12,17 

1,517 

4,796 

1,320 

2,844 

6427 

3617 

(1,8329 

2A 

0,417 

5,760 

13,82 

1,549 

4,399 

1,339 

2,884 

6,214 

3802 

0*8755 

2,5 

0,400 

6,250 

15,02 

1,581 

5,000 

1,357 

2,924 

6,300 

3979 

0*9163 

2,6 

0,385 

6 t 76Ü 

17,58 

1,612 

5,099 

1,375 

2,962 

6,383 

4150 

0,9555 

XI 

0,370 

7,290 

19,68 

1,643 

5496 

1,392 

3,000 

6,463 

4314 

0*9933 

2,8 

0,357 

7.840 

21.95 

í >673 

5,292 

1,409 

3,037 

6,542 

4472 

1*0296 

2,9 

0,345 

8,410 

24,39 

1,703 

5,385 

1,426 

3,072 

6,619 

4624 

1,0647 

3,0 

0.333 

9,000 

27,00 

1,732 

5,477 

1,442 

3407 

6,694 

4771 

1,0986 

3,1 

0,823 

9,610 

29,79 

1,761 

5,5ü8 

1,458 

3441 

6,768 

4914 

1,1314 

3,2 

0,312 

10,24 

32,77 

1,789 

5,657 

1,474 

3,175 

6,840 

5051 

1*1632 

3,3 

0.303 

10,89 

35,94 

1,817 

5,745 

1,489 

3,208 

6.910 

5185 

1,1939 

3,4 

0,294 

11,56 

30,30 

1,814 

5,831 

1,504 

3*240 

6,980 

5315 

1,2238 

3,5 

0,286 

12,25 

42,88 

i ,871 

5,9 í 6 

1,518 

3,271 

7,047 

5441 

1,2528 

: 3,6 

0,278 

12.96 

46,06 

1,897 

6,000 

1 s 533 

3,302 

7,114 

5563 

1,2809 

3,7 

0,270 

13,09 

50,65 

1,924 

6,083 

1,547 

3,332 

7479 

5682 

í ,3083 

3,8 

0,263 

14,44 

54,87 

1,949 

6464 

1,560 

3,362 

7,243 

5798 

1,3350 

3,9 

0,256 

15,21 

59,32 

1,975 

6,245 

1.574 

3,391 

7,306 

5911 

1,3610 

4,0 

0,250 

16,00 

64.00 

2,000 

6,325 

1,587 

3,420 

t ,368 

6021 

1,3863 

4,1 

0*244 

10,61 

68,92 

2,025 

6,403 

1,601 

3,448 

7,429 

6128 

1,4110 

4,2 

0,238 

17,04 

74;09 

2,049 

6,481 

1,613 

3,476 : 

7,489 

6232 

1*4351 

4,3 

0,233 

18,49 

79,51 

2,074 

6,557 

1,626 

3,503 

7,548 

6335 

1,4586 

4,4 

0,227 

19,36 

85,18 

2,098 

6,633 

1,639 

3,530 

7,606 

6435 

4,4816 

4,5 i 

0,222 

20,25 

91,12 

2,121 

6,708 

1,651 

3,557 

7,663 

6532 

1,5041 

! 4,6 

0,217 

21,16 

97,34 

2,145 

6,782 

1,663 

3,583 

7,713 

G628 

1*5261 

4,7 

0,213 

22,09 

103,8 

2,168 

6,856 

1,675 

3,609 

7,775 

6721 

4*5476 

4,8 

0,208 

23,04 

110,6 

2,191 

6,928 

1,687 

3.634 

7,830 

6812 

i ,5686 

4,9 

0,204 

24,01 

117,6 

2,214 

7,000 

1,698 

3*659 

7,884 

6902 

1,5892 

5,0 

0,200 

25,00 

125,0 

2,236 

7,071 

1,710 

3,684 

7,937 

6990 

1,6094 

5,1 

0,196 

26,01 

132,7 

2,258 

7,141 

1,721 

3,708 

7,990 

7076 

1,6292 

5,2 

0,192 

27,04 

140.6 

2,280 

7,211 

1,732 

3,733 

8,041 

7160 

1,6487 

53 

0,189 

28,09 

148,9 

2,302 

7,280 

1,744 

3,753 

8,098 

7243 

1,6677 ' 

5,4 

0,185 

29,16 

157,5 

2,324 

7,348 

1,754 

3480 

8,143 

7324 

4,6864 
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SIL 


Continuación 


X 

X 

*2 

x n 

V? 

~\/lÓx 

f* 

fiOx 

rm¿ 

lg £ 
(man¬ 
tisas) 

In x 

5,5 

0,182 

30,25 

166,4 

2,345 

7,416 

1,765 

3,803 

8,193 

7404 

1,7047 

5,6 

0,179 

31,36 

175.6 

2,366 

7,483 

1,776 

3,826 

8,243 

7482 

1,7228 

5,7 

0475 

8249 

18.5,2 

2,387 

7,550 

1,786 

3,849 

8,291 

7559 

1,7405 

5,8 

0472 

33,04 

195,1 

2,408 

7,616 

1,797 

3,871 

8,340 

7634 

1,7579 

5,9 

0,169 

34,81 

205,4 

2,429 

7,681 

1,807 

3,893 

8,337 

7700 

1,7750 

6,0 

0,167 

36,00 

216,0 

2,449 

7,746 

1,817 

3,015 

8,434 

7782 

1,7918 

6,1 

0,164 

37,21 

227,0 

2,470 

7,810 

1,827 

3,936 

8,481 

7853 

1,8083 

6,2 

0,161 

33,44 

238,3 

2,490 

7,874 

1,837 

3,058 

8,527 

7924 

1,8245 

6,3 

0,159 

39,69 

250,0 

2,510 

7,937 

1,847 

3,970 

8,573 

7993 

1,8405 

6,4 

0,156 

40,96 

262,1 

2,530 

8,000 

1,857 

4,000 

8,613 

8062 

1,8563 

6,5 

0,154 

42,25 

274,6 

2,550 

8,062 

1,866 

4,021 

8,062 

8129 

1,8718 

6,6 

0451 

43,56 

287,5 

2,569 

8,124 

1,876 

4,041 

8,707 

8195 

1,8871 

6,7 

0,149 

44,89 

300,8 

2,588 

8,185 

4,88a 

4,002 

8,750 

8261 

1,9021 

6,8 

0,147 

46,24 

314,4 

2,008 

3,246 

l f 895 

4,082 

8,794 

8325 

i,0169 

6,9 

f 0445 

47,61 

328,5 

2,027 

8,307 

1,904 

4,102 

8,837 

8388 

1,9315 

7,0 

0,143 

49,00 

343,0 

2,646 

8,367 

1,913 

4,121 

8,879 

8451 

1,9450 

7,1 

0,141 

50,41 

357,9 

2,665 

8,426 

1,922 

4,141 

8,921 

8513 

1,9001 

7,2 

0,139 

51,84 

373,2 

2,683 

8,485 

1,931 

4,160 

8,903 

8573 

1,0741 

7,3 

0,137 

53,29 

389,0 

2,702 

8,544 

1,040 

4,179 

9,004 

3633 

1,9879 

! 7,4 

0,135 

54,76 

405,2 

2,720 

8,602 

1,040 

4,198 

9 t 045 

8692 

2,0015 

7,5 

0,133 

56,25 

421,9 

2,739 

8,660 

1,957 

4,217 

9,086 

8751 

2,0149 

7,6 

0,132 

57,76 

439,0 

2,757 

8,718 

1,966 

4,236 

9,120 

8808 

2,0281 

7,7 

0,130 

59,29 

456,5 

2,775 

8,775 

1,975 

4,254 

9,166 

8805 

2,0412 

i 7S 

0,123 

60,84 

474,6 

2,793 

6,83a 

1,983 

4,273 

9,205 

8021 

2,0541 

7,9 

0.127 

62,41 

493,0 

2,811 

8,888 

|1,992 

4,201 

9,244" 

8976 

2,0669 

8,0 

0,125 

64,00 

512,0 

2,828 

8,944 

2,000 

4,300 

9,283 

9031 

2,0794 

: 8,1 

0,123 

65,61 

531,4 

2,846 

9,000 

2,008 

4,327 

0,322 

9085 

Z ,0019 

8,2 

0.122 

67,24 

551,4 

2,864 

9,055 

2,017 

4,344 

9,360 

0138 

2,1041 

8,3 

0,120 

68,89 

571,8 

2,881 

9,110 

2,025 

4,362 

9,398 

9191 

2,1103 

8,4 

0,119 

70,56 

592,7 

2,898 

9,165 

2,033 

4,380 

9,435 

9243 

2,1282 

8,5 

0,118 

72,25 

614,1 

2,915 

9,220 

2,041 

4,397 

9,473 

9204 

2,1401 

8,6 

0,116 

73,96 

636,1 

2,933 

9,274 

2,040 

4,414 

9,510 

9345 

2,1518 

8,7 

0,115 

75,69 

658,5 

2,950 

9,327 

2,057 

4,431 

9,546 

9395 

2,1033 

' 8,8 

0,114 

77,44 

681,5 

2,966 

9,381 

2,065 

4,448 

0,583 

9445 

2,1748 

. 8,9 

0,112 

79,21 

705,0 

2,983 

9,434 

2,072 

4,405 

9,019 

0494 

2,1801 

0,0 

0,111 

81,00 

729,0 

3,000 

9,487 

2,080 

4,481 

9,655 

9542 

2.1072 

9,1 

0,110 

82,81 

753,6 

3,017 

9,539 

2,088 

4,498 

9,691 

9590 

2,2083 

9,2 

0,109 

84.64 

778,7 

3,033 

9,592 

2,095 

4,514 

9,726 

9638 

2,2192 

9,3 

0,108 

86,49 

804,4 

3,050 

9,644 

2,103 

4,531 

0,761 

9685 

2,2300 

9,4 

0,106 

88,36 

830,6 

3,006 

9,695 

2,110 

4,547 

9,796 

9731 

2,2407 

9,5 

0,105 

90,25 

857,4 

3,082 

9,747 

2,118 

4,563 

9,830 

9777 

2,2513 

9,6 

0,104 

92,46 

884,7 

3,098 

9,798 

2,125 

4,579 

9,865 

9823 

2,2018 

9,7 

0,103 

94,09 

912,7 

3,114 

9,849 

2,133 

4,595 

9,899 

9868 

2,2721 

9,8 

0,102 

96,04 

941,2 

3,130 

9,809 

2,140 

4,610 

9,933 

0012 

2,2824 

9,9 

0,101 

98,01 

970,3 

3,146 

9,950 

2,147 

4,026 

9,967 

9956 

2,2925 

10,0 

0,100 

100,00 

1000,0 

3 1; 162 

10,000 

2,154 

4,642 

10,000 

0000 

2,3026 
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IV. Funciones trigonométricas 


X o 

X 

(radianes) 


tg * 

Ctg x 

eos x 


0 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

00 

1,0000 

1,5708 

t 

0,0175 

0,0175 

0,0175 

57,29 

0,9998 

1,5533 

2 

0,0349 

0,0349 

0,0349 

28,64 

0,9994 

1,5359 

3 

0,0524 

0,0523 

0,0524 

19,08 

0,9986 

1,5184 

4 

0,0698 

0,0698 

0,0699 

14,30 

0,9976 

1,5010 

5 

0,0873 

0,0872 

0,0875 

11,43 

0,9962 

1,4835 

6 

0,1047 

0,1045 

0,1051 

9,514 

0,9945 

1,4661 

7 

0,1222 

0,1219 

0,1228 

8,144 

0,9925 

1,4486 

8 

0,13% 

0,1392 

0,1405 

7,115 

0,9903 

1,4312 

9 

0,1571 

0,1564 

0,1584 

6,314 

0,9877 

1,4137 

10 

0,1745 

0,1736 

0,1763 ! 

5,671 

0,9848 

1,3963 

11 

0,1920 

0,1908 

0,1944 

5,145 

0,9816 

1,3788 

12 

0,2094 

0,2079 

0,2126 

4,705 

0,9781 

1,3614 

n 

0,2269 

0,2250 

0,2309 

4,331 

0,9744 

1,3439 

14 

0,2443 

0,2419 

0,2493 

4,011 

0,9703 

1,3265 

15 

0,2618 

0,2538 

0,2679 

3,732 

0,9659 

1,3090 

16 

0,2793 

0,2756 

0.28B7 

3,487 

0;9613 

1,2915 

17 

0,2907 

0,2924 

0,3057 

3,271 

0,9563 

1,2741 

18 

0,3142 

Ü,3090 

0,8249 

3,078 

0,9511 

1,2566 

19 

0,331? 

0,3256 

0,2443 

2,904 

0,9455 

1,2392 

! 20 

0,3491 

0,3420 

0,3640 

2,747 

0,9397 

1,2217 

i 21. 

0 > 3665 

0,3584 

0,3839 

2,605 

0,9336 

1,2043 

22 

0,3840 

0,3746 

0,4040 

2,475 

0,9272 

1,1868 

23 

0,4014 

0,3907 

0,4245 

2,356 

0,9205 

1,1694 

! 24 

0,4189 

0,4067 

0,4452 

2,246 

0,9135 

1,1519 

25 

0,4363 

0,4226 

0,4663 

2,145 

0,9063 

1,1345 

26 

0,4538 

0,4384 

0,4877 

2,050 

0,8988 

1,1170 

27 

0,4712 

0,4540 

0,5095 

1,903 

0,8910 

1,0996 

28 

0,4887 

0,4695 

0,5317 

1,881 

0,8829 

1,0821 

29 

0,5061 

0,4848 

0,5543 

1,804 

0,8746 

1,0647 

30 

0,5236 

0,5000 

0,5774 

1,732 

0,8660 

1,0472 

31 

0,5411 

0,5150 

0,6009 

1,6643 

0,8572 

1,0297 

32 

0,5585 

0,5299 

0,6249 

1,6003 

0,8480 

1,0123 

33 

0,5760 

0,5446 

0,6494 

1,5399 

0,8387 

0,9948 

! 34 

0.5934 

0,5592 

0,6745 

1,4826 

0,8290 

0,9774 

35 

0,6109 

0,5736 

0,7002 

1,4281 

0,8192 

0,9599 

3fi 

0,6283 

0,5878 

0,7265 

1,3764 

0,8090 

0,9425 

37 

0,0458 

0,6018 

0,7536 

1,3270 

0,7986 

0,9250 

38 

0,6632 

0,6157 

0,7813 

1,2799 

0,7880 

0,9076 

39 

0,0807 

0,6293 

0,8098 

1,2349 

0,7771 

0,8901 

1 40 

0,G981 

0,6428 

0,8391 

1,1918 

0,7660 

0,8727 

41 

0,7156 

0,6561 

0,8693 

1,1504 

0,7547 

0,8552 

42 

0,7330 

0,6691 

0,9004 

1,1106 

0,7431 

0,8378 

43 

0,7505 

0,6820 

0,9325 

1,0724 

0,7314 

0,8203 

44 

0,7679 

0,6947 

0,9657 

1,0355 

0,7193 

0,8029 

45 

0,7854 

0,7071 

1,0000 

1,0000 

0,7071 

0,7854 



eos x 

ctg X 

tg * 

sen x 

X 

(radianes) 


O 


90 
89 
88 
87 
86 
85 
84 
83 
82 
81 
80 
79 
78 

76 
75 
74 
73 
72 
71 
70 
69 

m 

67 
66 
65 
64 

s 

60 I) 

59 
58 
57 
56 
55 
54 
53 
52 
51 
50 
49 
48 
47 
46 
45 
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V, Funciones exponenciales,^hiperbólicas y trigonométricas 


X 

e x 

£ K 

sh x 

ch x 

th X 

\ 

son x | 

eos X 

0,0 

1,0000 

1,0000 

0,0000 

1,0000 

0,0000 

0,0000 

1,0000 

0,1 

1,1052 

0,9048 

0,1002 

1,0050 

0,0997 

0,0998 

0,9950 

0,2 

1,2214 

0,8187 

0,2013 

1,0201 

0,1974 

0,1987 

0,9801 

0,3 

1,3499 

0,7403 

0,3045 

1,0453 

0,2913 

0,2955 

0,9553 

Ü t 4 

1,4916 

0,0703 

0,4108 

1,0811 

0,3799 

0,3894 

0,9211 

0,5 

1,6487 

0,6065 

0,5211 

1,1276 

0,4021 

0,4794 

0,8770 

0,0 

1,8221 

0,5488 

0,6367 

1,1855 

0,5370 

0,5646 

0,8253 

0,7 

2,0133 

0,4966 

0,7586 

1,2552 

0,6044 

0,6442 

0*7048 

0,8 

2,2255 

0,4493 

0,8881 

1,3374 

0,6640 

0,7174 

0 1 6907 

0,9 

2,4596 

0,40(56 

1,0265 

1,4331 

0,7163 

0,7833 

0,6216 

1,0 

3,7183 

0,3679 

14752 

t,5431 

0,7616 

0,8415 

0,5403 

1,1 

3,0042 

0,3329 

1,3356 

1,0085 

0,8005 

0,8912 

0,4536 

1,2 

3,3201 

0,3012 

1,5095 

i,8107 

0,8337 

0,9320 

0,3624 

1,3 

3y0603 

0,2725 

4,6984 

1,9709 

0,8617 

0,9636 

0,2675 

1,4 

4,0552 

0,2460 

1,9043 

2,1509 

0,8854 

0,9854 

0,1700 

1,5 

4,4317 

0,2231 

24393 

2,3524 

0,9051 

0,9975 

0,0707 

1,6 

4,9530 

0,2019 

2,3756 

2,5775 

0,9217 

0,9996 

—0,0292 

1,7 

5,4739 

0,1827 

. -2,6456 

2,8283 

0,9354 

0,9917 

—0,1288 

1,8 

6,0496 

0,1653 

2,9422 

3,1075 

0,9468 

0,9738 

-0,2272 

1,9 

6,6859 

0,1496 

3*2632 

3,4177 

0,9562 

0 ( 94C3 

—0,3233 

2,0 

7,3391 

0,1353 

' 3*6269 

3,7622 

0,9040 

0,9093 

—0,4161 

2,1 

84652 

0,1225 

4,0219 

4,1443 

0,9704 

0,8632 

-0,5048 

2,2 

9,0250 

0,1108 

4,4571 

4,5679 

0,9757 

0,8085 

—0,5885 

2,3 

9,9742 

0,1003 

4,9370 

5,0372 

0,9801 

0,7457 

-0,6663 

2,4 

41,0232 

0,0907 

5,4662 

5,5569 

0,9837 

0,6755 

-0,7374 

2,5 

12 4825 

0,0821 

6*0502 

6,1323 

0,9806 

0,5985 

-0,8011 

2,6 

13,4037 

0,0743 

6,6947 

6,7690 

0,9890 

0,5155 

—0,8569 

2,7 

14,8797 

0,0672 

7,4063 

7,4735 

0,9910 

0,4274 

—0,9041 

2,8 

16,4446 

0,0608 

84919 

8,2527 

... 0,9926 

0,3350 

—0,9422 

2,9 

18,1741 

0,0550 

9,0596 

9,1140 

0,9940 

0,2392 

-0,9710 

3,0 

20,0855 

0,0498 

10,0179 

10,0677 

0,9950 

0,1411 

*—0,9900 

3,1 

22,1979 

0,0450 

11,0764 

11,1215 

0,9959 

0,0416 

-0,9991 

3,2 

24,5325 

0,0408 

12,2459 

12,2366 

0,9967 

-0,0584 

—0,9983 

3,3 

27,1126 

0,0369 

13,5379 

13,5748 

0,9973 

-0,1577 

—0,9875 

3,4 

29,9641 

0,0334 

14,9054 

14,9987 

0,9978 

—0,2555 

-0,9608 

3,5 

334154 

0,0302 

16*5426 

16,5728 

0,9982 

-0,3508 

—0,9305 
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VE. Curvas (para consulta) 






6. Parábola (rataa superior) 7. Parábola cúbica 

V = V*. y = y r x. 
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10. Tangentoide y con tangent oída 
zj^tgx c 


33 * 
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ti* Gráfica de las funciones 
y — seo £ e f = cosec x* 




12, Gráfica do las funciones trigonométricas inversas 
y = A reson x e Arceos x. 
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www.elsolucionario.net 


517 



13, Gráfica <Je Jas funciones trigonométricas inversas 
l/“=Arctgx e y^Arcctg £. 



o y=ze~ x * 
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Sis 
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15, Curva logarítmica 
#==: la x* 



16, Curva da Gauss 




17, Gráfica d€ las funciones hiperbólicas 


Í/ = sh 



íT x 


e 


* (catenaria). 


18, Gráfica da Jas funciones 
hiperbólicas 

e x — e~ x 


= th x s 




e 


y — cth x 


e x ^-e-x 
e x — e ~' 1 
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6i y 



x% ñ f £ — a eos t y 

+ 0 \f/ = &sen£. 



f x = a eíi í, 
~¿2 p " = 1 ° \ y = b$h t 

(para la rama derecha). 
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26. Cicloide 
x — a (f—sen í), 
y ^a (1— eos 



27. 

x 

y 


Hipocicloide (astroíde) 

2 2 2 


= a eos 3 tj 
— a sen 3 í 


os 3 4-1^ = 


a. 





28, C&rdioide 
r — a{ i +co$ip). 


29* Evolvonto (desarrollo) do la circunferencia 
f x —a (eos í + £ son £}> 

1 y— íi(seu£—í eos í)- 
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r — alp (r >0). 





32, Espiral 1 oga tí tm i ca 



33, Rosa de tres pétalos 
r=a son3s¡> (r ^ 0). 



34. Rosa de cuatro pétalos 
r —a\ sen 2(p \. 
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